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Ueber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers. 
Von 


Davip Hirzerr in Gottingen. 


Einleitung. 


Es sei ein beliebiger Zahlkérper k zu Grunde gelegt; der Grad 
dieses Kérpers k heisse m und die m — 1 zu k conjugirten Zahlkérper 
mogen mit kh’, k”,..., k™—-" bezeichnet werden. Die Anzahl der 
Idealklassen des Kérpers k werde h genannt, 

Bezeichnet w irgend eine ganze Zahl in k&, die nicht gleich dem 
Quadrat einer Zahl in & ist, so bestimmt /w zusammen mit den 
Zahlen des Kérpers k einen Kérper vom Grade 2m, welcher relativ- 
quadratisch in Bezug auf den Kérper & ist und mit K(j/u) oder auch 
kurz mit K bezeichnet wird. Es entsteht die Aufgabe, die Theorie 
der relativquadratischen Zahlkérper aufzustellen und zu begriinden. 
Dieses Problem erscheint mir als eine naturgemiisse Verallgemeinerung 
desjenigen Problems, das den Gegenstand der ,,disquisitiones arith- 
meticae‘‘ von Gauss bildet. 

Die Theorie des relativquadratischen Kérpers fihrte mich zur — 
Entdeckung eines allgemeinen Reciprocitiitsgesetzes fiir quadratische 
Reste, welches das gewohnliche Reciprocitiitsgesetz zwischen rationalen 
Primzahlen nur als ein vereinzeltes Glied in einer Kette der wunder- 
barsten und mannigfaltigsten Zahlenbeziehungen erscheinen liasst. 

Die Methoden, welche ich im Folgenden zur Untersuchung der 
relativquadratischen Kérper angewandt habe, sind bei gehériger Verall- 
gemeinerung auch in der Theorie der relativ-Abel’schen Kérper von 
beliebigem Relativgrade mit gleichem Erfolge verwendbar und fihren 
dann insbesondere zu den allgemeinsten Reciprocitiitsgesetzen fiir be- 


liebig hohe Potenzreste innerhalb eines beliebigen algebraischen Zahlen- 
bereiches *). 


*) Vgl. das von der K. Gesellschaft der Wiss, zu Géttingen fiir das Jahr 1891 
gestellte Preisthema, 
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9 Daviv Hitpert. 


Wenn man den in der vorliegenden Arbeit dargelegten Beweis 
des allgemeinen Reciprocititsgesetzes fiir quadratische Reste auf die 
von Kummer behandelte Theorie der 1‘ Potenzreste im Korper der 
les Kinheitswurzeln itibertriigt, so entsteht ein neuer Beweis des 
Kummer’schen Reciprocitiitsgesetzes fiir 1'e Potenzreste, welcher sich 
sowohl von den Kummer’schen wie von meinen bisher gegebenen Be- 
weisen wesentlich dadurch unterscheidet, dass darin das besondere aus 
der Kreistheilung herstammende Eisenstein’sche Reciprocitatsgesetz 
nicht zur Verwendung gelangt. 

Unter den Anwendungen meiner Theorie nenne ich hier die Auf- 
stellung der Kriterien dafiir, dass eine quadratische diophantische Glei- 
chung mit beliebigen algebraischen Coefficienten in dem durch diese 
Coefficienten bestimmten Rationalititsbereiche lésbar ist. 

Die vorliegende Arbeit zerfillt in zwei Abschnitte. Der erste Ab- 
schnitt behandelt die allgemeinen Definitionen und vorbereitenden Sdtze 
in der Theorie der relativquadratischen Kérper fiir einen beliebigen 
Grundkérper k; der zweite Abschnitt entwickelt vollstdndig die Theorie 
des relativquadratischen Kérpers in Bezug auf einen solchen Grund- 
kérper k, der nebst seinen simmtlichen conjugirten Kérpern imagindr 
ist und iiberdies eine ungerade Classenanzahl h besitzt. Was den Fall 
eives beliebigen Grundkorpers k betrifft, so gedenke ich die wichtigsten 
Siitze der entsprechenden Theorie demniichst in den Géttinger Nach- 
richten mit einer kurzen Angabe der Beweise zu veréffentlichen*). 


1, 
Allgemeine Definitionen und vorbereitende Siitze. 
§ 1. 


Quadratische Reste und Nichtreste im Grundkorper & und das 
a 
Symbol (=). 


Definition 1. Es sei » ein in der Zahl 2 nicht aufgehendes 
Primideal des Kérpers & und a eine beliebige zu » prime ganze Zahl 
in k: dann heisse @ in k quadratischer Rest nach p, wenn «@ 
congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach y wird, d. b. 
wenn die Congruenz 

?=a, (p) 
durch eine ganze Zahl € des Koérpers k befriedigt werden kann; im 
anderen Falle heisse a quadratischer Nichtrest nach ». Wir 





*) Vgl. meinen in der Mathematiker-Vereinigung zu Braunschweig 1897 ge- 
haltenen Vortrag ,,Ueber die Theorie der relativquadratischen Zahlkérper“. 
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definiren jetzt das Symbol (=), indem wir, wenn @ in k quadratischer 
Rest nach yp ist, . 
Get 


a 
(=) andl 
setzen. 
Satz 1. Wenn} ein beliebiges in 2 nicht aufgehendes Primideal 


des Kérpers k und @ eine zu » prime ganze Zahl in & ist, so gilt 
nach dem Modul » die Congruenz 


und im anderen Fall 


n(p) —1 
e * =(S), @), 
worin (jy) die Norm des Primideals » im Kérper k bedeutet. 
Beweis. Ist « = 6? nach », wo B wieder eine ganze Zahl in k 

bedeutet, so folgt nach dem Fermat’schen Satze*) sofort 

n(p)—1 

.* = p*- =-+1, (p). 
Wir nehmen andererseits an, es sei @ quadratischer Nichtrest nach »; 
bezeichnen wir dann mit @ eine Primitivzahl nach » im K6rper k und 
setzen a@ = * nach ), so muss hierin offenbar der Exponent a eine 
ungerade Zahl sein. Nach dem Fermat’schen Satze ist aber 


eM S=+1, &) 

a(v)—1 
©) e* =+1, @). 
Da in der Reihe der Potenzen 0, 9”, 9°, ... die Potenz og" )—1 die 
erste sein soll, welche =-+ 1 nach » wird, so gilt nothwendig auf 


der rechten Seite der Congruenz (1) das negative Vorzeichen und dem- 
zufolge wird 


und folglich 


nip)—1 mf) —1 
a ? =e =-1, (p). 


Aus dem eben bewiesenen Satze 1 folgen leicht die weiteren 
Thatsachen: 


Satz 2. Wenn a, # irgend zwei zu dem Primideal » prime ganze 
Zahlen in & sind, so gilt stets die Gleichung 


(<#) = (5) (8). 


Kin vollstiindiges System von n(p) — 1 zu » primen und einander 








*) Vgl. meinen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erstatteten Bericht 
» Die Theorie der algebraischen Zahlkérper“, 1897, Satz 22 S. 191 und Satz 24 
8. 192. Ich werde in der vorliegenden Abhandlung diesen Bericht von mir kurz 
mit ,,Algebraische Zahlkérper “ citiren. 


1* 
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nach » incongruenten Zahlen zerfiallt in zwei Theilsysteme, von denen 


das eine aus den Ao)—1 quadratischen Resten nach », das andere 


n(p)— 1 
aus den aia! 


quadratischen Nichtresten nach » besteht. 


§ 2. 
Die Begriffe Relativnorm, Relativdifferente und Relativdiscriminante. 


Definition 2. Jede Zahl A des Korpers K(j/u) kann in die 
Gestalt 
A=a-+ BYu 
gebracht werden, wo a, B ganze oder gebrochene Zahlen des Kérpers k 
sind; ist dies geschehen, so heisse die Zahl 


SA=a — BV u, 
die vermége der Substitution 


S= (Vu: — Vu) 
aus A entspringende oder zu A relativeonjugirte Zahl in K(fu). 
Die Zahl 
A—SA 
heisse die Relativdifferente der Zahl A im Korper K(/u). Der 
grésste gemeinsame Theiler der Relativdifferenten aller ganzen Zahlen 
Q,, 2, ... des Kérpers K(f), d. h. das Ideal 
D = (Q, — §Q,, Q, — SQ,, ...) 
heisse die Relativdifferente des Kirpers K(/u) in Bezug auf 
den Kérper k. 

Das Product einer Zahl A des Kérpers K mit der relativconjugirten 
Zahl SA heisst die Relativnorm der Zahl A und wird mit N(A) 
bezeichnet; es ist also 

N(A) =A.SA. 
Die Relativnorm N(A) einer Zahl A in KX ist stets eine Zahl in k. 

Ist J — (l,, |,, .-.) ein beliebiges Ideal des Kérpers K und wendet 
man auf simmtliche ganze Zahlen |,, |,, ... dieses Ideals die Sub- 
stitution S an, so heisst das so entstehende Ideal das zu § relativ- 
conjugirte Ideal und wird mit SX bezeichnet; es ist also 

SJ =— (SI,, Sl,,...). 

Das Product eines Ideals § des Kérpers K mit dem relativ- 
conjugirten Ideal SS heisst die Relativnorm des Ideals § und 
wird mit N(%) bezeichnet; es ist also 

N(3) = § - 83. 
Die Relativnorm eines Ideals § in K ist stets ein Ideal in k. 
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Das Quadrat der Relativdifferente einer Zahl A des Korpers K 
d. h. die Zahl (A — SA)* heisst die Relativdiscriminante der 
Zahl A. Die Relativdiscriminante einer Zahl A in K ist stets eine 
Zahl in k. 
Das Quadrat der Relativdifferente des Kérpers K 
b= D? — (Q,—SQ,, 2,—SQ,,...)? 
heisst die Relativdiscriminante des Kiérpers K. Da die Relativ- 
differente D des Kérpers K ein solches Ideal des Kérpers K ist, das 
seinem relativ conjugirten Ideale gleich wird, so ist die Relativ- 
discriminante ) auch gleich der Relativnorm der Relativdifferente D 
des Kérpers K; es ist daher die Relativdiscriminante » stets ein Ideal in k. 


§ 3. 
Das ambige Ideal. 


Definition 3. Ein Ideal & des Kérpers K heisst ein ambiges 
Ideal, wenn dasselbe bei der Operation S ungeindert bleibt, d. h. wenn 
SUA = A 
ist und wenn ausserdem Y% kein von 1 verschiedenes Ideal des Kérpers & 
als Factor enthalt. Insbesondere heisst ein Primideal des Kérpers K 
ein ambiges Primideal, wenn dasselbe bei Anwendung der Sub- 
stitution S ungeiindert bleibt und nicht zugleich im Ko6rper & liegt. 
Jedes ambige Ideal ist ein Product von ambigen Primidealen. Das 
Quadrat eines ambigen Primideals ist gleich der Relativnorm desselben 

und stelli im Kérper & selbst ein Primideal dar. 
Satz 3*). Die Relativdifferente D des relativquadratischen Kérpers 
K enthiilt alle und nur diejenigen Primideale, welche ambig sind. 


§ 4. 
Die Primfactoren der Relativdiscriminante. 


Unsere nichste Aufgabe ist es, die Primfactoren der Relativ- 
discriminante » des Kérpers K(/«) wirklich za ermitteln. Diese Auf- 
gabe wird durch den folgenden Satz gelést: 

Satz 4. Es sei » ein zu 2 primes Primideal des Koérpers k; geht 
dann » in der Zahl w genau zur a‘ Potenz auf, so enthilt, wenn der 
Exponent a ungerade ist, die Relativdiscriminante » des Kérpers K (Vu) 


stets den Factor ». Ist dagegen der Exponent a gerade, so fillt die 
Relativdiscriminante ) prim zu ) aus. 


*) Vergl. ,,Algebraische Zahlkérper“ Satz 93, S. 277, woselbst dieser Satz all- 
gemein fiir relativcyklische Kérper von einem Primzahlgrade aufgestellt und be- 
wiesen worden ist. 
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Es sei { ein Primideal des Kérpers k, welches in 2 aufgeht und 
zwar genau zur /'*" Potenz; ferner gehe { in mw genau zur a‘ Potenz 
auf: so ist die Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) stets dann 
und nur dann zu { prim, wenn im Korper k eine ganze Zahl a@ vor- 
handen ist, die der Congruenz 


(1) eSa, (Pits) 
geniigt. 

Beweis. Gehen wir zunichst auf den ersten Theil des Satzes 3 
ein. Es sei a eine durch », aber nicht durch y? theilbare ganze Zahl 
in k, und weiter sei v eine durch 3 theilbare, aber zu » prime ganze 
Zahl in k. 


a—l 
Ist der Exponent a ungerade, so stellt w* = “~~ eine durch y, 
bid 





aber nicht durch »? theilbare ganze Zahl in k dar von der Art, dass 
die Zahl /u* im Kérper K(/u) liegt und wenn wir den gemeinsamen 
Idealtheiler von » und /u* mit $$ bezeichnen, so ist 
P=SP, p— f 

Das Ideal $8 ist also ein ambiges Primideal und nach Satz 3 tritt 
dasselbe daher in der Relativdifferente D des Kérpers K(j//u) als Factor 
auf; es ist also die Relativdiscriminante ) durch » theilbar. 

Ist dagegen der Exponent a gerade, so stellt u* =" eine zu » 


prime ganze Zahl in & dar, von der Art, dass /u* in K(j/u) liegt; 
da die Relativdiscriminante der Zahl //u* den Werth 2?u* hat, so ist 
sie zu » prim. Das Gleiche gilt mithin von der Relativdiscriminante > 
des Korpers K(//u). 

Jetzt betrachten wir die Verhiltnisse in Betreff des Primfactors [{. 
Ist die Congruenz (1) erfiillt, so muss { in der Zahl a? genau zur 
a‘ Potenz aufgehen und mithin ist der Exponent a eine gerade Zahl. 
Es sei nun 4 eine durch [, aber nicht durch [? theilbare ganze Zahl 
in k und weiter sei v eine durch j theilbare, aber zu { prime ganze 
Zahl in &: der Ausdruck 


an’ 
2= (2) F(e+7i) 
stellt dann eine ganze Zahl in K (j//u) dar, da die beiden Ausdriicke 
as 
Q+ 82—=(7) 2 26, 
Q . SQ=(F)""@—y) 
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offenbar ganze Zahlen in & sind. Andererseits hat die Relativdiscrimi- 
nante der Zahl Q den Werth 


(Q— SQ)? = (+) 2 


und ist mithin prim zu; das Gleiche gilt also fiir die Relativdiscrimi- 
nante des Kérpers K (/u). 

Setzen wir umgekehrt voraus, die Relativdiscriminante ) des Kérpers 
K (Yu) sei prim zu [, so folgt wegen 


—(2—-s, &—m, «.. 
= ([Q, ie 82}, [2. = SQ.) ee )) 


dass dann nothwendig im Kérper K(j/u) eine ganze Zahl Q existiren 
muss, deren Relativdiscriminante (2 — SQ}? zu { prim ausfillt; wir 
setzen 
* *Via 
Q=— = He —£, 
wo a*, B*, y* ganze Zahlen in k bezeichnen, die bez. genau durch die 
a* te, b*'e, ¢* Potenz von | aufgehen mogen. Da nun [(Q— SQ}? = = 


Y 
eine zu { prime ganze Zahl sein soll, so folgt 


(2) 21 + 2b* + a = 2c*, 

und da andererseits die Relativnorm N Q—- oe eine ganze 
Zahl ist, so miissen entweder beide der Zahleu a*? und B**u genau 
durch die gleiche Potenz von { aufgehen oder es miisste jede dieser 
beiden Zahlen mindestens durch (“ theilbar sein. Das letztere ist 
nicht der Fall, weil wegen der eben abgeleiteten Gleichung (2) jedenfalls 
2b* + a < 2c* ausfallt und daher 6**u sicher nicht durch * theilbar 
sein kann. Es ist daher nothwendigerweise 2a* = 2)*-+ a und 
mithin wegen (2) auch 2/+ 2a* = 2c* oder 1+ a*=—c*. Aus 
2a* = 2b* + a folgt ferner a* > b* und aus | + a* = c* folgt c* > a*; 
mithin ist auch c* > b*. Da —e eine ganze Zahl sein soll, so 
haben wir die Congruenz 


*,.2 ‘ 
= Be)? ((2e°—22"), 
Wegen a* > b* lisst sich der Bruch in der Gestalt eines Bruches 
schreiben, dessen Nenner zu { prim ausfillt, und es ist somit - noth- 


wendig einer gewissen ganzen Zahl a des Kérpers k nach [?*—?** 
congruent, so dass auch die Congruenz 


“u =e, ({2e*—20*) 
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gilt. Hierdurch ist mit Riicksicht auf die aus (2) folgende Gleichung 
2c* — 2b* — 21+ a die Richtigkeit des Satzes 4 vollstiindig gezeigt. 
Aus diesem Satze 4 entnehmen wir leicht die folgende besondere 
Thatsache : 
Satz 5. Wenn uw eine beliebige zu 2 prime ganze Zahl in k 
bedeutet, die nicht das Quadrat einer Zahl in k wird, so ist die 
Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) stets dann und nur dann zu 


2 prim, wenn w dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem 
Modul 2? congruent wird. 


§ 5. 


Die Zerlegung der Primideale des Grundkérpers & im relativquadratischen 
Koérper XK. 


Die Frage, wie die Primideale des relativquadratischen Kérpers K 
durch Zerlegung aus den Primidealen des Kérpers k entstehen, erledigt 
sich in den folgenden Sitzen: 

Satz 6. Ein Primideal » des Korpers & ist stets dann und nur 
dann in Kérper K gleich dem Quadrat eines Primideals $, wenn y» 
in der Relativdiscriminante des Kérpers K aufgeht. 

Beweis. Aus p= J? folgt p—(S)? und mithin $ — SH, 
d. h. $ ist ein ambiges Primideal des Kérpers K und als solches nach 
Satz 3 in der Relativdifferente des Kérpers K enthalten, d. h. » geht 
daun in der Relativdiscriminante auf. 

Wenn wir umgekehrt annehmen, dass » in der Relativdiscriminante 
des Kérpers K aufgehe und mit $ einen in » aufgehenden Primfactor 
des Kérpers K bezeichnen, so geht offenbar §§ in der Relativdifferente 
des Kérpers K auf und ist mithin nach Satz3 ein ambiges Ideal, 
d. h. es ist nach Definition 3 $ —SP und p+. Wegen dieser 
Beziehungen ist auch p? == $.S$, und hieraus folgt p= P.SP —Y?. 
Damit ist der Beweis fiir den Satz 6 erbracht. 

Satz 7. Wenn y ein Primideal des Kérpers k bedeutet, welches 
weder in 2 noch in uw aufgeht, so ist p im Kérper K(/u) in zwei 
von einander verschiedene Primideale weiter zerlegbar oder unzerlegbar, 
je nachdem uw im Korper & quadratischer Rest oder Nichtrest nach p ist. 

Beweis. Es sei w in & quadratischer Rest nach »p und demgemiiss 
etwa @ eine ganze Zahl in k so, dass die Congruenz 


ua’,  (&) 
gilt; alsdann bilden wir die zu einander relativconjugirten Ideale des 
Kérpers K (fu) 
t= (p, a—V “) ’ 
SP=(p, «+ Vu) 


unt 


W 


sin 


ide 


Gl 
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und erhalten leicht 


p=. SP. 
(p, a—Vu, a+Vu)=1 


sind $ und S$ von einander verschieden. 
Es sei umgekehrt das Primideal » des Kérpers K in zwei Prim- 
ideale § und S33 zerlegbar: dann gelten, wenn allgemein N die Norm 


im Korper K (Yu) und n die Norm im Korper k bezeichnet, die 
Gleichungen 


Wegen 


N(p) = N(B) . N(SP) = (N(P))’, 

N(p) = (n(p))? 
und mithin ist 

N(P) = n(p). 

Die Gleichheit dieser Normen N($) und n(p) lasst die Thatsache 
erkennen, dass eine jede ganze Zahl des Korpers K(/u) einer ganzen 
Zahl des Kérpers k nach $§ congruent gesetzt werden kann, da ja 
irgend n(p) nach » einander incongruente Zahlen zugleich auch in 
K (Yu) nach § ein volles Restsystem bilden miissen; setzen wir ins- 
besondere /u =a nach $$, wo a@ in k liegen soll, so folgt w= a? 
nach $3, und da w — @” eine Zahl ink ist, so muss w = a? auch nach 
p gelten, d. h. es ist  quadratischer Rest nach ». Damit ist der 
Satz 7 vollstindig bewiesen. 

Satz 8. Es sei { ein in 2 enthaltenes Primideal des Kérpers & 
und zwar gehe { genau zur /'" Potenz in 2 auf; ferner sei w eine zu 
{ prime ganze Zahl in k, welche dem Quadrat einer ganzen Zahl in & 
nach {?! congruent ausfillt, so dass nach Satz 4 das Primideal { nicht 
in der Relativdiscriminante des Kérpers K (Vu) vorkommt: dann ist { 
im Kérper K (j/u) in zwei von einander verschiedene Primideale weiter 
zerlegbar oder unzerlegbar, jenachdem w dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in & nach (!+1 congruent ausfiillt oder nicht. 

Beweis. Ist { in K(/«) weiter zerlegbar und bedeutet 2 einen 
Primfactor von [, so schliessen wir aus der Gleichheit der Norm N (2) 
in K(/u) mit der Norm n({) in k, wie im Beweise des Satzes 7, dass 
jede ganze Zahl in K(/w) einer ganzen Zahl in & nach & congruent 
sein muss. Nach Voraussetzung giebt es eine ganze Zahl @ in k, so 
dass w = a? nach [?! ausfallt; ist damn 4 irgend eine durch [, aber 
nicht durch [? theilbare ganze Zahl in & und weiter v eine durch 


+ theilbare, aber zu [ prime ganze Zahl in k, so stellt, wie wir dem 


; - 
Beweise des Satzes 4 entnehmen, der Ausdruck et Yo) eine ganze 
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Zahl in K(Vu) dar. Es giebt also nach dem vorhin Bewiesenen eine 
ganze Zahl 6 in k, fiir welche 


o(a ths) =, (2) 


wird. Aus dieser Congruenz schliessen wir 


Yex=—a+, (Hg). 


Mit Riicksicht auf den Umstand, dass v zu { prim ist, kénnen wir in 
dieser Congruenz den rechts stehenden Ausdruck durch eine ganze 
Zahl y des Kérpers & ersetzen und erhalten dann 


(1) Vu=yr oder fu—y=0,  (I'2). 
Da ferner — y =-+ y nach dem Modul 2 und folglich auch nach |! 
ausfallt, so gilt auch die Congruenz 


(2) Vetv=9, () 
und durch Multiplication erhalten wir schliesslich aus den beiden 
Congruenzen (1) und (2): 
p-— 7 =O, (*2). 
Da die linke Seite dieser Congruenz eine ganze Zahl in & ist, so 
folgt auch 
e—y?=0 oder p=’, (PF!) 

womit eine Aussage des Satzes 8 bewiesen ist. 

Nehmen wir nun umgekehrt an, es sei uw = a? nach (?4+!, wobei 
« eine ganze Zahl in k ist, so erkennen wir leicht die Richtigkeit 


der Gleichung . 

(= (1 “ete! ) (! »'[a — Yel) 

? at 
und hier sind die beiden Primideale rechter Hand wegen 
(: [a+Vu) “le Te)) = 

? 4! ? 4! = 
in der That von einander verschieden; damit ist der Satz 8 vollstindig 
bewiesen. 





§ 6. 
Das Symbol (£). 


Definition 4. Wir erweitern nunmehr die Bedeutung des in 
Definition 1 erklarten Symbols in folgender Weise: 
Ist w irgend ein Primideal in k, so setzen wir 


(£)=+41 oder =—1 oder =O, 


D = 


SC 


2ine 


‘in 
nze 


h {! 


Jen 


sO 


bei 


ceit 


dig 


in 
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je nachdem w im Korper K(/u) in zwei von einander verschiedene 
Primideale weiter zerlegbar oder nicht zerlegbar oder gleich dem 
Quadrat eines Primideals wird. Ist mu das Quadrat einer Zahl in k, 
so setzen wir stets 


u 
()=+1. 
Es ist nach den Satzen 6, 7, 8 leicht médglich, in allen Fallen 
den Werth des Symbols (*) zu berechnen und wir erkennen aus Satz 7 


im Falle, dass w zu 2 und w prim ausfallt, die volle Uebereinstimmung 
mit der Definition 1. Was insbesondere den Fall anbetrifft, dass w 
gleich einem in 2 aufgehenden Primideal { des Kérpers k ist, so be- 
stimmen wir zuniichst die héchste Potenz von {, welche in mw aufgeht. 


Ist der Exponent a dieser Potenz ungerade, so haben wir gewiss (*) = 0; 


ist a dagegen gerade, so bestimmen wir, wenn 4 eine durch [, aber 
nicht durch [* theilbare Zahl bedeutet, eine ganze zu { prime Zahl u* 
in k der Art, dass 

p= 2 u*, ((2!+¢+1), 
Ist hier u* nicht dem Quadrat einer ganzen Zahl in k& nach [?' congruent, 
so haben wir mit Riicksicht auf die Satze 4 und 6 ebenfalls (£) = 0; 


im anderen Fall unterscheiden wir, ob u* dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in & auch nach (‘+1 congruent ausfallt oder nicht, und haben 


wegen Satz 8 dementsprechend (*) =-+ 1 oder = — 1, 


Definition 5. Ist a ein beliebiges Ideal des Kérpers k und hat 
man a=})q...W, WO p, q,..-,w Primideale in & sind, so mége, 


wenn w eine beliebige ganze Zahl in k& ist, das Symbol (*) durch 
die folgende Gleichung definirt werden: 


)-O@)---O: 
Sind a, b beliebige Ideale in k, so gilt dann offenbar die Gleichung 
Ge) — ©) G)- 
Das Symbol (*) ist durch diese Festsetzungen stets definirt, sobald 


“ irgend eine ganze Zahl in & und aq irgend ein Ideal in & bedeutet. 
Das Symbol (*) ist nur der Werthe + 1, — 1, O fahig. 
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§ 7. 
Normenreste und Normennichtreste des Kérpers K und das 


Symbol (" ) ; 





Definition 6. Es sei w irgend ein Primideal ink, und es seien 
v, w beliebige ganze Zahlen in k, nur dass uw nicht gleich dem Quadrat 
einer Zahl in k ausfdllt: wenn dann v nach w der Relativnorm einer 


ganzen Zahl des Kéirpers K (Yu) congruent ist und wenn ausserdem 
auch fiir jede hihere Potenz von w stets eine solche ganze Zahl A im 
Kérper K (Vu) gefunden werden kann, dass v == N(A) nach jener 
Potenz von w ausfillt, so nenne ich v einen Normenrest des Kérpers 
K (Yu) nach w. In jedem anderen Falle nenne ich v einen Normen- 
nichtrest des Kérpers K (fu) nach w. 


Ich definire das Symbol (*:"), indem ich 
(*)—= +41 oder =—=—1 


setze, je nachdem v Normenrest oder Normennichtrest nach w ist. Fiillt 
uw gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl in k aus, so werde stets 


Ge") = +1 
gesetat. 


Das neue Symbol (*:") ist durch diese Festsetzungen in jedem 
Falle definirt, sobald v, w irgend zwei ganze Zahlen des Korpers k 


und w irgend ein Primideal des Kérpers k bedeuten. Das Symbol (*:*) 
ist nur der beiden Werthe + 1 oder — 1 fihig. 





§ 8. 
Eigenschaften des Symbols (**). 


In den folgenden Sitzen entwickeln wir einige Eigenschaften des 


Symbols (=F ) fiir den Fall, dass » ein nicht in 2 aufgehendes Prim- 
ideal bedeutet. 

Satz 9. Wenn », w irgend beliebige ganze Zahlen in k bedeuten 
und » ein Primideal des Korpers & ist, das zu 2 und zu v prim 


ausfallt, aber in w genau zur ersten Potenz aufgeht, so gilt stets die 
Gleichung 





C2) G). 





gan 
dass 
von 


SO | 
gan 


Du 
jed 


aus 


d. | 





Relativquadratischer Zahlkérper. 13 


Beweis. Ist (7) = + 1, so giebt es nach Definition 1 eine 


ganze Zahl « in k, fiir welche »v =a? nach » wird. Um zu zeigen, 
dass dann die Congruenz v = § auch nach jeder beliebigen Potenz 
von » durch geeignete Wahl von & lésbar ist, setzen wir 


Sat+ie, ©. 
so dass dabei eine ganze durch » theilbare Zahl in k bedeutet. Die 
ganze Zahl «’ = a(1- a), erfiillt dann die Bedingung 
v=a'?,  (p?). 

Durch gehérige Fortsetzung dieses Verfahrens erkennen wir, dass fiir 
jeden Exponenten e eine ganze Zahl a*—) existirt, so dass 

v=(a—, 
ausfallt. Setzen wir A= al’—), so folgt 

v=N(A),_ (¥), 
d. h. es hat unter der obigen Annahme das Symbol (*:*) den Werth +1. 

Machen wir umgekehrt die Annahme (**) = +1, so giebt es 

nach Definition 6 eine ganze Zahl A in K(/u), fiir welche v = N(A) 
nach » wird. Da nach Satz 4 das Primideal » in der Relativdiscrimi- 
nante des Kérpers K (/u) aufgeht, so ist nach Satz 6 das Primideal » 


gleich dem Quadrat eines Primideals §§ im Kérper K(j//u). Aus der 
Gleichung » = 3? folgt die Gleichheit der Normen n(p) in & und 


N($) in K(Yu) und, wie im Beweise des Satzes 7, schliessen wir 


dann auch hier, dass jede ganze Zahl des Kérpers K(j//u) einer ganzen 
Zahl des Kérpers k nach $$ congruent sein muss. Setzen wir ins- 
besondere A == a nach $3, wo @ eine ganze Zahl in k ist, so folgt 


v=NASe#, (P) 
und daher ist auch v= a? nach yp, d. h. unter der gegenwirtigen 
Annahme erhalten wir (*) = -++ 1; hiermit und durch das vorhin Be- 


wiesene wird der Satz 9 vollstandig als richtig erkannt. 

Satz 10. Wenn », uw zwei beliebige ganze Zahlen in k bedeuten 
und » ein weder in v noch in w noch in 2 aufgehendes Primideal in 
k ist, so gilt stets die Gleichung 


V,u 
(*:*) =—+1. 
Beweis. Nach Satz 4 geht » nicht in der Relativdiscriminante 


des Kérpers K(/w) auf; wir haben demgemiss nur zwei Annahmen 
zu behandeln, je nachdem yp in zwei von einander verschiedene Prim- 


ideale des Kérpers K (ju) zerlegbar ist oder in K (Vu) unzerlegbar bleibt. 
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Wir nehmen zunichst » als zerlegbar an und zwar sei p=. SP, 
wo § ein Primideal des Kérpers K(j//u) bedeutet. Es giebt dann 


gewiss in K(/u) ein System von zwei ganzen Zablen A,, A,, fiir 
welche die beiden in A,, A, linearen Congruenzen 


A, +A,Vue=v 
A, — A, Vp =1 
erfiillt sind. Nun kénnen wir wegen der Gleichheit der Normen »()) 
und N(), wie im Beweise zu Satz 7 und zu Satz 9, jede ganze Zahl 


in K (Yu) einer ganzen Zahl des Kérpers k nach $$ congruent setzen; 
es sei demgemiiss 


(1) | @ 


(2) A, =a, A, =e, (¥), 
wo @,,@, ganze Zahlen in k sind. Wenn wir dann zur Abkiirzung 
A=a,+a, Vu 


setzen, so folgt wegen (2) durch Multiplication der Congruenzen (1) 


die Congruenz 

v=N(A), ) 
und da beide Seiten dieser Congruenz ganze Zahlen in & sind, so gilt 
sie auch nach dem Modul ». Um zu beweisen, dass die Congruenz 


v = N(=) durch geeignete Wahl der ganzen Zahl = in K(/u) auch 
nach jeder Potenz »* des Primideals » lésbar ist, zeigen wir, wie im 
Beweise zu Satz 9, die Existenz einer Zahl §, welche der Congruenz 


¥WH =, (p*) 
geniigt; dann ist offenbar »v = N(&A) nach y*. 

Es sei andererseits » im Koérper K(j/u) nicht weiter zerlegbar 
und somit nach Satz 7 die Zahl w quadratischer Nichtrest nach yp. 
Nach Satz 2 giebt es in & genau f = "olat quadratische Reste 
nach ); es seien diese durch die Quadratzahlen es » Oy, ..., af Vver= 
treten. Wir unterscheiden nun zwei Fille, je nachdem die Zahl —1 
quadratischer Rest oder Nichtrest nach y ist. 


Im ersteren Falle sind wegen unserer Annahme iiber u die 
n(p) — 1 Zahlen 


(3) Bi» Mens. Gy — UB, —EB,.-->— EB 
simmtlich nach » unter einander incongruent. Es ist daher jede zu p 


prime ganze Zahl in k einer der Zahlen (3) nach » congruent. Die 
Zahlen (3) sind bez. die Relativnormen der Zahlen 


Oy Bayer ny Mey Oy Ve, iy V By 20% ay Vu 
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und es ist mithin jede zu » prime Zahl in & der Relativnorm einer 
geeigneten ganzen Zahl in K(/m) nach » congruent. 

Ist — 1 quadratischer Nichtrest nach p, so wird — p quadratischer 
Rest nach »; es sei — uw = f#? nach », wo 6 eine ganze Zahl in k 
bedeutet. In der Reihe der ganzen rationalen positiven Zahlen 

1,2,3,...,(p) —1 

ist die letzte Zahl Nichtrest nach »; es sei r die erste Zahl dieser 
Reihe, auf welche ein Nichtrest des Primideals » folgt. Wir setzen 

=a? nach », wo @ eine ganze Zahl in k bedeutet: dann ist die 
ganze Zah! a?B? — uw wegen 

6 —w=rP+P=(r+1) Bb,  (y) 

sicher quadratischer Nichtrest nach », und es fallen folglich die 
n(p) — 1 Zahlen 


(4) af, @?,..., a7, a2 (af? — uw), a2 (a? B?—yw),..., a7 (a? 6? —w) 
simmtlich unter einander incongruent nach » aus. In diesem Falle 


ist also jede zu » prime Zahl in & einer der Zahlen (4) nach p 
congruent. Die Zahlen (4) sind aber bez, die Relativnormen der Zahlen 


Oy, Oy. 00, G7, &(@B+Yyu), «(0B +/y),..., a% («6 +/u) 
und es ist mithin jede zu » prime ganze Zahl in k der Relativnorm 
einer ganzen Zahl in K(j/u) congruent. Hieraus schliesst man weiter, 
wie im ersten Theil dieses Beweises, dass zu jeder nicht durch » 
theilbaren Zahl v des Kérpers k auch fiir eine beliebig hohe Potenz »* 
des Primideals » stets eine ganze Zahl in K(j/u) gefunden werden 
kann, deren Relativnorm der Zahl vy nach »* congruent ist. Damit 
ist Satz 10 in allen Fallen bewiesen. 

Satz 11. Wenn »v, w zwei beliebige ganze Zahlen in k bedeuten 
und » ein Primideal des Kérpers & ist, das zu 2 und zu w prim aus- 
fallt, aber in vy genau zur ersten Potenz aufgeht, so gilt stets die 


Gleichung 
(34) = (2): 


Beweis. Ist (*)= +1, so wird nach Satz 7 das Primideal » 


des Kérpers k in zwei von einander verschiedene Primideale $ und SY 
des Kérpers K(/u) weiter zerlegbar. Wir bestimmen eine ganze Zahl 


A in K (Yu), welche durch 98, aber weder durch $$? noch durch SP 
theilbar ist; dann geht die Relativnorm « — N(A) der Zahl A genau 


durch die erste Potenz von » auf. Es sei @ eine durch 3 theilbare, 


aber zu » prime ganze Zahl in k, dann ist ve eine ganze zu ) prime 
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Zahl und daher zufolge des Satzes 10 Normenrest des Kérpers K(j/u) 
nach ». Bedeutet p* eine beliebige Potenz von » und setzen wir 


2 
“=N(P), (, 
wo P eine ganze Zahl in K(j/u) bedeutet, und bestimmen dann 9* als 
ganze Zahl in k, so dass gg* = 1 nach yp* ausfallt, so wird offenbar 
v= N(e*PA), —(¥*) 
d. h. es ist v Normenrest des Kérpers K(j/u) nach yp. 
Umgekehrt, wenn v Normenrest des Kérpers K(/u) ist und etwa 
v = N(Q) nach y? ausfallt, wo Q eine ganze Zah! in K(/u) ist, so 
geht N(Q) wegen der iiber vy gemachten Annahme nur durch die erste 
Potenz von » auf; wir haben daher offenbar 
p= (p, 2), SQ), 
d.h. » zerfallt in K(j/u) in ein Product von zwei Idealen und mithin 
ist nach Satz 7 (*) =-+1. Damit ist der Satz 11 vollstindig bewiesen. 


Satz 12. Es sei » ein zu 2 primes Primideal des Korpers k, 
ferner seien v, uw, v*, u* vier ganze Zahlen in k von der Beschaffenheit, 


dass | das Quadrat einer ganzen oder gebrochenen Zahl in & und 


= die Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl des Kérpers 
K(y/u) wird: dann gilt stets die Gleichung 


vy ou v*, u* 
Beweis. Zunichst bemerken wir, dass wegen der Definition 6 
des Symbols (28 offenbar stets die Gleichung 
Cal ae (EE 
(5) CH =F) 
gilt, da offenbar der durch /u* bestimmte relativquadratische Korper 
mit dem Kérper K(j//u) iibereinstimmt. 
Ferner wollen wir beweisen, dass, wenn y die Relativnorm N (I) 
einer ganzen Zahl [ des Kérpers K(j/u) ist, stets 
6) Cr) = (4) 
ausfallt. ’ 
In der That, wenn v Normenrest des Korpers K(j//u) nach 


p ist, so wird offenbar auch yy Normenrest dieses Kérpers nach p. 


Die umgekehrte Annahme, dass yv Normenrest des. Kérpers K(/u) 
nach » ist, behandeln wir in folgender Weise: Es gehe v genau durch 


die 


sei 


(7) 
gilt 
deu 


ver 


un¢ 


aus 
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die b'e Potenz von » und y genau durch die c* Potenz von » auf; es 
sei ferner Q eine ganze Zahl in K (j/u), so dass die Congruenz 
(7) yv=NQ), (p°t?) 
gilt, wobei e einen beliebigen Exponenten, der grésser als b ist, be- 
deutet. Wir unterscheiden nun drei Fille, je nachdem » im Kérper 
K(Vu) Primideal bleibt oder in zwei gleiche oder in zwei von einander 
verschiedene Primideale des Kérpers K(j//u) weiter zerlegbar ist. 

Im ersten Falle muss wegen y = N(f) der Exponent c gerade sein 


° c ° 
und » in Ff genau zur —'*" Potenz aufgehen; ferner erkennen wir 
2 ? 





aus (7), dass 2 genau durch die : a be Potenz von p theilbar sein muss. 


Nun sei « eine durch ~ theilbare, aber zu p prime ganze Zahl in &. 


Dann ist A= ss gewiss eine ganze Zahl in K(j/u) und wir erhalten 


ay = N(A) nach p*. Bestimmen wir noch eine ganze Zahl a* in k, 
so dass aa*==1 nach yp* ausfallt, so folgt » = N(a*A) nach »*, 
d.h. v ist Normenrest des Kérpers K(/u) nach yp. 

Im zweiten Falle setzen wir » = $8*, so dass $$ ein Primideal in 
K(Vu) bedeutet. Wegen y= N(I) geht in [ genau die ce Potenz 
von $$ auf und wegen der Congruenz (7) geht in Q genau die 
(c+) Potenz von % auf. Wir bestimmen nun eine Zahl @ in k wie 
im ersten Falle, und gelangen dann durch die entsprechenden Schliisse 
wiederum zu dem Resultat, dass » Normenrest des Koérpers K(//u) 
nach » sein muss. 

Im dritten Falle endlich setzen wir p= %.S$, wo $ ein Prim- 


ideal des Kérpers K(j/u) bedeutet, welches von seinem relativcon- 
jugirten Primideale S$ verschieden ausfallt. Nun gehe in [ das 
Primideal $$ genau zur C*" und das Primideal S$ genau zur C’ten 
Potenz auf; ferner gehe in Q das Primideal % genau zur U'* und 
SP genau zur U''e Potenz auf; es ist dann c—C+OC’ und 
c+b—U+ U0’, und folglich 

(8) U0+U0'>C+C. 

Wir bilden jetzt in K(j//u) eine ganze Zahl A, die genau durch die 
Ce Potenz von $$ und durch die Ue Potenz von Sf theilbar ist, und 


i... theilbar ist, 


endlich eine ganze Zahl « in k, die durch gure. gqote 


aber zu prim ausfallt. Wegen der Ungleichung (8) ist dann B = ans 


gewiss eine ganze Zahl in K(j/u) und wir erhalten a?v = N(B) 
nach »*. Bestimmen wir also noch eine ganze Zahl a* in k, so dass 
aa* =1 nach yp? ausfallt, so folgt v= N(a*B) nach p’, d. h. wv ist 


Mathematischv Annalen. LI. i 
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Normenrest des Kérpers K(j/u) nach ». Damit ist die Richtigkeit 
der in Formel (6) ausgesprochenen Behauptung in allen Fallen als 
richtig erkannt. 


. v v a 
Wegen der iiber — gemachten Voraussetzung diirfen wir = — 

v v y 
oder vy =v*y* setzen, wobei y, y* Relativnormen gewisser ganzer 


Zahlen in K(j/u*) bedeuten. Mit Hiilfe der eben bewiesenen Formel (6) 
erhalten wir 


Ce) — (EE) ma CH) — C2) 
mithin ist auch 
v,u* v*, 
er) — 6). 


Die letztere Formel und die Formel (5) zusammen zeigen die Richtig- 
keit des Satzes 12. 


§ 9. 
Die allgemeinen Grundformeln fiir das Symbol ( wy. 


Aus den in § 8 entwickelten Eigenschaften des Symbols (*:*) 


kénnen wir ein System von Grundformeln fiir dieses Symbol herleiten 
unter der Voraussetzung, dass dabei » ein in 2 nicht aufgehendes 
Primideal bedeutet. 

Satz 13. Es sei » ein zu 2 primes Primideal des Korpers k und 
v, we seien zwei beliebige ganze Zahlen in k; geht das Primideal » in 
diesen Zahlen v, uw genau zur be", bez. at Potenz auf, so bilde man 


die Zahl S und bringe dieselbe in die Gestalt eines Bruches <, dessen 
u 


Zihler @ und dessen Nenner 6 nicht durch » theilbar sind: dann gilt 
stets die Gleichung 
7 hn (fone). 


Beweis. Die Sitze 9, 10,11 zeigen unmittelbar, dass der Satz 13 
fir a=1, b= 0, fira=—0, b=—0, und fir a=—0, b—1 gilt. Im 


Falle a = 1, 6 =1 haben wir = = 4 zu setzen; da nun 


a 4 


— eo o 





die Relativnorm der Zahl fe ist, so ergiebt sich nach Satz 12 


(at) = (=), 


und da andererseits nach Satz 9 
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— eo," — es 
(=e) E89) 
ist, so folgt auch fiir diesen Fall die Richtigkeit des Satzes 13. 

Sind nun a, b beliebige ganze rationale nicht negative Exponenten, 
so mdge a* den Werth 0 oder 1 bedeuten, je nachdem a gerade oder 
ungerade ausfallt, und entsprechend mége b* den Werth 0 oder 1 be- 
deuten, je nachdem b gerade oder ungerade ausfallt. Wir bestimmen 
jetzt im Korper & eine ganze Zahl v*, in der genau die b*'* Potenz 
von » aufgeht, und eine Zahl u*, in der genau die a*'* Potenz von » 





aufgeht von der Beschaffenheit, dass = und is Quadrate von Zahlen 


- . . ye ° , bg ™ 
in kK sind; dann setzen wir —, gleich einem Bruche Sy dessen Zihler 





o* und dessen Nenner o* ganze zu » prime Zahlen in & sind, und er 
kennen leicht, dass in der Zahlenreihe 


* ys" yt? vy 
o* o*, SG) ———c + Ss 4, QG 
6 pe pr? pu? o 


jede Zahl, durch die darauffolgende dividirt, gleich dem Quadrat einer 
Zahl des Kérpers & wird; wir schliessen hieraus, dass auch der Quo- 
tient der ersten Zahl 9*o* und der letzten go in jener Reihe gleich 
dem Quadrat einer gewissen Zahl x des Kérpers & sein muss. Da 
andererseits diese Zahlen beide zu » prim sind, so lasst sich noth- 


wendig auch x in die Gestalt eines Bruches ss setzen, dessen Zihler w 
und dessen Nenner ~* ganze zu » prime Zahlen in & sind. Wir er- 
halten mithin ~*?o9*o* = ¥’ 06 und folglich ist ("*) = (©); da 


ferner (— 1)*? = (— 1)*™ ausfallt, so ist auch 


() ‘oni ; 
Weiter ist nach Satz 12 


(2) (*#) — (=), 


und da nach dem ersten Theil des gegenwirtigen Beweises der Satz 13 
auf die Zahlen v*, uw* angewandt werden darf, so gilt die Gleichung 


3 oe) (caer). 
(3) (=") : 
Aus den Formeln (1), (2), (3) folgt die Richtigkeit des Satzes 13 all- 
gemein. 
Aus Satz 13 ergeben sich fiir das Symbol (*") eine Reihe von 


wichtigen Formeln, die wir in folgendem Satze zusammenstellen: 
2° 
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Satz 14. Wenn v, v,, v2, UW, Uy, My beliebige ganze Zahlen des 
Korpers k sind, so gelten in Bezug auf irgend ein zu 2 primes Prim- 
ideal » des Korpers k stets die Formeln: 


(8) = (42), 
(nee) = (5H) 4), 
(come) — (ea) (2), 


Beweis. Die erste Formel folgt unmittelbar aus Satz 13. 

Um die zweite Formel zu beweisen, nehmen wir an, es gehe das 
Primideal » in v,, v,, w bez. genau zur b,'*", b,'", a’ Potenz auf, und 
setzen dann 





a 
- oe 


ee 
pn? GO; 7 u 62 


a 
a =—_ 
== ; 


so dass @,, 6,, Q2, 6 ganze zu prime Zahlen in k sind. Nach Satz 13 


erhalten wir 
(228) = (cif ae ease), 


(228) ( o CrF*es), 


(1:2) sal ( aan) 
p y 


und diese Gleichungen zeigen die Richtigkeit der zweiten Formel. 
Die dritte Formel ist eine unmittelbare Folge der ersten und 
zweiten. 
Im Lauf der gegenwirtigen Untersuchung werden wir erkennen, 
dass die Formeln des Satzes 14 auch fiir jedes in 2 aufgehende Prim- 
ideal des Kérpers & giiltig sind. 








§ 10. 


Die Anzahl der Normenreste nach einem nicht in 2 aufgehenden 
Primideal. 

Satz 15. Wenn » ein zu 2 primes Primideal des Korpers k ist, 
das nicht in der Relativdiscriminante des relativquadratischen Kérpers 
K(Vu) aufgeht, so ist jede zu » prime Zahl » Normenrest des 
Kérpers K(j/u) nach yp. 

Wenn dagegen » ein zu 2 primes Primideal des Kérpers k ist, 
das in der Relativdiscriminante des Kérpers K(//u) aufgeht und wenn 
e ein beliebiger positiver Exponent bedeutet, so sind von allen vor- 
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handenen zu » primen und nach y* einander incongruenten Zahlen in 
k genau die Halfte Normenreste des Kérpers K(/p). 

Beweis. Es gehe ) in w genau zur a' Potenz auf. Soll zu- 
nichst » zur Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) prim ausfallen, 
so muss nach Satz 4 a eine gerade Zahl sein; da ferner nach Voraus- 
setzung v zu } prim ist, so kénnen wir bei Anwendung des Satzes 13 


zur Bestimmung des Symbols (**) @ =v", 6 =1 setzen und er- 


halten dann 
(e)=(2)—41, 


womit der erste Theil des Satzes 15 bewiesen ist. 


Soll andererseits » in der Relativdiscriminante des Kérpers K(//u) 
aufgehen, so ist nach Satz 4 der Exponent a@ eine ungerade Zahl; 
mithin haben wir nach Satz 13 


vu v v 
(3) = (5) =@). 
woraus leicht mit Riicksicht auf Satz 2 der zweite Theil des Satzes 15 
zu entnehmen ist. 

An spiiterer Stelle werden wir erkennen, dass dieser Satz 15 
ebenso wie Satz 14 auch fiir jedes in 2 aufgehende Primideal gilt; 
doch bietet der Nachweis hiefiir erheblich gréssere Schwierigkeiten. 
Wir werden dann auf die Bedeutung hinweisen, die diesem Satz 15 


und seiner Verallgemeinerung auf beliebige Primideale fiir unsere 
Theorie zukommt. 


§ 11. 
Die Einheitenverbinde des Kérpers k. 


Definition 7. Wenn ¢ eine Einheit des Kérpers k ist, so heisst 
das System aller Einheiten von der Form ¢§?, wo & alle Einheiten 
des Kérpers k durchliuft, ein Verband von Einheiten oder ein 
Einheitenverband des Kérpers k. Der durch die Einheit ¢ = 1 
bestimmte Einheitenverband, d. h. derjenige Verband, welcher die 
Quadrate aller Kinheiten des Kérpers enthilt, heisse der Hauptver- 
band und werde mit 1 bezeichnet. Wenn V, V’ zwei beliebige Ver- 
binde von Einheiten in & sind und jede Einheit in V mit jeder Einheit 
in V’ multiplicirt wird, so bilden simmtliche solche Producte wiederum 
einen Verband von Einheiten in k; dieser werde das Product der 
Verbdnde V und V’ genannt und mit VV’ bezeichnet. Wenn eine 
Anzahl von Verbainden in k vorgelegt ist, von denen keiner der 
Hauptverband ist und keiner durch Multiplication aus den anderen 
erhalten werden kann, so heissen dieselben von einander unabhdngig. 











22 Daviv Hivperr. 


Es mégen die r Einheiten ¢,,..., ¢ ein volles System von 
Grundeinheiten*) des Kérpers k bilden. Ferner sei € eine Einheits- 
wurzel, welche in k vorkommt, wahrend /€ nicht in & liegt; wir 
setzen &-41—=€ und erkennen dann leicht, dass ¢, ..., &4+4.1 ein 
System von r + 1 Einheiten bilden derart, dass tiberhaupt jede Ein- 
heit ¢ in & auf eine und nur auf eine Weise sich in der Gestalt 

gam ae... ant 

darstellen lisst, wo die Exponenten u,,,,..., Ur41 nur die Werthe 0 
oder 1 annehmen und & eine geeignete Einheit in k bedeutet. Es 
bestimmen also offenbar die Einheiten ¢,,..., &41 ein System von 
xy + 1 unabhingigen Verbinden in k, durch deren Multiplication iiber- 
haupt jeder in & vorhandene Verband erhalten werden kann. Der 
Koérper k besitzt, wie wir hieraus schliessen, im ganzen genau 27+! 
verschiedene Einheitenverbinde. 


§ 12. 
Die Complexe des relativquadratischen Kérpers K. 


Definition 8. Ist © ein Ideal aus einer Idealclasse C des in 
Bezug auf k relativquadratischen Kérpers K, so werde die durch das 
relativconjugirte Ideal S© bestimmte Idealclasse mit SC bezeichnet 
und die zu C relativconjugirte Classe genannt. Hine Idealclasse A 
des Kérpers K(/u) heisse eine ambige Classe, wenn sie ihrer 
relativconjugirten Classe SA gleich wird, wenn also 

A=SA 
ist. 

Insbesondere ist offenbar jede Classe des Kérpers K ambig, welche 
ein ambiges Ideal des Kérpers K enthilt; doch kann es, wie spiiter 
gezeigt werden wird, sehr wohl ambige Classen in K geben, welche 
kein ambiges Ideal enthalten. 

Das Quadrat einer ambigen Classe A ist stets eine solche Classe 
in K, welche unter ihren Idealen sicher auch in & liegende Ideale 
enthalt; dies folgt leicht aus der Gleichung A? = A. SA. 

Definition 9. Ist C eine beliebige Classe in K, so nenne ich 
das System aller Classen von der Form cC, wo ¢ die Classen des 
Korpers k durchliuft, einen Complex des Kirpers K. Der Complex, 
der aus den siimmtlichen Classen c in k besteht, heisse der Haupt- 
complex des Koérpers K und werde mit 1 bezeichnet. 

Wenn P und P’ zwei beliebige Complexe sind und jede Classe 
in P mit jeder Klasse in P’ multiplicirt wird, so bilden simmtliche 
solche Producte wiederum einen Complex; dieser werde das Product 
der Complexe P und P’ genannt und mit PP’ bezeichnet, 





*) Vgl. ,,Algebraische Zahlkirper‘t S. 214 und §, 221. 
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Wenn C eine Classe im Complexe P ist, so werde derjenige 
Complex, zu welchem die relativconjugirte Classe SC gehért, der zu 
P relativceonjugirte Complex genannt und mit SP bezeichnet. 

Jeder Complex, der mit dem ihm relativconjugirten Complexe iiber- 
einstimmt, heisst ein ambiger Complex. Wenn P ein ambiger 
Complex ist, so folgt aus P= SP die Gleichung 


P= P.SP—1, 


d. h. das Quadrat jedes ambigen Complexes ist der Hauptcomplex. 
Umgekehrt, wenn das Quadrat eines Complexes P den Hauptcomplex 1 
liefert, so ist P ein ambiger Complex. In der That folgt, da P.SP 
stets gleich 1 ausfallt, aus P? —1 die Gleichung P= SP. 

Jeder Complex P, der eine ambige Classe A enthialt, ist ein 
ambiger Complex; ein solcher Complex werde ein aus der ambigen 
Classe A entspringender Complex genanut. Enthilt insbesondere die 
ambige Classe A ein ambiges Ideal {, so heisst P ein aus dem ambigen 
Ideal 2{ entspringender Complex. 

Wenn eine Anzahl von Complexen des Kérpers K vorgelegt ist, 
unter denen keiner der Hauptcomplex 1 ist und keiner durch Multi- 
plication aus den iibrigen abgeleitet werden kann, so heissen diese 
Complexe von einander unabhdngig. 


§ 13. 


Primideale des Kérpers & mit vorgeschriebenen quadratischen 
Charakteren. 


Kin sehr wichtiges Hilfsmittel fiir die weitere Entwickelung der 
Theorie der relativquadratischen Kérper gewinnen wir durch die Er- 
érterung der Frage, ob es stets im Koérper & Primideale giebt, nach 
denen irgend welche gegebene Zahlen vorgeschriebene quadratische 
Charaktere besitzen. Wir fiihren die Untersuchung dieser Frage in 
folgender Weise: 

Satz 16. (Hiilfssatz) Es bedeute « irgend eine ganze Zahl in kh, 
welche nicht das Quadrat einer Zahl in & ist, und man setze 


f(s) -2G) | SDs 
». 


wo die Summe rechter Hand iiber simmtliche Primideale » des Kér- 
pers & zu erstrecken ist: dann nihert sich die Function f(s) der reellen 
Veriinderlichen s, wenn s nach 1 abnimmt, einer endlichen Grenze. 
Beweis. Wir fassen den Kérper k vom Grade m und ferner den 
durch /@ bestimmten relativquadratischen Kérper K (a) vom Grade 2m 
ins Auge und bilden bez. die Functionen 
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60 —Toe &O-T ae 


(p) () 
wobei das erstere Product iiber alle Primideale » in k und das zweite 
Product iiber alle Primideale § in K(j//«) zu erstrecken ist, und wo 
ferner n(p) die Norm von » in & und N() die Norm von § in K(Va) 


bedeutet. Es ist bekannt, dass diese unendlichen Producte fiir s > 1 
convergiren und dass die Grenzausdriicke 


Lis—NEO}, LiG—Nee)) 


endliche und von 0 verschiedene Werthe darstellen*); hieraus folgt, 
dass auch der Ausdruck 


x (8) 
(1) s=l1 fe (8) 


einen endlichen von 0 verschiedenen Werth besitzt. Ordnen wir nun 
das Product 


(2) &x(s) = IT es 


nach den Primidealen » des Kérpers k, aus welchen die Primideale 3 
herstammen, so gehért, wenn wir Definition 4 beriicksichtigen, zu 
einem beliebigen Primideale » in dem Producte (2) das Glied 





oder a 
(3) (1—n(p)-*? 1—n(p)~° 1—n(p)~?* ? 
jenachdem 
(<) =+1 oder =0 oder =—1 


ausfallt. Wir kénnen daher die drei Ausdriicke (3) in der gemein- 
schaftlichen Form 
1 


1 — n(p) — — @nar 
schreiben und erhalten so 


nai —*.. 3 
: Ho Ne 
= f(s) —_— 

; cee 





) 


und da der Grenzwerth (1) endlich und von 0 verschieden ausfillt, so 
folgt das Gleiche fiir den Grenzwerth 


*) Vgl. ,, Algebraische Zahlkérper“ § 26, S, 230. 





un 


in- 


so 





Relativquadratischer Zahlkérper. 


L ee ee 
a = (<) ny)” 


und hieraus schliessen wir, indem wir in bekannter Weise zum Loga- 
rithmus tibergehen, dass der Ausdruck 


a 1 
= 2) n(p)* 


einen endlichen Werth besitzt, wie es Satz 16 behauptet. 

Satz 17%. (Hiilfssatz) Es seien a,,..., a, irgend 2 ganze Zahlen 
in k, welche die Bedingung erfiillen, dass kein aus denselben zu bilden- 
des Product gleich dem Quadrat einer Zahl in k wird; es seien ferner 
¢,,+.+,¢ nach Belieben vorgeschriebene Hinheiten + 1: dann gilt eine 
Gleichung von der Gestalt 

ey | 
n(p)? 








og +f(s), (s>1); 


(p) 


hierbei ist die Summe linker Hand iber alle diejenigen Primideale » 
des Kérpers & zu erstrecken, die den Bedingungen 


()a eG) men Gm 


geniigen und rechter Hand bedeutet f(s) eine Function der reellen 
Veriinderlichen s, welche sich fiir s = 1 einem endlichen Grenzwerth 
nahert. 

Beweis. Wir haben 


log f(s) = >) log 


(p) 
= ——— + 9(s), 
aan 


wobei die Summen iiber alle Primideale » in & zu erstrecken sind und 
y(s) eine fiir s=1 endlich bleibende Function der reellen Veranderlichen s 
bedeutet, Da andererseits der Ausdruck (s— 1) &(s) fiir s = 1 endlich 
und von 0 verschieden bleibt, so folgt, dass in der Gleichung 


(4) ox mes = + ¥(s), (s>1), 


(p) 


— 
(s > 1), 








w(s) wiederum eine fiir s = 1 endlich bleibende Function von s bedeutet. 
Wir setzen nun in der iiber alle Primideale » zu erstreckenden 
Summe 


(6) Gao >) 
() . 
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den Werth a = on." on,” ae a.” ein und multipliciren die so entstehende 


Gleichung mit dem Factor c c wire * gl Wir ertheilen dann jedem 
der ¢ Exponenten u, , u.,...,%, nach einander die Werthe 0, 1, jedoch 
so, dass das eine Werthsystem u,—0, u,=—0,...,u,—0 aus- 
geschlossen wird. Nach Satz 16 bleiben die simmtlichen 2? — 1 aus 
(5) in dieser Weise entstehenden Ausdriicke fiir s = 1 endlich. Werden 


dieselben zu (4) addirt, so erhalten wir daher eine Gleichung von 
der Form 


©  BhtaG brah 


n(p)? 





= log — + 2(8); 


wo x(s) wiederum eine fiir s = 1 endlich bleibende Function bedeutet. 
Die Richtigkeit des Satzes 17 folgt unmittelbar aus dieser Be- 
ziehung (6), wenn wir bedenken, dass der Ausdruck 


ha Gitta (h-hh) 


fiir alle diejenigen Primideale », die den Bedingungen des Satzes 17 
gentigen, den Werth 2* besitzt und dass dieser Ausdruck fiir alle 
anderen Primideale » des Kérpers & verschwindet. 

Aus der soeben bewiesenen Gleichung des Satzes 17 folgt, indem 


wir bedenken, dass log : = ; fir s=1 iiber alle Grenzen wichst, sofort 
die folgende Thatsache: 


Satz 18. Es seien a,, a, ..., a irgend 2 ganze Zalhlen in k, 
welche die Bedingung erfiillen, dass kein aus denselben zu bildendes 
Product gleich dem Quadrat einer Zahl in k wird: es seien ferner 
Cy) Cy, ~~ +,€, nach Belieben vorgeschriebene Einheiten 4-1: dann giebt 
es im Korper k stets unendlich viele Primideale », die den Bedingungen 


(=a (Gan Gee 


Il. 


Die Theorie der relativquadratischen Korper fiir einen Grund- 
korper mit lauter imaginiren Conjugirten und von ungerader 
Classenanzahl. 


geniigen. 


Um die weiteren Satze der Theorie der relativquadratischen Zahl- 
kérper in méglichst leicht fasslicher Weise auszudriicken und ihre 
Beweise in naturgemisser Stufenfolge entwickeln zu kénnen, beschrinke 
ich mich fortan in der gegenwirtigen Arbeit auf die Untersuchung 
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eines besonderen Falles, indem ich durchweg folgende zwei Annahmen 
iiber den zu Grunde gelegten Kérper k mache: 

1) Der Korper k vom m Grade sei nebst allen conjugirten Korpern 
Ky... Mh» imaginar. 

2) Die Anzahl h der Idealclassen im Korper k sei wngerade. 


§ 14. 
Die relativen Grundeinheiten des Kérpers K. 


In Folge der ersteren der beiden soeben gemachten An- 
nahmen ist die Anzahl der Einheiten, welche ein volles System von 


° . . r P . m P ° 
Grundeinheiten in & bilden, gleich = — 1; es sei &,..., 8, ‘ ein 


2 
volles System von Grundeinheiten in k. Wir beweisen zuniichst folgende 
Thatsache: 


Satz 19. (Hiilfssatz) Im relativquadratischen Kérper K (/u) lassen 


sich stets = Kinheiten H,,...,H,, finden, so dass fiir irgend eine Ein- 


2 
heit E in K(j/u) jedes Mal eine Gleichung von der Gestalt 


DY 


v. 
EY =H, ...H,,? [6] 


besteht, wo der Exponent w eine ungerade Zahl und die Exponenten 
a Un 'm irgend welche ganze rationale Werthe oder den Werth 


0 haben anaes endlich bedeutet [§] eine Einheit des Kérpers k 
oder eine solche Einheit in K(j//u), deren Quadrat eine Einheit in & 
wird, so dass [§] im allgemeinen eine EKinheit in & sein muss und nur 
dann die Wourzel aus einer Einheit in & darstellen kann, wenn w eine 
Einheit in & oder das Product einer solchen in das Quadrat einer Zahl 
des Kérpers & ist. 

Die Einheiten H,,..., Hm sind in dem Sinne von einander unab- 

2 


hiingig, dass zwischen ihnen keine Relation von der Gestalt 
U, Um 
H, ..-H,? [J] =1 
. 
mit ganzen rationalen Exponenten U,,..., Um besteht, es sei denn, 
2 


dass diese Exponenten simmtlich verschwinden und [§] = 1 ist. 
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Beweis. Im Kérper K(/u) giebt es ein volles System von m —1 
Grundeinheiten H,, ..., H»-1. Wir betrachten die Gesammtheit der 


> — 2 Ejinheiten 


eer hts Epy ee ey Em . 
: 


Sobald > —1> 0 ist, besteht zwischen diesen Einheiten jedenfalls 
eine Relation von der Gestalt 


(1) H”.. HA" Ve ae" 


m—1 & 


wo A,, ..+, Agm—iy Gy > ++) Om , ganze rationale Exponenten und 
= - 


A,,..-+, Am nicht simmtlich Null sind. Wir setzen 
A, = 2° A)’, ar | y ae = 2¢ An—13 
dabei bedeute 2° die héchste in den simmtlichen Zahlen A,,..., Am-1 


aufgehende Potenz von 2 und es sei etwa A,,; eine ungerade Zahl. 
Setzen wir ferner zur Abkiirzung 


—a, —an 
=—-1 
wr 


1 m ’ 
7-2 


so erhalten wir aus der Relation (1) die folgende Gleichung 
A’ yan 2¢ 
(2) H, = Hoa _ Vs. 
Da hier die rechte Seite eine gewisse 2*te Wurzel aus einer Einheit « 
in k bedeutet und wegen dieser Relation (2) zugleich eine Hinheit in 
K sein soll, so steht rechter Hand entweder eine Einheit in & oder 
die Quadratwurzel aus einer Einheit in k; wir schreiben demgemiiss 
die Relation (2) in der Gestalt 
A,’ 
H,...H”) =), 
und hieraus folgt 
= —A; bn 
(3) Ho", =H, lid Hs (él, 
wo [§] die im Satze 19 erklirte Bedeutung hat. 
Nunmehr schalten wir die Kinheit H,—-; aus dem urspriinglichen 
System von Grundeinheiten aus und betrachten nur die Gesammtheit 


der - — 3 Einheiten 


ee ee eee Em _ 4 
2 
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Falls noch = —2> 0 ausfallt, besteht zwischen diesen Einheiten 
eine Relation von der Gestalt 


b, on 
(4) Hr... Homo ...8 Fel, 
—-1 
2 


WO Bias «+ <5 Bins Ge + 0 bm_, ganze rationale Exponenten und 
2 


B,,..+, Bn-2 nicht simmtlich Null sind. Wir setzen 
B, = 2/ Bi, eeey Bn» = 2f Bn-23 
dabei bedeute 2/ die héchste in den sémmtlichen Zahlen B,,..., Bn—s 


aufgehende Potenz von 2 und es sei etwa By,» eine ungerade Zahl. 
Setzen wir ferner zur Abkiirzung 


—) —bm 
é=—& ..-6 7 , 


so erhalten wir aus der Relation (4) die folgende Gleichung 


’ 


B,' B f= 
H ...H™) = Ve 
und hieraus schliessen wir, wie vorhin, die Gleichung 
z Bry — —B,' — 5, 
(5) =~”... Sm. 


wo (&] wiederum die im Satze 19 erkliirte Bedeutung hat. Wir betrachten 
nun das Einheitensystem H,,..., Hm—s, &,-.+, ém_4° Es lasst sich 


dann das beschriebene Verfahren offenbar so lange fortsetzen, bis von 
den urspriinglichen Grundeinheiten H,, ..., H»—1 nur * Einheiten, 


etwa die Hinheiten H,,..., Hm, tibrig bleiben; wir erkennen leicht, 


2 

dass diese Kinheiten dann die im Satze 19 verlangte Eigenschaft besitzen. 
Denn da H,,..., Hm—1 ein System von Grundeinheiten des Kérpers K 
darstellen, so ist tiberhaupt jede Einheit E in K in der Gestalt 

(6) E=H'...H."'Z 

darstellbar, wo U,,..., Um—1 ganze rationale Exponenten und Z eine 
Kinheitswurzel bezeichnet. Nun ist Z offenbar entweder eine in k 
liegende Kinheitswurzel oder die Quadratwurzel aus einer in k liegen- 
den Einheitswurzel, multiplicirt in eine Einheitswurzel Z* mit un- 
geradem Wurzelexponenten u*; wir diirfen daher Z = [§] Z* setzen, 
wo [&] die im Satze 19 erklarte Bedeutung hat. Wenn wir dann die 
Gleichung (6) in die vw = u* A;,-1By_2...'° Potenz erheben, so folgt, 
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bei Benutzung der Gleichungen (3), (5) und der spiiteren analogen, 
eine Relation, welche, da u ungerade ausfallt, die Richtigkeit des 
Satzes 19 erkennen asst. 

Definition 10. Die Einheiten H,,...,Hm, welche die Eigen- 

2 

schaft des Satzes 19 besitzen, nenne ich ein System von relativen 
Grundeinheiten des Kérpers K(Yu) in Bezug auf k. 

Satz 20. (Hiilfssatz) Wenn H,,..., Hm ein System von relativen 


2 
Grundeinheiten des Kérpers K bilden und deren Relativnormen bez. mit 


n, = N(H,),---, 4m = N (Hn) 


bezeichnet werden, so lisst sich jede Einheit ¢ in k, welche die Relativ- 
norm irgend einer Einheit E des Kérpers K ist, in der Gestalt 


% 


f=, +++ My N((E]) 
2 
darstellen, wo die Exponenten u,,...,t¢m gewisse Werthe 0, 1 haben 
2 

und [§] eine Einheit in & oder eine in K liegende Quadratwurzel aus 
einer Einheit in & bezeichnet. 

Beweis, Nach dem Satze 19 gilt fiir die Einheit E eine Glei- 
chung 


U, U, 


E“—H, ...H,* [é], 
z 


wo die Bezeichnungen wie im Satz 19 zu verstehen sind. Indem wir 
von beiden Seiten dieser Gleichung die Relativnorm bilden, ergiebt sich 
U, Um 


an ee (3) 


und hieraus folgt 


u, Um 


f= 1 +++ Me N((E*) 


wenn allgemein u; = 0 oder = 1 genommen wird, jenachdem JU; ge- 


rade oder ungerade ausfallt und wo ferner 
Um — Um 


(=a * ...m, 7 @* (8 


gesetzt ist; damit ist Satz 20 bewiesen, 
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§ 15. 


Die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden ambigen 
Complexe in K. 


Satz 21. Ein ambiger Complex P des relativquadratischen 
Kérpers K enthilt lauter ambige Classen. Die Anzahl der ambigen 
Classen in X ist genau gleich der h-fachen Anzahl] der ambigen Complexe. 

Beweis. Wenn C irgend eine Classe des ambigen Complexes P 
ist, so folgt aus P — SP offenbar C= c.SC, wo c eine der h Classen 
des Kérpers k bedeutet. Bilden wir auf beiden Seiten der letzten 
Gleichung die Relativnorm, so erhalten wir leicht 1 —c? und da 
andererseits auch ct = 1 ist, wobei die Classenanzahl h eine ungerade 
Zahi sein soll, so folgt c—1, d. h. es wird C=SC; mithin ist C eine 
ambige Classe, Soll andererseits C= cC sein, wo c eine Classe in k 
ist, so folgt ebenso c= 1 und damit ergiebt sich die zweite Aussage 
des Satzes 21. 

Satz 22. Wenn die Anzahl aller ambigen Ideale des Kérpers 
K (Vu) gleich 2 ist und wenn diejenigen Einheiten in k, welche 
Relativnormen von Einheiten in K(f) sind, zusammengenommen 2” 
Einheitenverbinde in & ausmachen: dann ist die Anzahl derjenigen 
ambigen Complexe des Kérpers K(j/u), welche aus ambigen Idealen 
entspringen, genau gleich 2, wo a* den Werth 


a*=—t+o*—F—1 

hat. 

Beweis. Wir nehmen im Folgenden zuniichst an, dass die Zahl 
u nicht das Product einer Einheit in das Quadrat einer Zahl des 
Korpers & sei; es ist dann jeder Ausdruck [§] nothwendig eine in k 
gelegene Hinheit &. 

Nunmehr mégen, wie in Satz 20, H,,...,Hm ein System von 

2 


relativen Grundeinheiten des Kérpers K (j//u) und 
%, = N(H,),.-., tn = N(Hm) 
z 2 


deren Relativnormen bedeuten. Nach Satz 20 lisst sich bei unserer 
Annahme jede Einheit ¢ in k, welche die Relativnorm einer Kinheit 
in K(/u) ist, in der Gestalt 
“ “m 
= Y, +e Ne 7 
2 


darstellen, wo die Exponenten u,,...,%m gewisse Werthe 0, 1 haben 
2 


und € eine EKinheit in k bedeutet. Da nun die Anzahl der Verbinde 
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von Einheiten in k, die Relativnormen von Einheiten in K(j/z) sind, 
nach Voraussetzung 2" betragen soll, so muss es méglich sein, unter 


™ a- . P in ‘ Ps * 
den = Einheiten 4,,..., %m gewisse v* auszuwihlen — es seien hierfiir 
oe 


die EKinheiten ,, ..., yo geeignet derart, dass jede Kinheit « in k, 
welche die Relativnorm einer Kinheit in K(/u) ist, sich ‘auf eine 
und nur auf eine Weise in der Gestalt 
é= ns eee nae” 
darstellen lasst, wo die Exponenten u,, ..., wu wiederum gewisse 
Werthe 0, 1 haben und & eine Einheit in & bedeutet. 
Wir stellen insbesondere die Kinheiten y41,..-, 1m auf diese 
2 
Weise dar und setzen demgemiss 
uf! + 
= +09 Nye (8), 
(i= o* +1, o*+2,...,%), 
wo ul, _ uo gewisse Werthe 0,1 haben und £ Winheiten in & 
sind. Die * — v* Ausdriicke 


— ul —_ uf 4 . 
(1) Hj =H,H, *...H. ” (6%)-?, 


(i—o* +1, o* +2,..., 2) 


sind dann offenbar Einheiten in K(/u), deren Relativnormen gleich 
1 ausfallen, und folglich erfiillen die : — v* ganzen Zahlen 


My = 1} Hyega, ss ey Mm = 1 tH 
2 2 
bez. die Gleichungen 


(2) M, = Hei. SM,,...; Mn ge Ams SMn 


2 2 2 


Wir setzen noch M=/wu und betrachten dann die durch 
M, M,,---)Mm_., 
2 
bestimmten Hauptideale 
(M) = M, (M,) = M,,--., (Mn _..) _ Mn oe 
2 2 
Da wegen (2) diese Hauptideale je ihren relativeonjugirten Idealen 
gleich ausfallen und mithin Producte ambiger Ideale mit Idealen in k 
sein miissen, so kénnen wir wegen Definition 3 setzen: 
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d, mo =O  «.. OF is 
er (1) (1) 
“ aS a 2 Ff. 
(3) io a ae ae — 
& * ~~ ‘m 
(Fr) E-*) G+) 
ne M,, =)! ».- i 9 
aioe 
wo D,,...-, Q, die ¢ ambigen Primideale des Kérpers K(j/m), ferner 
ee - 
se SS ttre iG ) Ideale in k und aj, a,..., al? ) gewisse Ex- 
ponenten 0, 1 bedeuten. 
se Wir wollen nun beweisen, dass zwischen den Idealen 
M, Ms ee ey Wm ve 
2 
keine Relation von der Gestalt 
(4) MM... MF” jt 
k ; 
stattfinden kann, wo die Exponenten e¢,¢,,...,@m _, irgend welche 
2 —¢ 
Werthe 0, 1 haben und j* ein Ideal in & bedeutet, es sei denn, dass 
diese Exponenten sémmtlich gleich 0 sind und j* —1 wird. 
Zu dem Zwecke erheben wir die Relation (4) in die hte Potenz 
und setzen j* = («), wo e eine ganze Zahl in & bedeutet; wir erhalten 
ch dann eine Relation von der Gestalt 
em * 
M*Me*...M > =cE, 
z — v* 
wo E eine Einheit des Kérpers K(/u) ist. Wenden wir auf diese 
Relation die Substitution S an und dividiren sie dann durch die so 
entstehende neue Relation, so folgt 
em A 
M, .”* 
M eh M eh a — o* E 
(sm) (sm) : (a ~~ SE 
77° 
oder vermége (2) 
em A 
eh yy’ eh ‘ anata E 
a (— 1) Hees aa 
ark 


Wir schreiben diese Relation in der Gestalt 


Mathematische Annalen. LI, 
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em h 


eh ‘a ° 
(5) Hoes ooo M, == E7é, 
s 
(—1)" .. a = 
wo E= “We cine Einheit in & bezeichnet. 


Nach Satz 19 giebt es fiir jede Einheit E einen ungeraden Expo- 
nenten uw, so dass 


m 


(6) a Ne el 2 


wo] 


wird, wo die Exponenten U,,..., Um gewisse ganze rationale Werthe 
2 


haben und §’ eine Einheit in & ist; aus (5) und (6) folgt mit Riick- 
sicht auf (1) eine Gleichung von der Gestalt 


€m hu—20,, 
yon Ey« ehu—2U yey > —* te 
(7) H, A ar oo HL g" = 1, 
7 


wo E,, ..., Ey gewisse ganze rationale Exponenten sind und &” 
wiederum eine Einheit in k bedeutet. Da hk und uw ungerade Zahlen 
sind, so wiirde, wenn unter den Zahlen ¢,,...,¢@m | auch nur eine 
——? 
2 


gleich 1 ausfiele, nothwendig der betreffende Exponent in der Reihe 
eyhu — 20 ~41, -.+5 em _ hu —2Un 
; 


Z 


ungerade und daher gewiss von 0 verschieden sein; dann aber wider- 
spriiche die Relation (7) der zweiten Aussage des Satzes 19. Hiermit 
ist gezeigt, dass in der Relation (4) die Exponenten e,, ..., em 


nothwendig simmtlich gleich 0 sind. ‘ 
Nunmehr erkennen wir leicht, dass in (4) auch der Exponent e 
verschwinden muss. Wiirde e nimlich den Werth 1 haben kénnen, 
so wire Mt — /u ein Ideal j in & und folglich w = j?; das Erheben 
zur hk‘ Potenz wiirde u* = j** liefern und, wenn j* = (c) gesetzt wird, 
wo e eine ganze Zahl in k bedeutet, so wiirde w* — é:? oder uw = ea? 


. . . . t . . . 
folgen, wo « eine Kinheit in k und a = —— eine gewisse Zahl in k 





u 
bedeutet. Diese Annahme ist jedoch zu Anfang unseres Beweises vor- 
laufig ausgeschlossen. Hiermit ist in der That bewiesen, dass eine 
Relation von der Gestalt (4) nicht stattfinden kann; es sei denn, dass 
die Exponenten e, €,,..., €m “ simmtlich gleich 0 sind. 

Z 





t= 


v* 


ny 
n 
d, 
hed 

k 
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ne 
SS 
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Nunmebr kehren wir zu den Gleichungen (3) zuriick und wihlen 
unter den ¢ ambigen Primidealen D,, ..., D; solche 4 — v* +1 aus — 


es seien dazu etwa D,,..-, Om wane geeignet —, welche sich vermége 
2 
dieser Gleichungen (3) durch die Ideale Mt, Mt,, ..., Mm oe? durch die 
2 


iibrigen ambigen Primideale D,, » +++, OD, und gewisse Ideale m 
2 


—v*+2 
des Kérpers k, wie folgt, ausdriicken lassen: 


3) a) 
A o() i ‘ poets a) 
(8) D—M Mr... M,, D ¥ > 
yo yee 
(i—1,2,...,2—o* +1), 
wo die Exponenten 0", bf, ..., bm a? dn er % gewisse 
2 2 


Werthe 0,1 haben. Dass dies méglich sein muss, erkennen wir, wenn 

wir die vorhin bewiesene Thatsache benutzen, derzufolge eine Relation 

von der Gestalt (4) nicht stattfinden kann, es sei denn, dass simmt- 

liche Exponenten ¢, €,,. ++) &m oes verschwinden. Ueberdies haben wir 
2 


dabei den Umstand zu beriicksichtigen, dass die Quadrate der ambigen 
Primideale D,,..., D,; und ebenso die Quadrate der Ideale 


M, M, ee ey Mn 
2 


a 
Ideale in k werden. 


Da die Ideale M, My, .-.; Win _ Hauptideale sind, so zeigen 
2 
die Gleichungen (8) unmittelbar, dass die durch D,,..., Dm, ne 
2 e 
bestimmten ambigen Complexe gewisse Producte derjenigen Complexe 


sind, die durch die Ideale D,, _ naa?" D, bestimmt sind. Die An- 
2 o 


zahl der von einander unabhiingigen, aus ambigen Idealen entspringen- 
den Complexe ist also sicher nicht grésser als a* = ¢ + v* — . —1 
und die Anzahl aller tiberhaupt aus ambigen Idealen entspringenden 
Complexe ist demnach nicht grésser als 2%*. 


Wir beweisen jetzt, dass die aus den a* ambigen Primidealen 
...+, D, entspringenden a* Complexe wirklich von einander 


D 


sate? 
unabhiingig sind. In der That wiirde einer dieser Complexe, etwa der 
. ~ 
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aus Dm “ere entspringende Complex, sich durch die iibrigen aus- 
2 


driicken lassen, so miisste eine Aequivalenz von der Gestalt 


&m 

— — g*-b8 oa 
-_ ™~ * e413 | 
oa 42 ares 

oii 
statthaben, worin Om we ys? 


und j ein Ideal in & ist. Verstehen wir unter j’ ein Ideal in k, fiir 


..+, & gewisse Exponenten 0, 1 bedeuten 


welches in k die Aequivalenz j'Dn age gilt, so folgt die weitere 
Zz —v 
Aequivalenz 
™ _ wis ’ 
“ 10D, j' wl; 
= —o*+2 ~ —vo*+3 


wir kénnen demnach 
Wie 
(9) ®,, DF. otf (A) 
— he gor Ts 
setzen, wobei A eine ganze Zahl des Kérpers K bedeuten soll. 

Da der Gleichung (9) zufolge, das Hauptideal (A) seinem relativ 
conjugirten Ideale gleich sein muss, so findet eine Gleichung von der 
Gestalt 
(10) A=E.SA 
statt, wo E eine Einheit in K bedeutet. Nun wenden wir den Satz 19 
auf die Einheit E an; es sei demgemiss u ein ungerader Exponent, 
so dass ‘ 


EX =H"... HE 


rol 


wird, wo die Exponenten U,, ..., Um gewisse ganze rationale Werthe 
2 


haben und & eine Kinheit in & ist. Wegen (1) kénnen wir auch setzen 
U, 


(11) aH... rH set... HL? e, 
2 


v* 


wo Hj+41,.-., Hm die in (1) bestimmten Kinheiten, U,’,..., Us ge- 
2 


wisse ganze rationale Exponenten sind und &’ wiederum eine Kinheit 
in k bedeutet. Wenn wir hierin auf beiden Seiten die Relativnorm 
bilden und beriicksichtigen, dass wegen (10) N(E) = 1 wird und dass 
auch die Relativnormen der Kinheiten (1) den Werth 1 haben, so 
ergiebt sich leicht 


1=— ne pais nee 2; 


aa na» Ga Aa. 
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da die durch 4,,...-, %e« bestimmten Kinheitenverbinde in k von 
einander unabhiangig sein sollen, so folgt hieraus, dass die Exponenten 
Ui,..-, Use simmtlich gerade sind. Wir setzen nun in Formel (11) 
die Werthe 





A 
——_ | , 
DY = Ue 
a H . Oye Hy« "™ 
Hr m~ (aH, ur ’ ? Hye ate (aA "s) ’ 
, M , , ae 
Hota gir ses Hn = 
2 m9 
ein und erhalten dann, wenn zur Abkiirzung 
1y 1yy, Um 
(12) B=A“H? ...HR .Mpt+t...M,? 
— 


€ 
gesetzt wird, aus (11) die Gleichung 
B ” 
wo &” wiederum eine Einheit in & bezeichnet. Wir bilden die Relativ- 
norm von (13) und erhalten so §&”? == 1; wir setzen §&” <= (— 1)", wo 
a einen der Werthe 0,1 bedeute. Demgemiiss kénnen wir (13) in die 
Gestalt 
B(Vu)* —\a ~\a 
——=7 = 1 oder B = S}B 
ae0eF) Vu)" = 8{B (Vu) 
bringen, d. h. B(//u)* ist eine Zahl in &. Indem wir die Werthe (9) 
und (12) fiir die Zahlen A und B benutzen und bedenken, dass w eine 
ungerade Zahl ist, leiten wir aus der zuletzt gefundenen Thatsache 
leicht eine Relation von der Gestalt 


¥ +3 
— —v* — ee 
(14) D mn mm? ve MN, m ' 
5-* 2 7-" Fete 


ab, worin b, bj, ..., dm . +> & gewisse Werthe 0, 1 
2 


dm ‘ 
—ge? ae 
bedeuten und m ein Ideal in & ist. Setzen wir diesen Werth fiir 
Dn os in die rechten Seiten der Formeln (8) ein und fiigen wir 


ae 
den so entstehenden ™ —v*-+1Gleichungen noch die Gleichung (14) 


hinzu, so erhalten wir ein System von > — v* + 2 Gleichungen von 
der Gestalt 
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(i) (i) 

B L 

a on s— ets of) 
m m t Tl > 
°°" eo uMeys 


(i=1,2,..., S—o* + 2), 


—" . , . 
B®, BY, ..., B® , D® ‘ieee 
= 


v* as —v*-+3 


worin 


gewisse Exponenten 0,1 und n wiederum gewisse Ideale in & sind. 
Das Bestehen dieser Gleichungen (15) ist aber unméglich. In der 


That, bestimmen wir ~ — v* + 2 ganze rationale Zahlen 
? 2 5 


0474 


die nicht simmtlich gerade sind, derart dass nach dem Modul 2 die 


m 
3 — +1 Congruenzen 


20° B =0, 20" B°=0,..., 20 BY .=0, Q), 

7) 6 7) — 
(i—1,2,..., *—o* +2) 

gelten, so ergiebt sich, indem wir (15) in die a Potenz erheben 


und die so fiir i=—1,2,..., i — v* + 2 entstehenden Gleichungen 


mit einander multipliciren, eine Gleichung von der Gestait: 


? 


a) (F-+9) Goo) xO 
(16) D, ...- DO. =D), 0D &; 
3 —v*¥+2 z —v*+3 
: (F ied +3) t) : 
wo die Exponenten E , .-+, EB” gewisse Werthe 0, 1 bedeuten 


und n ein Ideal in & ist. Diese Gleichung (16) ist unmdglich, weil 
ihre linke Seite wenigstens einen der Primfactoren D,,..-, Om hed 
— 

zu einer ungeraden Potenz erhoben enthalt, rechts dagegen diese Prim- 
factoren nur in m und also simmtlich zu einer geraden Potenz vor- 
kommen. Wir miissen daher unsere urspriingliche Annahme verwerfen, 


wonach der aus Dy : entspringende Complex sich durch die aus 
2 


D 


— ot 


m wepsh tt? D, entspringenden Complexe sollte ausdriicken lassen; 
2 


mithin haben wir gezeigt, dass es in K(/u) genau 2 Complexe von 
der Art giebt, wie es Satz 22 behauptet. 

In dem soeben gefiihrten Beweise fiir Satz 22 wurde zu Anfang 
der Fall ausgeschlossen, dass wu gleich dem Product einer Kinheit in 
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das Quadrat einer Zahl des Koérpers & ausfallt; es lassen sich jedoch 
ohne Schwierigkeit die Abinderungen auffinden, welche in diesem 
speciellen Falle an dem eben mitgetheilten Beweise anzubringen sind. 

Da die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden Complexe 
mindestens gleich 1 ist, so folgt insbesondere aus dem Satze 22 die 
Ungleichung 


t+o%—>0. 


§ 16. 
Die Anzahl aller ambigen Complexe in XK. 


Satz 23. Wenn die Anzahl aller ambigen Ideale des Kérpers 
K(Vu) gleich 2¢ ist und wenn diejenigen Einheiten in k, welche 
Relativnormen von Einheiten oder von gebrochenen Zahlen des Kérpers 
K(/u) sind, zusammen genau 2° Einheitenverbiinde in & ausmachen: 
dann ist die Anzahl aller ambigen Complexe des Kérpers K(/u) genau 
2¢, wo a die Zahl 

=—t+tv— ~ —1 
bedeutet, 

Beweis. Wir machen tiber die Zahl w zunichst wieder die nim- 
liche Annahme, wie zu Beginn des Beweises von Satz 22 und benutzen 
durchweg die dort angewandte Bezeichnungsweise. Da die Anzahl der 
Verbiinde von Einheiten in &, welche Relativnormen irgend welcher 
Zahlen in K sind, 2° betragen soll, so muss es méglich sein, zu den 
im vorigen Beweise bestimmten Einheiten ,,..., yo gewisse v — v* Hin- 
leiten #,, ..., ®—« von folgenden EHigenschaften hinzuzufiigen: die 
Einheiten #,, ..., #—.* sind Relativnormen von gewissen gebrochenen 
Zahlen ©,,..., Qp—e« des Kérpers K, so dass die Gleichungen 
(1) 3, = N(O,), ..-, F—«e = N(O,—v) 
bestehen, und iiberdies soll jede Hinheit ¢ in k, welche Relativuorm 
einer Kinheit oder einer gebrochenen Zah! in K ist, auf eine und nur 
auf eine Weise in der Gestalt 

= ", — "e a ee es £2 
darstellbar sein, wo die Exponenten ¢,,..., é«, f;,-- +) fo—o gewisse 
Werthe 0, 1 haben und & eine Einheit in & bedeutet. Es sind dann 
die aus 7,,.-., No, 9,,-.-, %—»* entspringenden Kinheitenverbinde 
von einander unabhingig. 

Wir setzen nun 


A; ' 
-, (i=1,2,...,0—*), 


= 3: 
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wo YU; und ¥%; je zwei zu einander prime Ideale des Kérpers K seien; 
dann folgt wegen (1) 8; — SY; und hieraus 


U; : 

(2) 9: = 5a (¢=1,2,...,0—0*) 
und aus dieser Gleichung (2) wiederum schliessen wir A; co SY; d. h. 
die durch die Ideale 2%; bestimmten Complexe sind simmtlich ambig. 

Wir wollen nun beweisen, dass diese v — v* durch die Ideale Y; 
bestimmten Complexe zusammen mit den im Beweise zu Satz 22 ge- 
fundenen aus den ambigen Idealen D,, egret”? D, entspringenden 

: et 

a*=—t+vr—*—1 


ambigen Complexen ein System von einander unabhingiger Complexe 
bilden und dass ferner tiberhaupt jeder ambige Complex des Kérpers K 
ein Product von denjenigen 


a=v—v*+a*=t+v—F—1 


ambigen Complexen ist, die aus den Idealen Y,, ..., U—ee, 


Dm _ wis? . ++, D, entspringen. 
2 


In der That, nehmen wir an, es seien diese Complexe nicht von 
einander unabhingig, so miisste fiir die betreffenden Ideale eine Rela- 
tion von der Gestalt 


(3) ... —. ...D,".;=0 
yates 
gelten, worin die Exponenten a,,..., Ge—oe, €, +--+, Cae gewisse 


Werthe 0, 1, jedoch nicht simmtlich den Werth 0 haben, ferner j ein 
Ideal in & und © eine ganze Zahl in K bedeutet. Aus (3) folgt leicht 
wegen (2) die Gleichung 

(6) a Gy — o* 
(4) 36 = % --- 9," H, 


o—o* 


wo H eine gewisse Einheit in K(j/u) ist. Indem wir von beiden 
Seiten der Formel (4) die Relativnorm bilden, erhalten wir mit Riick- 
sicht auf (1) 


N(H) = 8, "..., *"" 


vo— v* 


und hieraus ersehen wir, dass die Kinheit 


(5) o=9,"...0, "7" 


o—v* 


die Relativnorm einer Einheit in K ist. Wir diirfen folglich 


b, bot 5. 
(6) =, +--+ Ny §? 


ae a a ee ee See ee 





set: 
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setzen, wo b,,..., b« gewisse Werthe 0, 1 haben und € eine Einheit 
in k bedeutet. Aus (5) und (6) erhalten wir die Gleichung 
n bot hh Gy — o* 
Pn i a aed oe 

Wegen der Unabhingigkeit der durch y,,..., qe, 3,,-.-, Po—oe be- 
stimmten Kinheitenverbande ist diese Gleichung nur méglich, wenn 
simmtliche Exponenten b,, ..., by», a, -.-, @—»* gerade und also gleich 
0 sind. Hierdurch erhalt die Relation (3) die Gestalt 


it 


D OD"; =0 


sate 
und diese Relation erfordert wegen der Unabhiingigkeit der aus 
Dm was D, entspringenden Complexe, dass auch simmtliche 
=~ 
Exponenten e,, ..-, éq gleich 0 sind — eine Folgerung, die unserer 
urspriinglichen Annahme iiber die Exponenten in der Relation (3) 
widerspricht. 
Es bleibt noch tibrig, den Nachweis dafiir zu fiihren, dass jeder 
ambige Complex A als Product von solchen Complexen dargestellt 


werden kann, die aus den Idealen Y,, ..., Ae—ve, +o. 
2 


entspringen. Ist 2% ein beliebiges Ideal des Complexes A, so gilt 
wegen Satz 21 eine Gleichung von der Gestalt 
SU 
(7) 7 = 9 
wo © eine Zahl in K bedeutet. Indem wir auf beiden Seiten dieser 
Gleichung (7) die Relativnorm bilden, erkennen wir, dass die Relativ- 
norm der Zak! © eine Kinheit & in k wird; wir kénnen demgemiiss 
a Cot oli So—e* 
&= N(O)—7, ..- Nye BH... Fo 2 


v* 1 o—v* 


setzen, wo die Exponenten ¢,,..., €, fj, -+ +» fo—e gewisse Werthe 
0, 1 haben und § eine Einheit in & bedeutet. Wir entnehmen hieraus 
fiir die Zahl 

@=+OH,*...H,"6,"...0 “7%, 


0’ 1 o—v* 


wo das Vorzeichen so angenommen werde, dass jedenfalls 0’ += — 1 ist, 
die Gleichung 
N(O’) = 1. 


Wegen dieser: Gleichung haben wir 


, e’+1 
(8) = S(O +2) ; 
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Nunmebr entsteht aus der Gleichung 
+00 H"...H™ 0”...0%—"E=1 


o* a a 


vermoge (2), (7), (8) die Gleichung fiir Ideale 


, ih So — or 
+) aww 
r) 


S@'+1)SH Sa”... Sy%e-v* 


und wenn daher zur Abkiirzung 





(9) D=—(98+1) 4m"... 4-2 
gesetzt wird, so erhalten wir schliesslich 
D=— SD, 


d. h. D ist ein Product eines gewissen ambigen Ideals in ein Ideal 
des Kérpers k und folglich zeigt die Gleichung (9), dass & einem 
Product von gewissen Idealen aus der Reihe U,,..., U,—o#, D,,.- +) De 
in ein Ideal des Koérpers & fquivalent ist. Da die ambigen Ideale 


Bas-<e Dm _ als gewisse Producte aus den Idealen D,, eqn? D: 
2 2 —o 


darstellbar sind, so ist hiermit der Beweis des Satzes 23 vollstiindig 
gefiihrt. Wird angenommen, dass w gleich dem Product einer Kinheit 


in das Quadrat einer Zahl in & ist, so sind geringe Abiinderungen 
dieses Beweises néthig. 


§ 17. 
Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im Kérper K. 


Wir erértern nunmehr die EKintheilung der Idealclassen des relativ- 
quadratischen Kérpers K(/u) in Geschlechter. Zu dem Zwecke be- 
zeichnen wir die ¢ in der Relativdiscriminante des Kérpers K (/u) 
aufgehenden Primideale des Kérpers k mit >,,..., >, und machen fiir 
die folgenden Definitionen und Beweise in § 17—§ 19 die vorliufige 
Annahme, dass diese Primideale »,, ..-, d_ sdéimmtlich zu 2 prim sind, 
oder, was nach Satz 5 im Wesentlichen auf das Nimliche hinauskommt, 
dass die Zahl w zu 2 prim ist und zugleich dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k nach 2? congruent ausfallt. Erst im Laufe der weiteren 
Untersuchung werden wir diese Hinschrankung aufheben. 

Definition 11. Zu einer beliebigen ganzen von 0 verschiedenen 
Zahl v des Kérpersk gehéren bestimmte Werthe der ¢ einzelnen Symbole 


gs ee 
(ir) Gl)» 
welche gemiiss der Definition 6 gewisse ¢ Einheiten + 1 bedeuten; 


diese Einheiten sollen das Charakterensystem der Zahl v im 
Kérper K(y//u) heissen. 
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Um auch einem jeden Ideal § des Kérpers K (/u) in -bestimmter 
Weise ein Charakterensystem zuzuordnen, bilden wir die Relativnorm 
N(3) =j und dann ihre h'* Potenz j* —(v), wo » eine ganze Zahl 
in k sein soll. Nunmehr verstehen wir unter &, eine Einheit in k. 
Haben dann fiir jede beliebige Einheit &, alle ¢ Symbole 


& J? 
durchweg den Werth + 1, so setzen wir r —¢ und bezeichnen die r 


Einheitswurzeln 
Eh... fe 
( by ), ’ ( b, ) 


als das Charakterensystem des Ideals %; dasselbe ist dann durch 
das Ideal § véllig eindeutig bestimmt, 

Es sei andererseits eine specielle Einheit ¢, in & vorhanden, fir 
welche wenigstens eines der ¢ Symbole 


(5) oS) 
gleich — 1 wird; dann kénnen wir, ohne damit eine Beschrinkung ein- 


zufiihren, annehmen, es sei etwa Oe} =—1. Wir betrachten nun 
‘ 





alle diejenigen Kinheiten & in k, fiir welche (®*) =-+1 wird. Es 
t 


sei unter diesen wieder eine solche Hinheit §,— «, vorhanden, fir 
welche wenigstens eines der ¢ — 1 Symbole 


dy ? ? by 
gleich —1 wird; dann kénnen wir annehmen, es sei etwa =—1. 
t—1 


Wir betrachten ferner alle diejenigen Einheiten §, fiir welche sowohl 

‘ey, = -+ 1 als auch (E*) = -+ 1 wird, und sehen nach, ob unter 
t t—1 

diesen eine Einheit &, —= ¢, vorhanden ist, fiir welche wenigstens eines 


der ¢ — 2 Symbole 
2). ...«, fe 
» }’ 7 \ Dye 


gleich —1 wird. Fahren wir in der begonnenen Weise fort, so 
erhalten wir schliesslich eine gewisse Anzahl r* und dazu ein System 
von y* Kinheiten ¢,, &,..., &«* des Kérpers k, von der Art, dass 
bei geeigneter Anordnung der Primideale >,,..., >, die Gleichungen 
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( %15u ——s 
( dy - . 
fe, & fo, U =—1, 
sy eed 
&3, 4 = &3, &3,u en 
( dy ) +h (5 ) = seit (¥, .) 1, 
pe, U Epa) Epa, UL epe & 
Bath Cet att (Eo atin (et) 
( Dy ) +h Dey ii Dee sii bpp 
gelten und dass ausserdem fiir eine jede solche EHinheit &, die den 
r* Gleichungen 


(i= (b= tte Gat 


genligt, nothwendig auch die ¢ — r* Symbole 


bs ) : (ace) 
simmtlich den Werth + 1 besitzen. 

Wir kénnen nunmehr mit Riicksicht auf die zweite Formel in 
Satz 14 die vorhin aus dem Ideal § un Zahl v des Korpers k 
derart mit gewissen der Einheiten ¢,,..., ¢, multipliciren, dass das 
entstehende Product » den Gleichungen 


Ce) th amt Qe) —t 


by pe 





(1 


~ 

















geniigt; ist » derart aan, so bezeichne ich die r = ¢ — r* Kin- 


heiten + 1 
(BF) Fe) 
als das Charakterensystem des Ideals %. Dasselbe ist durch 


das Ideal § véllig eindeutig bestimmt. In § 19 wird gezeigt werden, 
dass stets r* < ¢ und mithin r > 1 wird. 


§ 18. 
Der Begriff des Geschlechtes. 


Wir erkennen sofort die Thatsache, dass die Ideale ein und der- 
selben Classe des Kérpers K(//u) simmtlich dasselbe Charakterensystem 
besitzen. Hierdurch ist iiberhaupt einer jeden Idealclasse des Korpers 
K(yu) ein bestimmtes Charakterensystem zugeordnet. 

Definition 12. Alle diejenigen Idealclassen, denen ein und 
dasselbe Charakterensystem zugeordnet ist, deren Ideale also simmtlich 
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ein und dasselbe Charakterensystem besitzen, fassen wir zu einem Ge- 
schlecht zusammen und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht 
als die Gesammtheit aller derjenigen Classen, deren Charakterensystem 
aus lauter EKinheiten + 1 besteht, Da das Charakterensystem der 
Hauptclasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, so gehdrt ins- 
besondere die Hauptclasse stets zum Hauptgeschlecht. 

Aus der zweiten Formel des Satzes 14 entnehmen wir leicht die 
folgenden Thatsachen: Wenn G und G’ zwei beliebige Geschlechter 
sind und die Classen in G mit den Classen in G’ multiplicirt werden, 
so bilden simmtliche solche Producte wiederum ein Geschlecht; dieses 
werde das Product der Geschlechter G und G’ genannt. Das 
Charakterensystem desselben erhalten wir durch Multiplication der ent- 
sprechenden Charaktere der beiden Geschlechter G und G’. 

Jedes Geschlecht des Kérpers K enthalt gleich viel Classen, nim- 
lich so viel Classen als das Hauptgeschlecht. Die zu irgend einer 
Classe C relativ conjugirte Classe SC gehért zu demselben Geschlechte 
wie C selbst. Das Quadrat einer jeden Classe C gehért stets zum 
Hauptgeschlecht. 

Die h Classen eines beliebigen Complexes P gehéren offenbar 
simmtlich zu dem niamlichen Geschlecht; ich bezeichne dieses Ge- 
schlecht als das Geschlecht des Complezes P. 


§ 19. 
Obere Grenze fiir die Anzahi der Geschlechter in K. 


Es entsteht die wichtige Frage, ob ein System von r beliebig 
vorgelegten Einheiten + 1 stets das Charakterensystem fiir ein Ge- 
schlecht in K sein kann. Wir beweisen zunichst einige zur Beant- 
wortung dieser Frage nothwendige Hiilfssitze. 

Satz 24. (Hiilfssatz) Wenn ¢ und v die Bedeutung wie in Satz 23 
haben und r wie in § 17 die Anzahl der Charaktere ist, welche das 
Geschlecht einer Idealclasse in K bestimmen, so ist stets 


t+v—T<r. 


Beweis. Im Beweise zu Satz 22 und Satz 23 sind v* EHinheiten 
M1) +++) Nee und vy — o* Kinheiten O,, ..., —. mit gewissen dort 
entwickelten Eigenschaften aufgestellt worden. Es seien ferner ¢,,..., &« 
diejenigen besonderen r* Einheiten des Kérpers k, die in § 17 eingefiihrt 
worden sind; dann ist ry —¢—yr*, Wir beweisen zuniichst, dass die 
r* +» aus 
Spy ees Sey Myre ees Nory Dy, .- +) Pores 


entspringenden Einheitenverbinde von einander unabhingig sind. In 
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der That, nehmen wir an, es gabe zwischen den genannten r* + v 
Einheiten eine Relation von der Gestalt 


1 a a bot —" 
(1) Giecly G1 GS &. CT oF 


so dass die Exponenten a,,..., d+, b,,.-., Dow, C,,--+) Co—oe Qewisse 
Werthe 0,1, jedoch nicht simmtlich den Werth 0 haben und & eine 
geeignete Einheit in & vorstellt: dann miisste fiir jedes Primideal w 
des Kérpers k 


a a 6 6, ¢ Cy — 
(te: ie Mente & +. Se 


- )a+1 
ausfallen, und wenn wir beriicksichtigen, dass die Hinheiten 


Nia +++) Nor, a, oe Do— oe 
simmtlich Relativnormen von Zahlen in K sind und daher auch stets 


(itm, Cet)—41 


(w= 1,2,...,0%; y= 1,2,...,0—v*) 








sein muss, so ergiebt sich 


a ay* 
Ey ++. Ee e) 
( w _ + 1. 
Hierin setzen wir der Reihe nach fiir w jedes der r* in der Relativ- 
discriminante von K aufgehenden Primideale };_,+41,..., d¢ ein und 
erhalten so die Gleichungen 
es a er’. a : 
(2) tue) =+1, G=t—r*+1,...,2). 
Wegen des in § 18 aufgestellten Systems von Formeln (1) fir die 
Einheiten ¢,,..., &« kénnen diese Gleichungen (2) nur bestehen, wenn 
die Exponenten a,,..., a,« sammtlich gerade und also gleich 0 sind. 
Die Relation (1) erhalt dann die Gestalt 
Neo Ig Oo. BNF am B, 
Das Bestehen dieser Relation ist aber, da nach § 16 die durch 
Ni> +++) Yo, O,,--.+, Foe bestimmten Hinheitsverbinde von einander 
unabhangig sind, nur méglich, falls die Exponenten },,..., dis, 
Cy, +++, Co—»* sammtlich gerade und also gleich 0 sind. Daraus folgt, 
dass eine Relation von der Gestalt (1), wie wir sie annahmen, nicht 
statthaben kann, d. h. die aus den Einheiten ¢,,..., &«, 4,) +++) Not, 
3,,..+, #—. entspringenden Verbiinde sind von einander unab- 
hangig; durch Multiplication erhalten wir also aus diesen Verbinden 
genau 2’*+* von einander verschiedene Einheitenverbinde in k, und da 
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es im Ganzen in k nach § 11 nur 2? Einheitenverbinde giebt, so haben 


wir * +o< > Hiermit deckt sich die Aussage des Satzes 24. 
Da nach der Bemerkung am Schluss von § 15 stets ¢-+ o* — = >0 


und also umsomehr ¢ + v — > > 0 ausfallt, so folgt aus Satz 24 ins- 
besondere ry > 1 und also r* < ¢. 


Satz 26. (Hiilfssatz) Die Anzahl g der verschiedenen Geschlechter 
im Korper K(/u) ist kleiner oder héchstens gleich der Anzahl A der 
ambigen Complexe des Kérpers K(/u). 

Beweis. Wenn g die Anzahl der Geschlechter ist, in welche 
sich die Ideale oder die Idealclassen des Koérpers K eintheilen, so 
zerfallen zufolge der letzten Bemerkung in § 18 auch die Complexe des 
Koérpers K genau in g Geschlechter. Bezeichnen wir daher mit f die 
Anzahl der Complexe vom Hauptgeschlecht, so ist die Anzahl aller 
iiberhaupt vorhandenen Complexe, welche M heisse, genau 


M = gf. 


Wie bereits in § 18 bemerkt worden ist, gehért das Quadrat einer 
beliebigen Classe C stets zum Hauptgeschlecht, und daher ist auch das 
Quadrat eines beliebigen Complexes stets ein Complex des Haupt- 
geschlechtes. Wir fassen nun diejenigen Complexe des Hauptgeschlechtes 
ins Auge, welche Quadrate von Complexen sind; ihre Anzahl sei f’, 
und wir bezeichnen sie mit P,,..., Py, so dass P,=Qi,..., Pp —Q/ 
wird, wo Q,,..-, Q; gewisse Complexe bedeuten. Es fallt offenbar 
f'<f aus. Ist jetzt P ein beliebiger Complex, so wird P? nothwendig 
ein bestimmter der f’ Complexe P,, ..., Py; es sei etwa P? = P;. 
Dann folgt P* = Qj, d. h. (PQ; "*)* = 1 und nach § 12 ist aus diesem 
Grunde PQ;* ein ambiger Complex A; es wird P= AQ, und folglich 
stellt der Ausdruck AQ; iiberhaupt alle Complexe dar, sobald A alle 
ambigen Complexe und Q; die /’ Complexe Q,, ..., Q, durchliuft. 
Auch ist klar, dass diese Darstellung fiir jeden Complex nur auf eine 


Weise méglich ist; es ist daher die Anzahl aller tberhaupt vor- 
handenen Complexe 
M= Af". 


Die Zusammenstellung dieser Gleichung mit der vorhin gefundenen 
M = of liefert gf = Af’, und wegen /’ </ folgt hieraus g < A, womit 
der Satz 25 bewiesen ist. 

Nunmehr ‘sind wir im Stande, die folgende Thatsache zu be- 


weisen, welche fiir unsere spiiteren Entwickelungen von besonderer 
Bedeutung ist: 
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Satz 26. (Hiilfssatz) Wenn im Korper K die Anzahl der Charaktere, 
welche das Geschlecht einer Classe bestimmen, gleich r ist, so geniigt 
die Anzahl g der Geschlechter jenes Kérpers stets der Bedingung 


93,7. 
Beweis. Nach Satz23 ist die Anzahl A aller ambigen Complexe in K 


m 
— 
t-+-o : ; 


A == 24 == 2 
Nach Satz 24 gilt die Ungleichung 
t+v— > <r; 


mithin ist auch 
A < or—1 


und daraus folgt, vermége Satz 25, die Richtigkeit des Satzes 26. 


§ 20. 
Das primaire Primideal p und das Symbol (4). 

Es ist fiir die folgenden Entwickelungen von Nutzen, eine gewisse 
Art von Primidealen in & besonders zu benennen. 

Definition 13. Ein solches zu 2 primes Primideal des Korpers k, 
nach welchem jede Einheit in & quadratischer Rest ist, mége ein 
primdres Primideal heissen; dagegen mége jedes solche Primideal 
nichtprimdr genannt werden, nach welchem wenigstens eine Kin- 
heit in k quadratischer Nichtrest ist. 

Wir fiihren fiir primiire Primideale noch ein neues Symbol ein. 

Definition 14. Es sei » ein primires Primideal und j ein be- 
liebiges Ideal in k; es werde j* —(t) gesetzt, wo e eine ganze Zahl 
in k bedeutet; dieselbe ist bis auf eine Einheit als Factor eindeutig 


durch das Ideal j bestimmt. Das Symbol (=) ist folglich ein durch » 
und j voéllig bestimmter Werth + 1 oder — 1 oder 0; dieser Werth 
werde mit (4) bezeichnet, so dass das neue Symbol (4) durch die 


Gleichung . 

ri )-@ 
definirt ist. 

Sind j,, j, irgend zwei zu » prime Ideale in k, so gilt offenbar 
stets die Gleichung ae : 

It lz It Je 
C2) =) @)- 
Ist 4 eine ganze Zahl in k und = (yn) das durch y dargestellte Haupt- 
ideal, so ist offenbar , 
n : 
3) = G): 
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denn da h ungerade ist, so haben beide Seiten dieser Gleichung den 
uy 
Werth (=) . 


In § 21 werden wir gewisse Systeme von 


m 
ry 
idealen des Kérpers & untersuchen und in § 23' die wichtigste EKigen- 
schaft der primaren Primideale beweisen. 


nichtprimaren Prim- 


§ 21. 
Ein System von > nichtprimiren Primidealen des Kérpers k. 


Es sei, wie zu Beginn von § 14, &,..., &m ‘ ein volles System 
m 
von Grundeinheiten in k; ferner sei &, = § eine wie in § 11 bestimmte 
2 
Einheitswurzel in k, so dass nach § 11 jede beliebige Hinheit « des 
Kérpers & sich auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt 
&m 


i 2 £2 
e=meter... 28. & 


2 
darstellen lasst, wo ¢, ..., ém gewisse Werthe 0,1 haben und § 
2 


eine Kinheit in & bedeutet. Es sind dann die aus &,..., &m ent- 
2 
springenden Verbande des Kérpers & von einander unabhingig und 


diese . Verbinde liefern durch Multiplication die simmtlichen 2? Bin- 


heitenverbiinde des K6rpers k. 

Satz 27*). Die Relativdiscriminante eines relativquadratischen 
Korpers K(/u) in Beeug auf k ist stets von 1 verschieden. 

Beweis. Zufolge der Bemerkung am Ende des § 15 gilt bei 
Benutzung der in Satz 22 erklirten Bezeichnungen die Ungleichung 


t+ v* — * > 0. 
Da die Anzahl simmtlicher Einheitenverbinde im Kérper k genau 


3? betragt, so ist nothwendig =~ > v* und mithin erhalten wir ¢>0. 


Diese Folgerung stimmt mit der Aussage des Satzes 27 itiberein. 

Satz 28. Wenn eine Einheit « des Kérpers k congruent dem 
Quadrat einer ganzen Zahl nach 2? ausfallt, so ist sie das Quadrat 
einer Kinheit in k. 


*) Vgl. ,,Algebraische Zahlkirper“' Satz 94 S. 279, sowie die daselbst zu 
diesem Satze gemachte Bemerkung. 


Mathematische Annalen, LI. 4 
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Beweis. Nehmen wir im Gegentheil an, es wiire ¢ nicht das 
Quadrat einer Zahl in k, so wiirde j/é einen relativquadratischen Kérper 
bestimmen ; wegen der Sitze 4 und 5 besiisse dieser Korper die Relativ- 
discriminante 1 und, da dies nach Satz 27 nicht sein kann, so ist die 
Annahme, von der wir ausgingen, unzutreffend. 

Die Giiltigkeit der Sitze 27 und 28 ist wesentlich durch die beiden 
besonderen Annahmen bedingt, welche wir im Anfange dieses Ab- 
schnittes II (S. 27) ftir den Kérper & gemacht haben. Wenn also etwa k* 
ein Zahlkérper ist, der entweder selbst reell ist, bez. einen reellen con- 
jugirten Kérper besitzt oder dessen Classenanzahl gerade ausfillt, so 
kann es sehr wohl einen relativquadratischen Kérper K* geben, der in 
Bezug auf k* die Relativdiscriminante 1 besitzt, und es ist die Auf- 
stellung und Untersuchung aller solcher relativquadratischen Kérper K* 
sogar die wichtigste und schwierigste Aufgabe, die sich bei der Aus- 
dehnung unserer Theorie auf beliebige Grundkérper k* bietet. 


Satz 29. Hs sei ¢,,..., &, das zu Beginn dieses § 21 aufge- 
2 
stellte System von Einheiten in /; es seien ferner q,, ..., qm solche 
zu 2 prime Primideale des Kérpers &, fiir welche allemal 
&; é , 
()——1, (*)=41, G+5, 
(s,b 1, 2,..., 2) 


ausfallt; endlich setzen wir 


a = (%), +--+, im = (*n)» 


5 2 
so dass %,,..., %m gewisse ganze Zahlen des Kérpers k bedeuten: 
2 


dann gilt fiir jede beliebige zu 2 prime ganze Zahl w in k nach dem 
Modul 2? eine Congruenz von der Gestalt 


tm mn 
o= et € z x” x“ 2 a? (2?) 
—— ©, - 2° Sy Bee. m ? ? 

2 2 


worin die Exponenten u,, ..., Um, 01, +++) Um gewisse Werthe 0, 1 
¥ EY 


haben und «@ eine geeignete ganze Zahl in k ist. 
Beweis. Wir behandeln zuniichst die Annahme, es giibe m Ex- 


ponenten u,,..., Um V;,.-., Um die gewisse Werthe 0, 1 haben, aber 
= 2 


nicht saémmtlich gleich 0 sind, derart, dass die vermége dieser Ex- 
ponenten gebildete Zahl 
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dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 2? congruent 
werde. Die Zahl //u bestimmt, wie leicht ersichtlich, einen relativ- 
quadratischen Kérper K(/u) in Bezug auf k. Zufolge des Satzes 5 
ist die Relativdiscriminante dieses Kérpers K(/u) prim zu 2 und 
nach Satz 4 besitzt sie diejenigen von den Primidealen q,, ..., qm 2U 
ry 
Factoren, fiir welche in (1) die betreffenden Exponenten v,,...,Um gleich 1 
E i 
werden. Wegen Satz 27 ist die Anzahl ¢ dieser Primideale mindestens 
gleich 1; es seien etwa die ¢ Primideale q,,..., q, diejenigen, die in 


der Relativdiscriminante des Kérpers K (j/u) als Factoren enthalten sind. 
Ist nun ¢ irgend eine Kinheit in k, die gleich der Relativnorm 


einer Einheit in K(j//u) gesetzt werden kann, und bringen wir ¢ in 
die Gestalt 


wo die Exponenten ¢,,...,m gewisse Werthe 0, 1 haben und & eine 
2 


Einheit in & bedeutet, so folgt aus Definition 6 unmittelbar 
&,u 
Cries 


fir i= 1, 2,..., ¢ und, da nach Satz 9 mit Riicksicht auf unsere 
liber q,, ---, Gm gemachten Voraussetzungen 
2 


*) - Z)-c 1*, @—1,2,...,8 
ausfallt, so folgt nothwendig 

e, = 0, ea =—0,..., =, 
d. h. die Kinheit ¢ muss ein Product aus gewissen von den ” — ¢ Kin- 


heiten &41, &42,-+--+) €m in das Quadrat einer Einheit des Kérpers k 
z 


sein. Die simmtlichen Kinheiten in &, welche Relativnormen von 


= ae 
Einheiten in K(/m) sind, machen also héchstens 2” Verbiinde in 
k aus; somit wiirde unter Anwendung der in Satz 22 erklarten Be- 
zeichnungsweise 


w<ct-t oder t+%—><0 
4* 
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sein miissen, was der Bemerkung am Schluss von § 15 widerspricht. 
Unsere vorhin versuchte Annahme ist also unzutreffend, d. h. es ist 
keine Zahl w von der Gestalt (1) nach 2? dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k congruent, es sei denn, dass die Exponenten 
Uy sey Uy My oe oy Um 
2 


2 
simmtlich gleich 0 sind. 


Wir verstehen nun unter a@,, a, ..., @ i) ein volles System von 
(2) ganzen nach dem Modul 2 einander iacongruenten und zu 2 
primen Zahlen in &. Dann stellt der Ausdruck 


(2) @ .icag a cee 
z ¥ 


(isso tay B15 025 Ym, 15 $= 152, 8,---5 9) 
2 2 


ein System von 2™@(2) Zahlen dar, welche unter einander nach 2? 
incongruent sind. In der That, waren zwei von diesen 2” (2) 
Zahlen (2) nach 2? congruent, ware etwa 


Um om um om 

uy Zz 2, z DP om u,’ 2 oy 2 2 92 

By eee Ey My cee hy Sky eee Ey Hy oe hy Mery (2?), 
2 ij 2 2 


so wiirde, da «;, a; zu 2 prim sind, aus dem vorhin Bewiesenen sofort 


folgen, dass die Exponenten u,,...,%m, %},-.-,Um sammtlich bez. 
2 2 
mit den Exponenten 4,’,..., Um » 0;',-++)Um tibereinstimmen, und es 


2 2 
wire mithin 
(3) a=ai, (2%). 
Betrachten wir jetzt ein in der Zahl 2 als Factor enthaltenes Prim- 
ideal { und nehmen an, es gehe dasselbe in 2 genau zur l'e" Potenz 
auf, so folgt aus (3) 
(a; — a) (+ ar) =0, (P4); 
es ist mithin entweder a; — a; oder a + a, durch [' theilbar, und da 
offenbar 
a; — a Satay, (2) 

ist, so folgt in jedem Falle 

a=a;, ((). 
Die namliche Betrachtung gilt fiir jedes in 2 aufgehende Primideal 
und daher erhalten wir 

a; = ay, (2) 
und schliessen hieraus 


a= ay, 
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d. h. die beiden ganzen Zahlen des Systems (2) waren nicht von 
einander verschieden. Bezeichnen wir die verschiedenen in 2 auf- 
gehenden Primideale des Kérpers k mit [,,..., {,, so haben wir 


p(2)*) = 2” Q-—sm)-'( ap) 


m 1 t . 
v0) = (1a) (1) 
es ist somit 2™@(2) = (2?) und die Zahlen von der Gestalt (2), deren 


Anzahl g(2?) ist, bilden folglich ein volles System von Resten nach 
dem Modul 2?, die zu 2 prim sind; dies ist die Aussage des Satzes 29. 


§ 22. 


to 1 
Die unendliche Reihe 2 (7) mF 

Ehe wir naher die Natur der primiren Primideale ergriinden, ent- 
wickeln wir einige Sétze, die sich an die Ueberlegungen in § 13 an- 
schliessen. 

Satz 30. (Hiilfssatz) Die reellen Verinderlichen 2,, ..., 2%», mdgen 
als rechtwinklige Coordinaten eines m-dimensionalen Raumes betrachtet 
werden und es sei in diesem Raume eine endliche Anzahl von (m — 1)- 
dimensionalen Flichenschaaren durch Gleichungen von der Gestalt 

fy (Sq5 o> +5 mp8) m0, F,(B,, - - oy Sn, 8) 9,7... 

gegeben, wo /,, /,,... analytische Functionen der Argumente 2, ,...,%m, T 
bedeuten, die in der Umgebung des Parameterwerthes t = 0 sich regular 
verhalten; diese Flichen mégen, wenn wir dem Parameter t einen 
festen positiven Werth oder den Werth 0 ertheilen, einen bestimmten 
ganz im Endlichen gelegenen Theil R, des m-dimensionalen Raumes ab- 
grenzen. Nunmehr wihlen wir fiir den Parameter rt einen positiven 
Werth und fixiren in dem m-dimensionalen Raume alle Punkte, deren 
Coordinaten von der Form 





Ly = Uj T, Ly = Ugh, -) Lm = UmTt 
sind, WO %,, %,.-++, Um sammtliche ganze rationale Zahlen durchlaufen: 
dann wird die Anzahl 7 aller derjenigen solchen Punkte, die in 
jenem Raume R, liegen, durch die Formel 
M 


gt 


TH=24 
t 


dargestellt, wo J den Inhalt des fiir st — 0 sich ergebenden Raumes R, 
und M eine.von t abhingige Grosse bezeichnet, welche stets zwischen 
endlichen Grenzen bleibt, sobald + gegen 0 convergirt. 


*) Vergl. Algebraische Zahlkérper Satz 23, 8. 192. 
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Dieser Hiilfssatz ist eine Erweiterung desjenigen Satzes, welchen 
bereits H. Minkowski*) und H. Weber**) aufgestellt und bewiesen 
haben, und man erkennt ohne Schwierigkeit die Abanderungen, welche 
diese Beweise verlangen, wenn man die Richtigkeit der soeben von 
mir aufgestellten Erweiterung einsehen will. 

Satz 31. Ist » ein bestimmtes primares Primideal, so stellt die 
iiber simmtliche Primideale w des Koérpers k zu erstreckende unend- 


liche Summe . 
) 
24) ay? & >) 


eine solche Function der reellen Verinderlichen s dar, welche stets 
unterhalb einer positiven endlichen Grenze bleibt, wenn die reelle 
Verinderliche s sich der Grenze 1 niahert. 

Beweis. Aus den m conjugirten Kérpern k, k’, ..., k™—-) wihlen 
wir irgend solche ~ — 1 Kérper aus, von denen keine zwei zu einander 
conjugirt imaginar sind, und bezeichnen diese mit k,, k,,..., Kim. ‘ 
Ist ferner @ irgend eine von 0 verschiedene Zabl in k, so bezeichnen 
wir die zu @ conjugirten in k,,..., km _, liegenden Zahlen bez. mit 

2 


m 
ny 


Oy sees hm und nennen die — — 1 reellen Logarithmen 


(a) =2 log|a,|, 
(a) =2log|a,|, 


ln _(a@) =2 log |am 
=x | 3-1 
kurz die Logarithmen zur Zahl @. Endlich bezeichnen wir mit 
&y-+-+)&m_, ein System von = — 1 Grundeinheiten in & und be- 
4 
rechnen dann aus den Gleichungen 


(a) — Flog m(a)—ey(@)h (a) +--+em_,(@)h (em_,); 


bm _,(@)— Flog m(a)—e,(a)lm_ (6) +---tem_,(@)lm_,(Em_,) 


2 


*) Geometrie der Zahlen, Teubner 1896, S. 62. 

**) Ueber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrech- 
nung, Nachrichten der K. Ges. d. Wiss, zu Géttingen, 1896, 8.275. H. Weber 
hat diesen Satz hernach in seinen Untersuchungen ,,Ueber Zahlengruppen in 
algebraischen Kérpern“ zweite Abhandlung Math. Ann. Bd. 49, S. 83 auf ein dem 
meinigen verwandtes Problem der Zahlentheorie angewandt. 
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* — 1 reelle Gréssen e, (a),..., em_ (0); diese = —1 Gréssen 


moégen kurz die Exponenten zur Zahl « heissen. Es ist klar, dass jede 
Zahl @ durch Multiplication mit ganzen Potenzen von &,,..., &m . 
:- 
auf eine und nur auf eine Weise in eine solche Zahl a* verwandelt 
werden kann, zu der die Exponenten e,,..., €m_, den Bedingungen 
2 


0<S¢4<1,05e@<1,.+.,0Sem <1 
2 


geniigen. Umgekehrt sehen wir leicht, dass zwei Einheiten, deren Ex- 
ponenten bez. einander gleich sind, sich nur um einen Factor unter- 
scheiden kénnen, welcher eine Einheitswurzel ist, Die Anzahl aller 
in k liegenden Einheitswurzeln werde mit w bezeichnet. 

Es sei nun C eine beliebige Idealclasse in k und a ein zu primes 
Ideal der zu C reciproken Classe C—1; ferner bestimmen wir ein volles 
System von rr Resten nach p, etwa @, @', @”,..., und zwar 


no) —1 


derart, dass diese 1 Yahlen 0,0, 0',... simmtlich durch « theil- 


bar sind: dann lisst sich offenbar jede durch q theilbare — Zahl 


in k, welche quadratischer Rest nach » ist, in einer der oi) = 1 Formen 
u, #) ia wwe + Umu™ + e, 
(1) 6,2) ++ fb tmx” + Qi, 


Uy #1) ewes ty ei + 0"; 


darstellen, wo w,,...,%m gewisse ganze rationale Zahlen und x ),...,«(™) 
die Basiszahlen des Ideals pa bedeuten. Es sei ferner a irgend ein durch 
a theilbarer quadratischer Rest nach »; da » ein primiires Primideal 
sein soll, so besitzt jede Zahl a*, die durch Multiplication der Zahl « 
mit einer beliebigen Einheit entspringt, die gleiche Eigenschaft und 
ist mithin ebenfalls in einer jener Formen (1) darstellbar. 

Indem wir diese Thatsachen zusammennehmen, erkennen wir 
Folgendes: das w-fache der Anzahl F(¢) aller durch q theilbaren 
Hauptideale , deren Normen die reelle positive Zahl ¢ nicht iiber- 
schreiten und fiir welche (*) =-+ 1 ausfillt, ist gleich der Anzahl 


T der verschiedenen Systeme von rationalen ganzzahligen Werthen 
Uyy+++,) Um, fiir welche die re 


1 (te) fess be tq” EQ) <E, 
06 (mH ++ + tan + 0) <1, 


0< os us x) i‘. * tine™ + e) <1 


(2) 
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erfillt sind, vermehrt um die entsprechenden Anzahlen 7”, 7”, ..., 
wo allgemein 7) die Anzahl der verschiedenen rationalen ganzzahligen 
Werthsysteme u,,..., %m bedeutet, fiir welche die Ungleichungen 
nu, x0). ie + Um2e™ + 9) <t, 
0<¢4 (4 #1) sail + —_ * ial <i, 


OS em, (420 f+ thn 0M) <1 
2 


erfiillt sind; es ist also 
wF() =m T+ 47’ 4..., 
Um zuniichst die Anzahl 7 abzuschitzen, setzen wir in den Un- 
gleichungen (2) 


1 


x zm im 
Oy Sr ota —, Cat 


ein; dieselben gehen dadurch in die folgenden Ungleichungen tiber: 
n(x) $ +++ + tmx + Qt) <1, 


OS em it 


wo die Gréssen ¢,,..., €m ; durch die Gleichungen 
= 


1, (&) Fees + a lL, (= _,) 
= 2log |2,4( +--+ 2,2 + o,2 
Ba = log n(x, x + = + Lmx'™) + QT), 


(4) ‘ 
e,t 


rca 


a  e 


bed ES) 


= 2 log “+ tee + 2, # Fen 
2 2 








9 
{ —_ = log n(x, (2) + oe 4. Lm n™) + ot) 


als Functionen von z,, ..., %m, t zu bestimmen sind; hierin bedeuten 
—  —— a Or die zu x, @ conjugirten und bez. in 
: i i 


den Korpern k,,..., kim, gelegenen Zahlen. Die Anzahl 7 ist mit- 
2 


hin gleich der Anzahl aller Punkte mit den Coordinaten 


az; =U,T, . ey Im = Unt, 
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die in den durch die Ungleichungen (3) charakterisirten Theil des 
Z,.+-2m-Raumes fallen, Dieser Raumtheil liegt ganz im Endlichen 
und wird durch eine endliche Anzahl analytischer Flichen begrenzt. 
Die Gleichungen dieser Flachen enthalten noch einen Parameter t, 
und da ihre linken Seiten fiir sO im fraglichen Gebiete sich regular 
verhalten, so sind alle Voraussetzungen des Satzes 30 erfillt. Wir 
bezeichnen mit J den Inhalt dieses Raumtheiles fiir c= 0, d. h. den 
Inhalt desjenigen Raumtheiles, der durch die Ungleichungen 


(a,x +--+ tmx) <1, 
0<se <1, 
o<s, £1 
= ¢n_, 


charakterisirt ist, wo jetzt die Gréssen ¢,, ..., Cm _, aus den Gleichungen 
a 


e, |, (&j)+es-+em_, l, (&m_,) = 2log|z, we pees teatn eh | 
2 2 


— 2 togn(o,s94 + sax), 


ere = (1) eee (m) 
éitm_, (ei) + tem_,tm_,(ém_,) 2log| #0 _, + + mm 





1 
—= log (a,x) $ +++ an xi) 


als Functionen von 7,,..., 2%» zu bestimmen sind. 
Nach Satz 30 ist die Anzahl 7 derjenigen Punkte mit den Co- 
ordinaten 
Ly Uy T, 2 1) Sy = Um, 


die in den durch (3) definirten Theil des x, ... %m-Raumes fallen, 
durch die Formel 
1 


M—Jt+Mt = 


g—! 


Pw = 4 
t 
dargestellt, wo M eine von ¢ abhingige Grésse bedeutet, die fiir un- 
endlich wachsende ¢ stets zwischen endlichen Grenzen bleibt. Ebenso folgt 
1 
Rema 
Tf =Ji+M't *, 
1 


joo 
T’=Jt+M"t *, 


wo M’, M”,... ebenfalls von ¢ abhingige und fiir unendlich wachsende ¢ 
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zwischen endlichen Grenzen bleibende Gréssen bedeuten. Durch Addition 


aller solchen ao) — 1 Formeln erhalten wir 


1 
THOT 4. =O! t4 (MEM 4M" +...) ™; 
und folglich ist 
6) F® =." 44 (M4 M4 M+...) b™, 


Nach der nimlichen Methode erhalten wir fiir die Anzahl G(f) 
aller durch q theilbaren Hauptideale } des Kérpers k, deren Normen 








die reelle positive Zahl ¢ nicht tiberschreiten und fiir welche (2 \= —1 
wird, 
1 
1 ee | i i. Scanian 
(6) G— i 20. 1 (N4+N'4N"+--)*, 


wo N, N’, N”, ... wiederum von ¢ abhingige Gréssen bedeuten, 
die fiir unendlich wachsende ¢ stets zwischen endlichen Grenzen bleiben. 
Durch Subtraction der beiden Formeln (5), (6) ergiebt sich 


1 


(7) o(t) = F(t) —-G)= Dt ™, 


wo D ebenfalls eine von ¢ abhiingige Grésse bezeichnet, die fiir un- 
endlich wachsende ¢ zwischen endlichen Grenzen bleibt. 
Wir haben offenbar 


1 1 
peg ee ate? (s> 1), 
3 (—)\s 
a sa "- 7 tO) 2 ) 


wenn die Summe linker Hand iiber alle zu » primen und durch a theil- 
baren Hauptideale ) des Kérpers k erstreckt wird, wihrend auf der 
rechten Seite die erste Summe iiber alle zu » primen und durch a 


gh 
theilbaren Hauptideale )‘+) mit der Eigenschaft (f —) = + 1 und die 
zweite Summe iiber alle zu » primen und durch qa theilbaren Haupt- 


=} 
ideale —) mit der Eigenschaft (©) = — 1 genommen wird. Anderer- 
seits ist mit Riicksicht auf die Bedeutung der Anzahlen F(t), G(¢) 


1 WN Ft) —Fit—1) 
2 a aes (s>1), 


(5(+)) 


G(t) — G(t—1) 
Popa —))s -2 =, (s>1) 


(y{—)) () 
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und folglich wird 
8) 1 _ HIem—oe-y 
(8) PAS Fr 2 # ? (s>1), 


wo die Summen rechter Hand stets iiber ¢ = 1,2,3,... zu erstrecken 
sind und F'(0), G(0), &(0) gleich Null zu setzen sind. Nun haben wir 
o(t) — = =" 
(4 
ae (8 aH): 
und sites 








1 —s 
et are = 3 {1—(1+ 4) {, 
Q+ 5) <1-F, @<e<) 
ist, so erhalten wir weiter 


D> eases (t — 1) => ow 2%, 0 <#<1), 


(t) (@) 


und wegen (7) und (8) folgt hieraus 


6) 1 _ Sree 
(9) 2) ip ti (s>1). 


(¢) t m 








Da nach dem vorhin Bewiesenen D fiir unendlich wachsende ¢ 


zwischen endlichen Grenzen bleibt und der Werth der unendlichen 


Reihe , 


1 
@ tm 





fiir s—= 1 gegen eine endliche Grenze convergirt, so folgt aus (9), 
dass auch die unendliche Summe 


(10) > () se (s>1) 
(b) 


eine Function von s darstellt, welche fiir s—= 1 gegen eine endliche 
Grenze convergirt. 


Setzen wir in (10) ) — aj, so gehdrt das zu » prime Ideal j der 
Classe C an und wir erhalten mit Riicksicht auf die Gleichung 


b) (2) (i 
O-@q 
aus der zuletzt bewiesenen Thatsache das Resultat, dass die tiber alle 
zu p primen Ideale j der Classe C zu erstreckende unendliche Summe 


(11) aQaw &>v 
(i) , 
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ebenfalls eine Function von s darstellt, welche fiir s == 1 gegen eine 
endliche Grenze convergirt. Bilden wir die dem Ausdrucke (11) ent- 
sprechenden unendlichen Summen unter Benutzung der h verschiedenen 
Classen des Kérpers k und addiren alle so entstehenden h unendlichen 
Summen, so erkennen wir, dass auch die iiber alle zu » primen Ideale j 
des Korpers & erstreckte unendliche Summe 


i 1 
(12) 2 (I) n@ (s>1) 
fiir s == 1 gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. 


Nun ist 
a a aT 
2 (5) n(i)* te ere 


wenn das Product [ | sver alle Primideale w des Kérpers k erstreckt 
(1) 
wird und folglich erhalten wir 


(13) log SH) HD Gap tl >, 
(i) (w) 


n (ww)? 


wobei die Summe > ebenfalls iiber alle Primideale w des Kérpers k 
(wo) 
zu erstrecken ist und wo f(s) eine Grésse darstellt, die fiir s—=1 


gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. Da (12) fiir s—1 
gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt, so muss nothwendig 
(13) fiir s =< 1 entweder ebenfalls gegen einen endlichen Grenzwerth 
convergiren oder negativ tiber alle Grenzen wachsen; in beiden Fallen 
ersehen wir mithin die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes 31. 


§ 23. 
Eine Eigenschaft primarer Primideale. 


Durch die beiden Satze 29 und 31 gelangen wir zu folgendem 
wichtigen Satze iiber primire Primideale: 

Satz 32. Wenn » ein primires Primideal ist, so ist es stets 
méglich, in k eine ganze Zahl a zu finden, so dass das Ideal (x) 
gleich »* wird und iiberdies die Zahl m nach dem Modul 2? eine 
Congruenz von der Gestalt 


x= a’, (2?) 
erfiillt, wo @ eine geeignete ganze Zahl des Korpers & ist. 


Beweis. Es sei &,,..., &m das zu Beginn von § 21 aufgestellte 
7 


System von Kinheiten in k; es seien ferner q,,...,qm, Wie in 
2 
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Satz 29, solche zu 2 prime Primideale des Kérpers k, fiir welche 
allemal 


& 


G=—1, (+1 een, 


(i,k—1,2,...,% 


ausfallt. Die Existenz solcher Primideale folgt aus Satz 18. Wir setzen 
dann » — . 

py =—(z ), qi = (1), ~~ +, im = (%m), 

5 2 2 


so dass 2*, x,,...,%m gewisse ganze Zahlen des Koérpers k bedeuten. 


2 
Wenden wir nun den Satz 29 insbesondere auf die ganze Zahl x* an, 
so ergiebt sich, dass 2* einer Congruenz von der Gestalt 


(1) a* = exj'... “2 a, (2?) 
2 


geniigt, wo ¢ eine geeignete Hinheit in k, ferner v,, ..., Um gewisse 


2 
Exponenten 0, 1 und @ eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 
Hiitten in diesem Ausdrucke (1) rechter Hand die Exponenten 9,,..., 0m 


2 

simmtlich den Werth 0, so wire bereits 7 = 2*e eine Zahl von der 

Art, wie sie Satz 32 verlangt. Wir nehmen also an, die Anzahl e 

derjenigen unter den Exponenten v,,...,Um, welche gleich 1 aus- 
z 


fallen, sei grésser als 0. 

Setzen wir 

Me W*ex'... tm, 
2 
so besitzt nach Satz 5 der relativquadratische Kérper K(/u) eine zu 2 
prime Relativdiscriminante. Fiir diesen Fall ist der Satz 26 von uus 
bereits bewiesen worden. Indem wir die in Definition 1] gebrauchten 
Bezeichnungen beibehalten, haben wir offenbar 
t=—=e+1, r®¥ee, r=ti—r*=—l, 

und nach dem Satze 26 ist folglich die Anzahl g der Geschlechter des 
Kérpers K(/) hochstens gleich 1 und also gleich 1, d. h. alle Ideal- 
classen des Kérpers K(/u) sind vom Hauptgeschlecht. 

Aus der eben bewiesenen Thatsache, ziehen wir folgende Schliisse: 
es sei rt irgend ein zu 2 primes Primideal in k mit der Eigenschaft 


({)=+1, 


so dass r nach Satz 7 in K(/u) in das Product zweier Primideale 
R, SR zerfallt. Soll nun R zum Hauptgeschlechte gehéren, so muss 
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das Charakterensystem dieses Primideals im Kérper K(/u) aus lauter 
Einheiten + 1 bestehen; es muss also das Charakterensystem einer 
Zahl €o, wobei € eine geeignete Einheit in k und @ eine ganze Zahl 
in h mit der Higenschaft r* = (g) bedeutet, ein aus lauter Kinheiten 
+ 1 bestehendes Charakterensystem besitzen. Wir bilden insbesondere 
den Charakter der Zahl €@ in Bezug auf das in der Relativdiscrimi- 


nante von K(j//u) aufgehende Primideal » und erhalten dadurch 
Ee,u Eo 
(52-F) a (=) m+ i, 
und wenn wir beriicksichtigen, dass » ein primiares Primideal ist, 
so wird 
Be © t 
M@=-Q=-G=t1, 
d. h. jedes Primideal r fiir welches (*) =-+ 1 ausfallt, besitzt auch 
die Eigenschaft (<) oot 1. 
Wir bestimmen nun an Stelle der Primideale q,,..., qm irgend 
2 


m 


3 andere Primideale q,’, . .., qm mit den entsprechenden Kigenschaften 
2 


&; & . 
(==. Q)a+1 cen, 
(i,k =1,2,---,2 

und setzen wiederum q,'* = (x,’), ...) Gm* = (%m), WO %, 2.) %m 
¥ ? ¥ 

ganze Zahlen in k sind; sodann denken wir uns die simmtlichen 
Schlussfolgerungen dieses Beweises fiir das neue System von Prim- 
idealen q,’,..., Gm wiederholt. Auf diese Weise gelangen wir zu einem 

2 
Ausdruck 


, 
°m 


wom tex” 2m = a’?, (27), 
a2 
in dem & eine gewisse Kinheit und »,',..., 0m gewisse Exponenten 
0, 1 bedeuten. Hiitten hier die Exponenten “.. - +) Um Simmtlich den 
Werth 0, so wire wiederum 2 = 2*¢' eine Zahl von ia Art, wie sie 
Satz 32 verlangt; wir nehmen also an, dass diese Exponenten 2 ',...,0n 
nicht simmtlich gleich 0 ausfallen und folgern dann wie verbin, 


dass jedes Primideal r, fiir welches (*) =-+ 1 ist, auch die Eigen- 


schaft (<) = + 1 besitzt, 
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Wir bezeichnen nun kurz mit r, alle diejenigen Primideale in k, 


fiir welche 
u 
(f)—+1 


ist und mit t,,' alle diejenigen Primideale in k, fiir welche zugleich 


(f.)——1 und (4)=+1 


ausfallt, ferner mit r+, r(-) diejenigen Primideale, fiir welche 


(=). +1. bez. (<-)—1 


wird. Da die Zahlen w, pw’ sicher nicht Quadrate von ganzen Zahlen 
in k sind und bei unseren Annahmen das Niamliche auch fir das 
Product wu’ gilt, so folgen aus Satz 17 die Gleichungen 
> avr = seg th, (@>V) 
- ) 2 Sag Fee , 
(2) — 


= log ~~ + fuu'(8), (8 > 15 
(Tape) ae 


hier sind die unendlichen Summen iiber alle Primideale r, bez. t,,’ 2u 
erstrecken und /,(s), fuy’(s) bedeuten Functionen der reellen Verander- 
lichen s, welche stets zwischen endlichen Grenzen bleiben, wenn s 
sich dem Werthe 1 nihert. 

Die Primideale r, sind offenbar simmitlich von den Primidealen 
Tuy’ Verschieden und da nach dem vorhin Bewiesenen die Primideale 
Tu» tuw’ Sdmmtlich unter den Primidealen r(Y) vorkommen, so haben wir 


2 HEL HEP yt Pron, tua) 


(cr? 
und folglich wegen (2) 
(3) Dees” Bt ful) + haw (9)3 


(5”) 


hier sind die unendlichen Summen wiederum itber alle Primideale mit 
den betreffenden Kigenschaften zu erstrecken. 

Die Primideale r+), 1) erschépfen offenbar, wenn man von dem 
einen Primideale » absieht, die simmtlichen Primideale w in & und 
es ist daher 
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> anv n( n (r+) + Aer =~ "sar ghee 


(4) (3) ») 





wo die Summe > aber simmtliche Sainte w in & erstreckt werden 


(ww) 
soll und f(s) wiederum eine fir s=1 zwischen endlichen Grenzen bleibende 
Grésse bezeichnet. Aus (3) und (4) zusammen folgt die Ungleichung 


(5) Aro a “a Ty > + log —*— + 24,(8) 
. + 2faw (8) — f(s). 


Wegen : 
a aay ts 2 “oO < nw)? 
*» 
enthalt die Ungleichung (5) unmittelbar einen Widerspruch gegen den 


Satz 31 und mithin sind unsere Annahmen zu verwerfen, d. h. es miissen 
die Exponenten v,,...,%m in der Congruenz (1) oder das zweite Mal 
2 


die Exponenten v,’,..., Um in der entsprechenden Congruenz simmtlich 


0 sein; dann ist aber, wie bereits hervorgehoben wurde, 7 = 2*<« bez. 
a == 2*e eine Zahl von der Art, wie sie der Satz 32 verlangt und 
damit haben wir die Richtigkeit dieses Satzes erkannt. 

Auch die Umkehrung des Satzes 32 ist giiltig, wie der folgende 
Satz zeigt: 

Satz 33. Wenn = eine ganze Zahl in k bedeutet, welche dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 2? congruent ausfallt, und wenn 
iiberdies (x) gleich p* ist, wo » ein Primideal in k bedeutet, so ist 
dieses Primideal » stets primiir. 

Beweis. Wir betrachten den Kérper K(x): Wegen Satz 4 und 5 
besitzt die Relativdiscriminante dieses Kérpers nur den einen Prim- 
factor ». Mit Hiilfe von Satz 22, nach der Bemerkung am Schluss von 
§ 15, und bei Anwendung der Bezeichnungsweise dieses Satzes 22 fiir 
den Kérper K(j/z) erhalten wir wegen ¢ = 1 die Ungleichung 


1+o%—F>0 dh >". 
Da andererseits v* nach § 11 nicht grésser als > sein kann, so haben 
wir v* = >i es ist mithin jede Einheit € in & die Relativnorm einer 
Einheit des Kérpers K(j//z) und hieraus folgt nach Satz 9 


= (= 41, 


d. h. » ist ein primares Primideal. 
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§ 24, 


Zwei besondere Fille des Reciprocititsgesetzes fiir quadratische Reste 
im Koérper k. 

Auf Grund des Satzes 32 kénnen wir folgende neue Definition 
aufstellen : 

Definition 15. Wenn » ein primires Primideal in & ist und 
py’ = (z) wird, wo z eine solche ganze Zahl in k bedeutet, die dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 2? congruent aus- 
fillt, so nenne ich w eine Primirzahl des primiren Primideals y. 
Wegen Satz 28 ist die Primarzahl x durch das primire Primideal » 
bis auf das Quadrat einer EKinheit in & bestimmt. 

Satz 34. Es sei » ein primires Primideal in & und r ein be- 
liebiges Primideal in k; ferner sei a eine Primarzahl von » und @ 
irgend eine ganze Zahl in k, so dass (9) =r" wird: wenn dann 
(=) = +1 ist, so faillt auch (2) = +1 aus, 

Beweis. Mit Riicksicht auf Definition 15 und wegen Satz 4 


und 5 besitzt die Relativdiscriminante des Kérpers K(/z) nur den 
einen Primfactor », und daher ist wegen Satz 26 in diesem Relativ- 
kérper die Anzahl der Geschlechter gleich 1, d. h. es gehdren alle 


Ideale des Kérpers K(j//x) dem Hauptgeschlechte an. Wegen der An- 
nahme (*) = +1 ist nach Satz 7 r in K(j/z) in das Product zweier 


Primideale zerlegbar; fiir den Charakter eines jeden dieser beiden 
Primideale erhalten wir den Werth 


CF} ~ G+, 
womit der Satz 34 bewiesen ist. 


Satz 35. Wenn yp, »* zwei primaire Primideale in k und z, 2* 
bez. Primarzahlen von p, p* sind, so gilt die Gleichung 


b 4 a* 
(=) = G)- 
Beweis. Im Falle (<) = -+ 1 folgt die Richtigkeit dieses Satzes 
unmittelbar aus dem Satze 34. Nehmen wir andererseits (3) =—1 
. a* . « a* 
an, so muss nothwendig auch (=) = — 1 sein; denn wire (=) =+1, 


so wiirde aus dem niimlichen Satze 34 die Gleichung (=) =-+ 1 folgen, 
was der Annahme widerspricht. 


Mathematische Annalen, LI. 
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§ 25. 
Das Product IT (8 ) fiir ein zu 2 primes » und bei gewissen 


(iw) 
Annahmen iber u. 


Wir sind jetzt im Stande, einen weiteren wichtigen Bestandtheil 
des Reciprocititsgesetzes fiir quadratische Reste im Kérper k abzuleiten. 

Satz 36. Wenn v, w zu 2 prime ganze Zahlen in k sind und 
tiberdies die Zahl u dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem 
Modul 2* congruent wird, so ist stets 


ITez)-+, 
(tv) 
wo das Product tiber stimmtliche zu 2 primen Primideale w des Kor- 
pers k erstreckt werden soll. 

Beweis. Wir nehmen erstens v gleich einer Zahl x des Kérpers k 
an, die von der Beschaffenheit ist, dass das Ideal (x) die h'e Potenz 
eines nichtprimiren Primideals q in k wird; die Zahl w dagegen sei 
ein Product von lauter Potenzen primirer Primideale. Bedeuten 
di, - ++, de diejenigen unter diesen Primfactoren von mw, die in w zu 
einer ungeraden Potenz aufgehen, so finden wir, wenn bez. 0,,..., 0; 
Primarzahlen von },,..., d¢ bezeichnen, bei Anwendung des Satzes 28 
leicht die Gleichung 
(1) pad; ... 007, 
wo @ eine geeignete ganze Zahl in k& bedeutet. Wir betrachten den 
Kérper K(//u); nach Satz 4 sind d,,..., d¢ die in der Relativdiscrimi- 
nante von K(j/u) aufgehenden Primideale. Da diese ¢ Primideale 
simmtlich primar sein sollen und mithin fiir jede Einheit & stets 


(75) we ($)=41, (¢—=1,2,..., 4) 


ausfallt, so ist » == ¢ die Anzahl der Charaktere, welche das Geschlecht 
einer Classe in diesem Kérper K(/u) bestimmen; es giebt daher nach 
Satz 26 in K(/u) hodchstens 2*-! Geschlechter. 


Wir weisen nun nach, dass im Kérper K(j//u) wirklich 2-1 Ge- 
schlechter vorhanden sind. Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit 
C;, +++, @ irgend ¢ solche Kinheiten + 1, deren Product gleich + 1 
ist, und bestimmen dann ein Primideal » in k&, welches den Be- 
dingungen 


(2) (sass, (Faas, 
i] 3, 
®) G) mar G) =a 
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gentigt, wobei ¢,,..., ém das zu Beginn von § 21 aufgestellte System 
2 


von Hinheiten in & bedeuten soll; nach Satz 18 giebt es sicher Prim- 
ideale » von der verlangten Beschaffenheit. Wegen (2) ist » ein 
primiires Primideal; es sei a eine Primirzahl von ». Nach Satz 35 
folgen aus den Gleichungen (3) die Gleichungen 


‘ (E)m a (Rae 


Wenn wir die-Gleichungen (3) miteinander multipliciren, erhalten wir 
wegen (1) und wegen ¢, ... ¢;—=-+1 die Gleichung 


(8-2, 


d. bh. » zerfallt im Kérper K(j/u) in zwei Primfactoren. Die Charak- 
tere eines jeden dieser Primfactoren stimmen wegen (4) mit ¢,,..., ¢% 
iiberein. Die Anzahl der méglichen Systeme von Einheiten ¢,,..., ¢; 
mit der Bedingung c, ... ¢, = + 1 ist offenbar 2‘~'; es existiren daher 
wirklich so viele Geschlechter, und da es nach dem vorhin Bewiesenen 
eine gréssere Anzahl von Geschlechtern nicht geben kann, so erkennen 
wir hieraus die Thatsache, dass das Charakterensystem c¢,,..., ¢ eines 
jeden Geschlechts im Kérper K(/u) nothwendig die Bedingung 
C, ++. G% =+1 erfiillen muss. 

Um aus dieser Thatsache unter den an erster Stelle gemachten 
Annahmen den Satz 36 abzuleiten, nehmen wir zunichst an, es sei 


(£)— +1. Dann zerfallt q in K(/u) in zwei Primfactoren; das 


Charakterensystem eines jeden dieser Primfactoren ist 


SE an f-.), ..+, Foe fh. 
(FS) = Ci)» GP) = Ge) 
Da das Product dieser Charaktere nach dem vorhin Bewiesenen gleich 
+ 1 sein soll, so folgt wegen 


(3#)=(t)=41 
nothwendig die Gleichung 
‘(%,u 
[TCH=+1 
(1) 
wenn das Product iiber alle zu 2 primen Primideale w des Kérpers k 


erstreckt wird; diese Gleichung zeigt unmittelbar die Richtigkeit der 
Behauptung. 





Ist dagegen (*) =—1, so bestimme man ein von den Prim- 


idealen ),, ..., 0, verschiedenes primiires Primideal » von der Art, 
5* 
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dass (=) = — 1 ausfallt; nach Satz 18 ist dies stets méglich. Be- 


zeichnet x eine Primirzahl von », so muss nothwendig auch (=)= —1 


ausfallen, weil im entgegengesetzten Falle aus Satz 34 (“)=+1 


folgen wiirde. Nunmehr ist (“*) =-+1, und wenn wir daher in 


der voranstehenden Betrachtung an Stelle von w jetzt wa nehmen, so 
geht aus derselben die Gleichung 


hervor. Es ist aber 


MWTCD-@@=++1 


(1) 





und folglich 
6) HGH =+3 
(1) 
damit ist die Behauptung des Satzes 36 unter den an erster Stelle 
gemachten Annahmen als richtig erkannt. 

Wenden wir die Formel (5) insbesondere auf den Fall an, dass p 
eine Primarzahl a eines primiaren Primideals » ist, so erhalten wir die 
Gleichung 

"(2“,% % 1m . 
6 IT)-@@)=+1 
to 
es ist folglich stets 
(1) G~G} 

Wir behandeln zweitens den Fall, dass » eine Primiirzahl a eines 
primaren Primideals » sei, waihrend die Zahl uw beliebige primire oder 
nichtprimare Primideale enthalten mége. Setzen wir (u) = 1,1, ..., 
WO t,, T,,--- Primideale sind, und bezeichnen g,, @,, ... ganze Zahlen 
in k, so dass 

(01) = Ty, (2) = ty, -- 
ausfallt, so wird 
U* = 10102 -- +> 
wobei 4 eine Einheit in & sein muss. Bei Anwendung der dritten 
Formel des Satzes 14 erhalten wir 


, , h , , , 
© TG)-T G)-N Go G2IT ee 
(1) (to) (ww) (1) (10) 
Andererseits ist mit Riicksicht auf Satz 13 


@) =) ~G@)- +1. 


(1m) 
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Ferner gelten die Gleichungen 


wy ITES)-@)g)-4 Gana. 


(ww) 
wie wir fiir ein primiires ry; aus Satz 35 und fiir ein nichtprimires 1; aus 
Formel (6) schliessen. Nunmehr fiihrt die Gleichung (8) in Verbindung 
mit (9) und (10) zu der Gleichung 


(11) : TT G@S=41 

(ww) 
und diese lehrt die Richtigkeit des Satzes 36 fiir den an zweiter Stelle 
behandelten Fall. 

Wir nehmen drittens an, es sei v gleich einer Einheit ¢ in k, 
wihrend w beliebige primaire oder nichtprimire Primideale enthalten 
mige. Wir betrachten den Relativkérper K(j//u). Bedeuten, wie in 
unserem ersten Falle, d,,..., d, diejenigen unter den Primfactoren 
von @, die in w zu einer ungeraden Potenz aufgehen, und sind 
0,,..., 0, soleche ganze Zahlen in k, dass 

(8,) = dt, ..., (8) = dF 
wird, so finden wir eine Gleichung von der Gestalt 
(12) p* == 40, ... 8,0, 
wo » eine Kinheit in & und @ eine ganze Zahl in k& bezeichnet. Nach 
Satz 4 sind »,,..., d; die in die Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) 
aufgehenden Primideale. Wir bezeichnen mit r die Anzahl der Cha- 
raktere, die das Geschlecht einer Classe in K(j//u) bestimmen, und es 
seien unter den Primidealen »,, ..., d, die Primideale },, d)-1, ..-, Dp41 
nach der in Definition 11 gemachten Vorschrift ausgewihlt. Dann 
beweisen wir folgende Thatsache: wenn ¢,,..., ¢- irgend r Hinheiten 
+1 sind, deren Product c,...c¢,-=-+ 1 ausfallt, so giebt es im 
Korper K(j//u) stets Ideale, deren Charaktere mit c,, ..., ¢, tiberein- 
stimmen. In der That nach Satz 18 giebt es in & sicher ein Prim- 
ideal », welches den Gleichungen 


é m 


mo Gan. ae 
B= «spew 


(eta tin (Bam 


geniigt. Wegen (13) ist » ein primires Primideal; es sei a eine 
Primarzahl von ». Vermdge des Satzes 35 bez. der Relation (7) folgen 
aus (14) die Gleichungen 


(14) 
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(Syme Joe 
Ga)am ho Gath 


Da ¢,... ¢-==-+ 1 sein soll, so erhalten wir aus (14) 


(2-5) 7" 
und folglich ist wegen (12) 


ph “ 
(F)-@—+1, 

d. bh. » zerfallt in K(/u) in zwei Primfactoren. Die Charaktere eines 
jeden dieser Primfactoren stimmen wegen (15) mit c,, ..., ¢, iiberein. 

Da die Anzahl der Systeme von je r Einheiten c,,..., ¢, mit der 
Bedingung ¢, ...¢,=-+ 1 gleich 2” ist und andererseits nach Satz 26 
im Korper K(/u) nicht mehr als 2"! Geschlechter existiren kénnen, 
so schliessen wir, wie in unserem ersten Falle, dass das Charakteren- 
system ¢,,..., ¢ eines jeden in K(/u) vorhandenen Geschlechtes 
nothwendig die Bedingung ¢, ... ¢, = -+ 1 erfiillen muss. 

Um aus dieser Thatsache im gegenwirtigen dritten Falle den 
Satz 36 zu beweisen, sei » ein Primideal, welches den Bedingungen 


a6) (#)— +41, 


(15) 





é m 


(17) #) = 41, (*) =41,--,(2)=41, 


é 8 é 

oF ) anf — tt) aw (— ee 2 Pe ee 
(18) ( . )-(<): ( . ) (.). , (++) (=) 
geniigt. Wegen der Gleichung (16) zerfallt » im Koérper K(/u) in 
zwei Primfactoren und wegen der Gleichungen (17) ist » ein primiires 
Primideal; es sei x eine Primirzahl von ». Wegen (18) erhalten wir 
unter Benutzung des Satzes 35 bez. der Relation (7) die Gleichungen 


ea, ex\ _(#\ (7\_ 
ad (*)-G)-G) G)= + 
@—r+1,r+2,..., 4) 
und daher haben die yr Charaktere eines Primfactors von » folgende 


Werthe 
(Et). (REY (8) 


Nun muss nach dem vorhin Bewiesenen das Product dieser Charaktere 
gleich + 1 sein; dies liefert mit Riicksicht auf (16) und (19) die 
Beziehung 
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Gt. 


(w) 
und da wegen der an zweiter Stelle bewiesenen Thatsache 
, 2, u 
WGH=++1 
(w) 
sein muss, so folgt auch die Gleichung 
(8,u 
(20) ITGf=+1, 
(1) 
womit der Satz 36 unter den an dritter Stelle gemachten Annahmen 


als richtig erkannt ist. Das Product IT ist hier wie auch im Fol- 
(1v) 

genden stets iiber alle zu 2 primen Primideale w des Korpers k& zu 

erstrecken. 

Wir machen viertens die Annahme, dass v die h'* Potenz eines 
nichtprimiren Primideals q sei, und setzen (x) = q*, wo * eine ganze 
Zahl in k bedeutet; die Zahl w enthalte jedoch beliebig viele primire 
oder nichtprimire Primideale als Factoren. Wir betrachten den Kérper 
K(/u), wenden fiir ihn die Bezeichnungen wie im vorigen Falle an 
und entnehmen aus der Behandlung dieses dritten Falles die That- 


sache, dass das Product der r Charaktere eines Geschlechtes in K(j//u) 
gleich +1 sein muss. Es sei zuniichst (7) =-+1; dann zerfallt q 


im Kérper K(j‘u) in zwei Primfactoren. Die r Charaktere eines 
jeden dieser Primfactoren von q sind, wenn & eine geeignete Kinheit 
in k bedeutet, und im Uebrigen die Bezeichnungsweise, die im dritten 
Falle benutzt wurde, beibehalten wird: 


6 Ex, uw Ex, u Ex, uw 
@) (Par) CRA) ES) 
wihrend iiberdies die Gleichungen 
Ex,w\ Ex, w\ __ woe, (See) 
a) (Fe )eti, (tm th--, Get) a—+1 
gelten. Durch Multiplication dieser Gleichungen (21), (22) folgt leicht 


TG) -@Q-=+1 


(1) 





und vermége der im dritten Falle bewiesenen Relation (20) schliessen 
wir hieraus 


(23) TT@S=+41. 


(wv) 
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Fallt andererseits (*) — 1 aus, so bestimmen wir ein primires 
Primideal » von der Art, dass (=) = —1 ausfallt. Bezeichnet 2 eine 
Primarzahl von p, so erhalten wir wegen (7) (=)= — 1 und folglich wird 


(=*) =-++1. Nach der eben bewiesenen Formel (23) folgt mithin, 


wenn wir jetzt zw an Stelle von w nehmen, 
'( *, mu 
JIGS) —+1 
(w) 
und hieraus wiederum mit Hinzuziehung von (11) 


(24) [TG =+41: 


(1) 





damit ist der Satz 36 auch unter der vierten Annahme bewiesen. 

Wir beweisen endlich den Satz 36 allgemein. Zu dem Zwecke 
setzen wir 

v* = £0102 -- +, 

wo « eine Einheit in k und @,, @, ... sei es Primirzahlen von 
primiren Primidealen sei es solche ganze Zahlen in k bedeuten, die 
h'e Potenzen von nichtprimiren Primidealen darstellen. Dann ent- 
nehmen wir aus (20), (11), (24) die zu beweisende Gleichung 


, , h 
a v,uU 
HCA = IT y= +1. 
(10) (10) 
Der Satz 36 enthilt bereits wesentliche Bestandtheile des quadra- 
tischen Reciprocitatsgesetzes zwischen den zu 2 primen Zahlen im 


Koérper k. Wir fassen einige wichtige Folgerungen des Satzes 36 in 
nachstehendem Satze zusammen: 


Satz 37. Bedeuten v, u, v*, u* irgend welche ganze Zahlen 
in k, die zu 2 prim sind und nach dem Modul 2? den Congruenzen 


v=, w=", (2?) 


geniigen, und fallt tiberdies » zu w und »* zu u* prim aus, so gilt 


stets die Formel , : 
HOH=-G &)- 


Bedeuten v, w irgend welche zu einander und zu 2 prime ganze 
Zahlen in k, von denen wenigstens eine dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in & nach 2? congruent ausfillt, so gilt stets die Formel 


(>) = (8). 
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Beweis. Unter den zuerst gemachten Annahmen haben wir 
nach Satz 36 


Te2)-T Cp Te -+» 


IT ez)- Tee - 1 
und isin 
ITC) - TG) 


hieraus entnehmen wir leicht die erste Aussage des Satzes 37, Die 
zweite Aussage folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes 36. 

Die Formeln das Satzes 37 kénnen auf die mannigfaltigste Weise 
durch numerische Beispiele bestitigt werden. 


§ 26. 
Das primaire Ideal und seine Eigenschaften. 


Wir erweitern die Definition 13 in folgender Weise: 
Definition 16. Ein solches zu 2 primes Ideal « des Kérpers k, 
in Bezug auf das fiir jede Hinheit € in k 


5 
(=) o> 3 
ausfallt, heisse ein primdres Ideal; dagegen mégen diejenigen Ideale 
nichtprimdr genannt werden, in Bezug auf die jene Gleichung nicht 
fiir jede Einheit § erfiillt ist. 

Auf Grund des Satzes 36 gelingt es nun, den Satz 32 in folgender 
Weise zu verallgemeinern: 

Satz 38. Hs sei a ein beliebiges primiires Ideal in &: dann ist 
es stets méglich, in k eine ganze Zahl @ zu finden, so dass das Ideal («) 
gleich q* wird, und iiberdies die Zahl @ nach dem Modul 2? dem 
Quadrat einer ganzen Zahl des Koérpers k congruent ausfallt. 

Beweis. Es sei a* irgend eine ganze Zahl in k, so dass 


(a*) = a" wird. Bezeichnen ferner q,,..., Gm %1>+++) %m die *; Ideale 
2 z 
bez. gauze Zahlen, wie in Satz 29, so ist nach dem dort Bewiesenen 


jede ganze zu 2 prime Zahl nach dem Modul 2? in einer gewissen 
Gestalt (vgl. S. 50) darstellbar; wir diirfen danach insbesondere 


(1) | a* = ext... x? Bt, (2%) 
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setzen, wo é* eine geeignete Kinheit in k, ferner v,,..., Um gewisse 

2 
Exponenten 0, 1 und # eine geeignete ganze Zahl in & bedeutet. 
Da wegen (1) die Zahl 


oc* e* xs! 


ro} 3 20/3 


congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach dem Modul 2? 
ausfallt, so ist nach dem Satze 36 fiir jede Einheit € in k 


E, a*e* xy... x 
wi. 


(1) 





und folglich 


(Cg) Oe 


da nach Voraussetzung (£) = -+ 1 sein soll, so entnehmen wir hieraus, 
dass fiir jede Einheit § in k die Gleichung 


(A) a+ 


bestehen muss. Indem wir hierin der Reihe nach fiir § die in § 21 
aufgestellten Hinheiten ¢,,..., &, einsetzen, schliessen wir aus den 
2 


Formeln 8. 50, dass die Exponenten »,, ..-, Ym sammtlich gleich 0 
2 

sind, und daher ist wegen (1) a = a*e* eine ganze Zahl.in k von 

der im Satze 38 verlangten Beschaffenheit. 

Die Umkehruug des Satzes 38 stellt eine Verallgemeinerung des 
Satzes 33 dar und lautet, wie folgt: 

Satz 39. Wenn a ein zu 2 primes Ideal in k und a@ eine ganze 
Zahl in & von der Beschaffenheit ist, dass das Ideal (a) gleich «* wird 
und iiberdies die Zahl @ nach dem Modul 2? dem Quadrat einer ganzen 
Zahl des Kérpers k congruent ausfallt, so ist q ein primires Ideal in k. 

Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir aus Satz 36, wenn 
wir in der Gleichung dieses Satzes 36 fiir » eine beliebige Einheit § 
in k und fiir w die Zahl « nehmen. 
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§ 27, 


Beispiele fir die Sitze 32, 33, 38, 39. 


Die Sitze 32, 33 entsprechen dem bekannten Satze aus der Theorie 
der rationalen Zahlen, demzufolge — 1 quadratischer Rest oder Nichtrest 
nach einer rationalen positiven Primzahl ist, jenachdem diese von der 
Form 4n-+ 1 oder 4n-+ 3 ausfallt. Zur Erlaiuterung und Bestiti- 
gung der genannten Sitze 32, 33, wie der allgemeineren Sitze 38, 39 
modgen folgende Beispiele dienen: 

Beispiel 1. Der quadratische Kérper k(Y—7) hat die Classen- 
anzahl h =1; er besitzt zwei Einheitenverbinde, nimlich diejenigen, 
die durch die Einheiten + 1 und — 1 bestimmt sind. Die Zahlen 


8, y—t, 8497-71, 447-1, 1497=1, 
sind Primzahlen mit den Normen bez. 

-...% 11, 23, 29. 
Nun gelten die Congruenzen: 

—1=(y/—7)*, (3) und —1= 12%, (1+2yY—7); 
also haben wir im Kérper k(/—7) 


= )o+1 und (aaa) ~ rss 


d. h. die Primideale (3) und (1+ 2/—7) sind primar. Dagegen 
finden wir mittelst Satz 1 


11—1 


GA)-CO = Gagan at 


‘ = 
- ; , 
(VF) - ODT hs 
d. h. die Primideale (/—-7), (2+/—7), (4+/—7) sind nicht- 
primar. In Uebereinstimmung mit dem Satze 32 haben wir in der That 
—3=1, 2?) und —1—2/—7=12?, (22), 
d. h. —3 und —1—2/—7 sind Primiirzahlen der Primideale (3) 
bez. (1+ 2//—7). Dagegen ist von den sechs Zahlen 
+¥—7, +@+/—1), +4@+V—7) 
keine dem Quadrat einer ganzen Zahl in k(j/—7) nach dem Modul 2? 


congruent, womit Satz 33 bestatigt wird. 
Nach Definition 16 sind die Ideale 


(/—7) (24+Y—7) =(—7+ 2y/—7), 
(Y—7) (4+/—7) = (—7+4/—7) 
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primar; in der That gelten in Bestiétigung des Satzes 38 nach dem 
Modul 2? die Congruenzen 


—(—7t+9/-D=", @®. 
—7+4/—7 =122, (2?). 
Beispiel 2. Der biquadratische Kérper k (/— 1, 5) hat die 


Classenanzahl h = 1; wir setzen i = /— 1 und @ th so dass 


?-+1=—0 und # —#—1=0 wird. Der Koérperk (i, #) besitzt 
4 Einheitenverbainde, niimlich diejenigen, die durch die EKinheiten 
1, ¢, &, «@ bestimmt sind. 

Die Zahlen 
(1) t+, 342i, 2148, 1—20+78, 1421428, 3i1+¢4 


sind Primzahlen mit den Normen bez. 








5, —-:18%, 8, 4l, 89, 109. 
Wir finden nun leicht mittelst Satz 1 im Kérper k(i, #) die Gleichungen 
GF  GA)-Gi)--1, 
Gaa=+1, Gfy—+1, 
Gy)--h ae —+1, 
ae) — +1, (ea) —— 1, 
(quye)— +1, Gaargee) +1, 
—— sa) -— 


Dem Satze 33 zufolge darf daher keine der vier Primzahlen i + 9@, 
2i+ @, 1 — 28+ i%, 3¢-+ @ nach dem Modul 2? einem Ausdrucke 
von der Gestalt i*#°a? congruent sein, wo u,v gewisse Werthe 0, 1 
haben diirfen und a@ irgend eine ganze Zahl in k (i, #) bedeutet; 
dagegen muss nach Satz 32 jede der beiden iibrigen Zahlen aus der 
Reihe (1) einer solchen Congruenz geniigen. In der That ist 
3+ 2i1=0(1—i—@)*, (2?) und 14 214+ 28=(14+ 80-479)’, (2”). 
Aus der obigen Tabelle erkennen wir ferner, dass die Ideale 

(i+9) Gi+9) = (—-249+44i9), 

(¢+ 4) (21+ 4) (1—28+78) = (—6 —5i—28— 318) 
primar sind; in der That gelten in Bestitigung der Sitze 38 und 39 
die Congruenzen : 

—~2+%+4 410= — (1-4), (2?), 
— 6 — 51 — 20 — 3108 = — i(1+i-—B), (2°). 











TFS AT NS Ee 


laa 


er 








dem 


t die 

dass 
asitzt 
eiten 


ingen 


+ 4, 
lrucke 
e 0,1 
leutet; 
us der 


27), 
le 


ind 39 





ERT IOS TI 


KR 


ES 


PY TAT, 


Sy 





Relativquadratischer Zahlkérper. 17 


Beispiel 3. Der biquadratische Kérper k (V1 +4 /— 1) hat die 
Classenanzahl hk = 1; wir setzen i = /—1 und @ ——, 


dass #2? — @—i—O wird. Der Kérper k(j/#) besitzt 4 Einheiten- 
verbiinde, nimlich diejenigen, die durch die Kinheiten 1, i, 0, i@ 
bestimmt sind, 

Durch Zerlegung der Zahl 5 erhalten wir in k(j/#) die drei 
Primzahlen 


(2) 2+%, 144, 2—4; 

das Product der beiden letzteren ist gleich 2—7% und das Product 
aller drei Primzahlen ist gleich 5. Wir finden leicht in diesem 
Korper k(#): 


#—1 5—1 











® Gai =4+1 Ga- --1 GQa-1. 
und 
i ona 


und in der That ist keine der drei Primzahlen (2) nach dem Modul 2? 
einem Ausdruck von der Gestalt i“#*a? congruent, wo uw, v gewisse 
Werthe 0, 1 haben und a@ irgend eine ganze Zahl in k(#) bedeutet. 
Dagegen ist 5= 1? nach 2? und wegen (3), (4) haben wir 


G)-Ga GaGa) =-+1, 
@-QHa@)-+1 


d. h, das Ideal (5) ist in Uebereinstimmung mit Satz 39 primir. 
Die Zahl 37 ist in &(#) gleich dem Product der drei Primzahlen 


6+ i, —3+ 4, 2+. 
Wir finden leicht 
t) t a 
(5) Ga) maps, (—,) ee By Gs) wes 
und 
. a a a 
(6) sv——1, (“~)=+1, Ga) = -1- 
Die Primfactoren von 37 sind ebenso wie diejenigen von 5 sammtlich 


nichtprimir; dagegen ist das Ideal (37) primar. Ferner sind wegen 
(3), (4), (5), (6) die Ideale 


(2+4) (6+), ((1+4)(3—®)), ((2—8) @+8)) 


primar; in der That gelten in Uebereinstimmung mit Satz 38 die 
Congruenzen 
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Q+NC+)N=A+H, (2%, 
— (144) 3-8) =(1—8),  (), 
—(2—8)2+%9)= 0 , (). 

Die Zahlen 3 und 7 sind in k(#) unzerlegbar, und da —3= 1? 
und — 7= 1? nach dem Modul 2? ausfillt, so miissen nach Satz 33 
(3) und (7) primiire Primideale mit den Primirzahlen — 3 und —7 
sein. In der That sind die Hinheiten i, # beide in k(#) quadratische 
Reste nach den Moduln (3) und (7); denn wir haben 


3*#—1 v~—1 


(f)=8 =—+1 und (f)=iF =+1 
sowie ferner 
$=(1—8+i0), (3) umd &#=(14+3i—30—i8), (7). 


Beispiel 4. Der biquadratische Kérper k(j/—2) hat die Classen- 
anzahl h = 1; wir setzen # = j/— 2, so dass 94+ 2—0 wird. Der 
Kérper k(@) besitzt 4 Einheitenverbande, nimlich diejenigen, die durch 
die EKinheiten 1, —1, «, —é bestimmt sind, wobei zur Abkiirzung 


e=1—#+ 3 
gesetzt ist. 








Die Zahlen 
, t-®, 1+, 1+ 8—29? + 293, 
(7) 14+ 9420? +93, 1+29— 9 
sind Primzahlen ersten Grades in k(#) mit den Normen bez. 
3, 3, 19, 
59, 73; 
wir schliessen hieraus mittelst Satz 1 
—1 = 
of =—--} Ca nS, (aes cone Bg 
—1 
pee wwe, (aH a= +1. 


Die Zahl # geniigt nach den Primzahlen in (7) bez. den Congruenzen 


$=1, e=>— 1, — 
a= 6, =— $l 
und daher gelten fiir ¢ bez. nach jenen Primzahlen die Congruenzen 
e=1, e«=-1, = 3, 
e= 4, é=— 18. 


Da nun im Bereiche der rationalen Zahlen 1 quadratischer Rest nach 3, 
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—1 Nichtrest nach 3, 3 Nichtrest nach 19, 4 Rest nach 59 und 
— 18 Rest nach 73 ist, so haben wir im Kérper k(#) die Gleichungen 


(“s)=4+1, Gpa)=-1 Goesete ss 





(9) 





é é 
Gaerrepe)—+1, G +29—-8 mays. 
Wegen (8), (9) ist von den fiinf Primzahlen in (7) nur die letzte 
primar und in der That gilt in Bestiatigung des Satzes 32 nach dem 
Modul 2? die Congruenz 

—(1+20-#)=(lfo+orpay, %, 
so dass — 1 — 24 - @ eine Primiarzabl des Primideals (1-+-24— #9") 
wird. 
Die Zahlen 
1— 28 + 28°, 1 — 48? + 28° 
sind Primzahlen zweiten Grades in k(#) mit den Normen bez. 
¥, 31°, 
Zuniichst ergiebt sich 
= pene 
(saa) — * pee 4 
Ferner finden wir mit Benutzung der Congruenz 
#=84+3, (1—28+4 28°) 
leicht, dass ¢ quadratischer Nichtrest nach 1 — 26 + 28° ist, d. h. 
wir haben 
& 
(- era 2, 
und die Primzahl 1 — 2@- 28? ist mithin nichtprimér. Dagegen 
gilt die Congruenz 
—1+4+ 4% — 28 = (1+ & + 8), (2°). 
Nach Satz 33 muss mithin (1—4°+ 2%) ein primires Primideal 
sein. In der That haben wir 
anil wt! 
Cae DF = +1 
und tiberdies gilt die Congruenz 
@==(3-—20), (1—48°+28%). 
Endlich sind wegen (8), (9) die Ideale 
(1+) (1+0—204295)), ((1—#) (1+0+428°+ 8°) 
primar und in .Bestitigung des Satzes 38 finden wir in der That 
~ (149) (1402674209 =(1+e+er+ay, (2, 
— @(1—8) (1404284 BS) =? » (2?). 
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Die Zah] 5 ist in k(#) unzerlegbar und wegen 5= 1? nach 2? 
ist mithin dem Satze 33 zufolge (5) ein primiires Primideal; in der 
That ist ¢ quadratischer Rest nach 5 wegen der Congruenz 


6 == (14204874893), (6). s 


Beispiel 5. Der dureb die 5' Einheitswurzeln bestimmte Koérper 
ist ein biquadratischer cyklischer Kérper mit der Classenanzahl h —1; 
es sei # eine von 1 verschiedene 5'° Einheitswurzel, so dass 

e+084+2+4+0+1=—0 

wird. Der Koérper k(#) besitzt 4 Einheitenverbiinde, namlich die- 
jenigen, welche durch die Einheiten + 1, — 1, 1+ 6, — 1 — @ be- 
stimmt sind. 

Die Zahlen 


ag 2-98, 342048, 
3+2 , 3448, 1+ 5% 
sind Primzahlen ersten Grades in k(#) mit den Normen bez. 
11, 31, 41, 
61, 181, 521; 


wir schliessen hieraus mittelst Satz 1 leicht 


(Fra)—-1, (=e) —-1, Cire +1, 


(10) 





(11) | 
— 4 

Ga-+) Gaa-+) Gi ct f 

Die Einheit 1+ @ geniigt mach den Primzahlen (10) bez. den Con- 
gruenzen 
1+@= 5, = 9, = 11, id 


=— 2, = 43, = 26, 


Da nun im Bereich der rationalen Zahlen 5 quadratischer Rest nach 11, 
9 quadratischer Rest nach 31, 11 Nichtrest nach 41, — 2 Nichtrest 
nach 61, 43 Rest nach 181, und 26 Rest nach 521 ist, so haben wir 
im Kérper k(#) die Gleichungen 


ijl ms —— 1, Gree) —1, 


1+%) _ 1+¢ FO) _ 
3+ 3/7 1, Ge +1 1+ 53 ate dint 
Wegen (11), (12) sind von den sechs Primzahlen in (10) nur die zwei 
letzten primar, und in der That gelten in Bestiitigung der Sitze 32 
und 33 nach dem Modul 2? die Congruenzen 


34+482=—1, (22), 
1+ 50 =— 


(12) 
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so dass 
—3—48 und — (1+) (14502) = —1—6@—58?— 53 
Primarzahlen der betreffenden beiden Primideale werden. 


Aus den Gleichungen (11), (12) entnehmen wir leicht die Glei- 
chungen 








—1 

rw. EN a) = +1, Garepesepe) th 
+ @ + 

Gar Goo) — +! , (Gre ponete) — +1 


Die Zahlen (14+ 20?) (2 — 8) und (83+ 20+ 8) (3+ 8) miissen 
daher dem Satze 38 zufolge dem Producte einer Einheit in das Quadrat 
einer ganzen Zah] des Korpers k(@) nach dem Modul 2? congruent 
ausfallen; in der That gelten die Congruenzen: 


(14-29?) (2—9?) = 26 + 9? + 203 = (1448) (14+94)2, (22), 








(34+20+8%) (3+0) =— 0 » (2%). 
Beispiel 6. Der durch eine Wurzel # der Gleichung 
o+3+1=—0 


bestimmte Kérper ist ein biquadratischer Kérper ohne quadratischen 
Unterkérper; er hat die Classenanzahl h = 1 und besitzt 4 Einheiten- 
verbinde, nimlich diejenigen, die durch die Hinheiten +1, —1, , —@ 
bestimmt sind. 
Fiir die Zahlen 3, 5 gelten in k(#) die Zerlegungen 

3 = (1—8) (2+ 94097493), 

5 = (140+ 8+ 9%) (2—48+420?— 93), 
worin beidemal der erste Factor auf der rechten Seite eine Primzahl 


ersten Grades und der zweite Factor eine Primzahl dritten Grades ist. 
Mit Hiilfe des Satzes 1 erhalten wir darnach leicht 
3—1 
= =-1 Gpeyerye) =(—1)° =—) 
1 
will pond 
Gpyepe)—t), Gopal) 41. 
Andererseits findet man aus den Congruenzen 
$=1, (1-8) und ®=—2, (140+48°+85) 
die Gleichungen 


a a 
(14) ia—t+h (geypepe)—— 


Wegen —3= 1? und 5= 1? nach 2? sind (3), (5) nach Satz 39 
primire Ideale und mithin folgt 


Mathematische Annalen. LI. 6 


(13) 





3. 
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(5)= ()) (sapeie) =+1, 


(@) - (sapere) (—aqaeca)— +1; 








eo 62 a ibe 


hieraus entnehmen wir mit Riicksicht auf (14), dass nothwendig 








» a a 
(5) Greyeqe)—+1 md Gop) —-! - 
sein muss. In der That wird die erstere Gleichung durch die Congruenz F 
o= (0-9), 249440 . 
bestitigt. Um die letztere Gleichung zu bestatigen, beriicksichtigen i ; 
wir, dass wegen i | 
5 = 2(1—#)?, (2—48+23°— 8) ( 
blest ~<nche-w) 
2—40 +20? 9) — 2-19 29? ® : 
und wegen 
wot 
2? =-1, (5) ’ 
nach Satz 1 
2 a ; 
2—49+4292—39/ g 
ausfallt. : 
Die Zahl 7 ist in k(#) unzerlegbar und wegen —7= 1? nach | ( 


2? muss demnach @ nach 7 quadratischer Rest in k(@) sein; in der 
That finden wir 
= (84 #+395)2, (7). 


Die Zahlen 2 — @, 2 — @* sind Primzahlen ersten Grades in k(#) 
mit den Normen 19 bez. 23, Wir erhalten leicht 


=)--) G)--! 


(S—--1, a) = +1. 


ILE MATE: 
Hy 





aes 





Hieraus und aus (13), (14), (15) entnehmen wir die Gleichungen ‘ 
—ij1 ‘ | 
Gs Q—0) @—-10+209— ==) = +1, = Ta) — +1. : 





Dem Satze 38 zufolge muss daher jedes der beiden betreffenden Prim- 
zablproducte nach Multiplication mit einer geeigneten Einheit dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k(@) nach dem Modul 2° congruent 
werden; in der That ist 


— (1— 8) (2— 8) (2-484 28-9) =(1-9)? , (22 
— @(1— 8) (2— 8%) = (9+ 92+. 95)2, (22). | od 
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Beispiel 7. Der durch die 7" Einheitswurzeln bestimmte Kérper 

ist ein Abel’scher Korper 6'* Grades mit der Classenanzahl h = 1; 

derselbe lisst sich aus einem quadratischen und einem cubischen Kérper 

be zusammensetzen. Verstehen wir unter # eine von 1 verschiedene 7*¢ Ein- 
Na heitswurzel und setzen 


c=—3+2?+ 9! und y= 3+ 8, 
























F so wird 
ms | C4+E+2—0 und 9 +9? 2y—1—0. 
Der Kérper k(@) besitzt 8 Einheitenverbinde, namlich diejenigen, 
f welche durch die Einheiten +1, —1, +7, —y, 2—7?, —2+>7? 
gen n(2—y2), — n(2—7?) bestimmt sind. 
f Die Zahlen 
(16) 1— 0+ 285, 1+ 38+ #2 + 0 
sind Primzahlen ersten Grades in k(#) mit den Normen bez. 
113, 197. 
Da iiberdies nach jenen Primzahlen bez. die Congruenzen 
n= 9, 7 =— 39 
2— 7? = 34, 2—7= #57 
gelten, so finden wir leicht 


ee ; (— 9 a4 typ) = =-+1, (Five) = +i, (se cathe. 
der 


(Geter = +1 iG Ee +s Gases) —— 1. 


Nach Definition 16 ist also das Product der beiden Primzahlen in (16) 
ein primares Ideal des Kérpers k(#), und in der That gilt in Be- 
stitigung der Satze 38 und 39 nach dem Modul (2?) die Congruenz 
(1—@+4 295) (1439-4024 9%) = (2—7%) 9% 
; Die Zahl 37 gestattet die Zerlegung 

87 = (1—46) (6+46), 
wobei die beiden Factoren rechter Hand Primzahlen dritten Grades in 
. k(#) sind. Da dieselben nach dem Modul 2? congruent 1? ausfallen, 
“e so stellen sie nach Satz 33 primiire Primideale dar, In Ueberein- 
stimmung damit finden wir 


k(®) 


a x. cil i a a Do 





Prim- 


- dem (=) =+1 

rruent n = (14+174+ 1977)’, (37), 
‘—24qy= (19 +27"), (87). 

) Die Zahl 3 ist Primzahl in &(#) und wegen — 3 = 1? nach 2? ist 

2). das Ideal (3) nach Satz 33 ein primires Primideal. In der That haben wir 


6* 
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3-1 

ona 7 ws 

(=) =(-1)* =41, 

7 =(n—7”), (3), 
—2+7=(1+7n-7Y, (8). 


Die angefiihrten Beispiele lassen erkennen, welche reiche Mannig- 
faltigkeit an arithmetischen Wahrheiten insbesondere in den Satzen 32, 
33, 38, 39 enthalten ist — und doch bilden diese Sitze nur Bestand- 
theile des ersten Ergiinzungssatzes zu dem spiater von mir zu ent- 
wickelnden allgemeinen Reciprocitiitsgesetze fiir quadratische Reste. 
Der vollstindige erste Erginzungssatz wird erst im Satz 53 (§ 36) zum 
Ausdruck kommen. Endlich erinnern wir daran, dass wir des leichteren 
Verstiindnisses wegen in dem zweiten Abschnitte der vorliegenden Ab- 
handlung durchweg tiber den Grundkérper k die auf Seite 27 ange- 
gebenen besonderen Annahmen gemacht haben; wir miissen es uns 
daher auch an dieser Stelle versagen, mitzutheilen, wie der erste 
Ergiinzungssatz lautet und wie tief derselbe das Wesen des Begriffes 
der Idealclasse beriihrt, falls der zu Grunde gelegte Koérper k& eine 
gerade Classenanzahl aufweist. 


§ 28. 
Das Product | J (2) fiir ein beliebiges » und bei gewissen 
) 


ww 
” Annahmen iiber u. 
Fiir die spiiteren Entwickelungen ist es erforderlich, den Satz 36 
in folgender Weise zu erweitern: 
Satz 40. Es seien [,, [,,..., {, die simmtlichen von einander 
verschiedenen Primfactoren der Zahl 2 und es gehe [, genau zur J,'*, 
{, genau zur /,',..., [, genau zur /,'" Potenz in 2 auf, so dass 


enee...f 


wird; wenn dann v eine beliebige ganze Zahl und uw eine solche ganze 
Zahl in k& bedeutet, die zu 2 prim ist und dem Quadrat einer ganzen 


. 2 1 20 1 . 4 
wa walPP wa congruent ist, so fallt stets 


Zahi in & nach |; le 
IT c)=+ 


(w) 


aus, wo das Product iiber alle zu 2 primen Primideale w des Kérpers k 
erstreckt werden soll. 
Beweis, Wir setzen 


yeenl... [f, 
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so dass ¢,,..., & gewisse ganze rationale Exponenten und n ein zu 
2 primes Ideal bedeutet. Nach Satz 8 sind die Ideale {,,..., {, simmt- 


lich im Kérper K(/@) weiter zerlegbar; es seien 2,,... , &, bez. je ein 
Primfactor von {,,..., {, in K(//u); endlich sei A eine durch das Ideal 
g" ... 2% theilbare ganze Zahl des Kérpers K(/w) von der Art, dass 


der Quotient eae ~- zu 2 prim ausfallt. Die Relativnorm @ der Zahl A 
eg"... ef 


lig- § 

32, erhailt dann die .Gestalt 

~e a= N(A)—alt... Uf, 

ys A wo a ein zu 2 primes Ideal des Kérpers K r bedeutet, und es liasst sich 
zum infolgedessen der Quotient = als ein Bruch £ darstellen, dessen 
ren | Zahler g und dessen Nenner 6 ganze zu 2 prime Zahlen sind. Wegen 
Ab der Definition 6 ist fiir jedes Primideal ww 

nge- | : 

uns | (7A: #) =—=+1 

arste | und mithin auch 

‘iffes "(2 =—+1 

eine | IT ( bed ) ‘ 


wo IT iiber alle zu 2 primen Primideale w in & erstreckt werden 
' soll. Beriicksichtigen wir ferner, dass nach Satz 36 die Gleichungen 


| Tes)-+5 ITe-+ 


(w) (v) 
t gelten, so erhalten wir mit Riicksicht auf die zweite Formel in Satz 14 


z 36 } 
} TCS=-I7TC Pa Tce 


inder © (tv) (wv) (wv) 











a t wie der zu beweisende Satz 40 behauptet. 
q § 29. 
wea Der Fundamentalsatz tiber die Anzahl der Geschlechter in einem 
— relativquadratischen Koérper. 
- In § 19 haben wir fiir den Fall, dass die Relativdiscriminante des 
Korpers K(/w) zu 2 prim ist, den Satz 26 bewiesen und dadurch 


eine obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter in K(/u) aut- 

sersk gestellt. Wir sind nunmehr im Stande, unter der nimlichen Kin- 
schrinkung das folgende wichtige Theorem zu beweisen: 

Satz 41. Es sei r die Anzahl der Charaktere, welche ein Geschlecht 


des relativquadratischen Kérpers K(yw) bestimmen; ist dann ein System 
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von r beliebigen Einheiten +-1 vorgelegt, so wird dieses System dann 
und nur dann das Charakterensystem eines Geschlechtes in K (Vu), wenn 
das Product der stimmtlichen r Einheiten gleich + 1 ist. Die Anzahl g 


der in K(Yu) vorhandenen Geschlechter ist daher gleich 27—. 
Beweis. Es seien },, ..., d; die ¢ in der Relativdiscriminante 
von K(j/u) aufgehenden Primideale des Kérpers K(u) und man setze 
di= (9,),---, = (4), 
wo 0,,..., 0; gewisse ganze Zahlen in k bedeuten. Es ist offenbar 
(1) O,... 6 = eau, 


wo « eine Kinheit und @ eine gewisse ganze Zahl in k bedeutet, 
Ferner wahle man nach der Vorschrift des § 17 von diesen ¢ Prim- 
idealen gewisse r—=¢—r* aus; es seien dies etwa die Primideale 
d;,---, dy. Endlich mégen ¢,,..., ¢, beliebige r Einheiten +- 1 be- 
deuten, die der Bedingung 


(2) Cy .++ Ge t+l 


geniigen. Wegen Satz 18 giebt es in k gewiss ein primares Prim- 
ideal », fiir welches 


gas, (Pas, C2 )< 41... Qa 


ausfallt. Es sei eine Primirzahl von »; dann ist nach Satz 37 


(=) =—(“),  @=1,2,...,0. 


Wegen (1), (2), (3) haben wir 


se 7 (ste) («) a 

( p ~ Np > dea 

d.h. » zerfallt in K(/gu) in zwei Primfactoren. Ein jeder derselben 
hat wegen 


(2)-(R)-th GE- G4 


im Kérper K(/u) die Charaktere 
‘4 
(x) = 


i, i ee ee hk 
Prams --+ 28) 
Es lassen sich nun die Einheiten c,, ..., c, offenbar auf 2"—! Weisen 


so bestimmen, dass die Bedingung ¢, ...c, == -+ 1 erfiillt ist. Nach 
dem eben Bewiesenen gehért zu jedem solchen Systeme von r Ein- 
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heiten wirklich ein Geschlecht in K(//u), und da die Anzahl g der 


Geschlechter von K(/u) nach Satz 26 auch nicht grdsser sein kann 
als 27-1, so ist der Satz 41 hiermit fiir den Fall bewiesen, dass die 


Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) zu 2 prim ausfallt, Den all- 
gemeinen Nachweis des Satzes 41 werden wir erst in § 41 fihren. 


§ 30. 


Ein gewisses System von > + m 2 primen Primidealen des 
Korpers k. 


Wir leiten jetzt einen Satz ab, der im folgenden Paragraphen 
gebraucht werden wird und der eine Erweiterung des Satzes 29 ist. 
Dieser Satz lautet: 

Satz 42. Es mogen &, ..., &my Qi ++ +> Gms %1> +++) Xm die 

2 2 Ei 
Bedeutung wie in Satz 29 haben; ferner werde 


2am fi... fis 


gesetzt, wo [,,..., [, die von einander verschiedenen Primfactoren der 
Zahl 2 in & und 1,,...,1, die Potenzexponenten bedeuten, zu denen 
bez, jene Primideale in der Zahl 2 aufgehen. Es werde 


i = (4), ---, = (a) 


gesetzt, wo 4,,..., 4, gewisse ganze Zahlen in & sind; endlich seien 
)1,-++, }s Solehe primare Primideale, dass allemal 


@)=—1 (ath op 
(i, k= 1,2,..., 8) 


ausfallt, und es seien 2,,..., 2, bez. Primarzahlen der primaren Prim- 
ideale p,,..., Ps: dann gilt fiir jede beliebige zu 2 prime ganze Zahl 
in k eine Congruenz von der Gestalt 


Um om 
—- ra 2 w o, 2 24,41 21,41 
@ = Ey"... Em Kee. Hm M1... Hy a, ae i 
2 2 


wo die Exponenten ,,..-, Um, U,) .++) Um, Wy .++) Ws Qewisse 
. EJ 


Werthe 0, 1.haben und @ eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 
Beweis. Wir behandeln zunichst die Annahme, es giibe m+ ¢ Ex- 


ponenten %,,...,W%m, Upp +++) Umy Wy...) Ws, die gewisse Werthe 0, 1 
z ry 
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haben, aber nicht simmtlich gleich 0 sind, derart, dass die vermége 
dieser Exponenten gebildete Zahl 


Um em 

7 7 w 
(1) a ee a ee er er She 

2 2 


dem Quadrat einer gewissen ganzen Zahl in k nach i A aes 


congruent werde. Die Zahl /u bestimmt dann offenbar einen relativ- 
quadratischen Kérper K(j//u), und zufolge des Satzes 5 ist die Relativ- 
discriminante dieses Kérpers K(/u) prim 2u 2. Aus dem Beweise zu 


Satz 29 schliessen wir, dass die Exponenten u,,..., Um, Uj,+++) Um 


2 2 
im Ausdruck (1) simmtlich gleich 0 sind. Die Relativdiscriminante 


von K(ju) besitzt demnach mit Riicksicht auf Satz 4 keines der Prim- 


ideale [,,..., ls, Q1,+++) 4m als Factor, sondern enthalt lediglich die- 
4 

jenigen unter den Primidealen p,,..., »., fiir welche in (1) bez. die 

Exponenten w,,..., w, gleich 1 ausfallen; es seien dies etwa die 

t Primideale »,, ..., »:- In Folge unserer Annahme ist dann noth- 

wendig ¢ > 0. 


Wir diirfen nunmehr Satz 41 anwenden, da derselbe in § 29 fiir 
den hier zutreffenden Fall bewiesen worden ist. Nach diesem Satze giebt 
es, da hier r = ¢ ausfallt, im Kérper K(/u) genau 2*-1 Geschlechter 
und das Product der simmtlichen Charaktere ist fiir jedes Geschlecht 
gleich + 1. Da mw dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem 


Modul — ee "iia congruent sein soll, so zerfillt insbesondere das 


Primideal {, im Kérper K(//u) in zwei Primfactoren. Die Charaktere 
eines jeden dieser Primfactoren sind offenbar 


Ay, rae Ay, 
m )’ 7\ », 


und da das Product derselben gleich + 1 sein soll, so wiirden wir 


SED «0 ico 

ey, ( +) + 
erhalten. Diese Folgerung widerspricht den Voraussetzungen, die wir 
im Satze 42 iiber die Primideale p,,..., », getroffen haben, und dem- 
nach ist unsere zu Anfang dieses Beweises gemachte Annahme zu 


verwerfen, d. h. irgend ein Ausdruck von der Gestalt (1) kann nur 
dann congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem 


24,41 23,41 . io : 
Modul {,°" ...{.*" sein, wenn siimmtliche Exponenten 4,, . 


e+y Umy 
2 


Uy)» oe | Um, W;) sey Ww, gleich 0 sind. 
? 
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Wir setzen nun zur Abkirzung 


L, = n(,) (n(t,) — 1) 
und verstehen unter 
al), poe al”) 


ein volles System von ganzen zu {, primen und nach {j'*’ einander 


incongruenten Zahlen in k, die iiberdies siimmtlich congruent 1 nach 


dem Modul rae et? ... ust" sein sollen. Da allgemein 


af) s=—al?, (it), 
(¢=1, 2,...,L,) 


ist, so kénnen wir annehmen, es sei etwa stets 
, a; 
+ = ali + ) : e**) : 
(i=1, 2,-° 42): 


Li 
Die = Zahlen a”), . .., a(7) haben dann offenbar die Eigenschaft, 


dass weder die Differenz noch die Summe von irgend zwei derselben 
durch {*' theilbar wird. Ferner setzen wir zur Abkiirzung 


L, = n(I,)* (m(f,) — 1), 
L, = n(,)* (n(t,) — 1) 
und bilden in der entsprechenden Weise wie oben zuniichst das 


L . 
System von ry ganzen, zu [, primen Zahlen 
Ly 
(1) 2 
Te a?) , 


die simmtlich congruent 1 nach o a ae: ih sind und die Eigen- 


schaft haben, dass weder die Differenz noch die Summe von irgend 
zwei derselben durch (#*' theilbar wird u. s, f..; endlich bilden wir ein 


al L . 
System von = ganzen, zu [, primen Zahlen 
L; 
(1) Vv. 
a) a at), 


die simmtlich congruent 1 nach o gs _— sind und die 


Kigenschaft haben, dass weder die Differenz noch die Summe von 


irgend zwei derselben durch Sl theilbar wird. 
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Der Ausdruck 


“um on A 

u ze 2 _w w,, (4) 45). mC 

(2) ft. Em Mis. hm My... Ws (Hi)... (a2, a 
2 2 ‘4 

ud 

i 

Uy penny Wms Upp +++) Umj W,,--.,0,=0,1, P 

77 2 4 


‘ ¢ L ‘ s 5 ‘ 
4 1,2,-- Sree t= l,2,---, > i 
stellt ein System von 2” LZ, ... LZ, ganzen Zahlen in k dar; diese sind 

simmtlich zu 2 prim und nach aa ees “Sadan einander incongruent. 


In der That wiren zwei Zahlen von der Gestalt (2) einander nach 


24,41 21,41 . 
{,'' ...G%° congruent, wire etwa 
um om 
zr zr wv nh). is). 
2... .00 08... @...e (a\"))2, wn (a\"*))2 
2 Ej 
i a. a ae ee 
— | 2 0, Zw,’ W, (i ) 9 (i,) 2 
SRG. 1.0 H+. |...  f.. fo Vy, 
7 2 
24,41 2441 31,41 
( le eee L P ) ? 





so wiirde, da die Zahlen a),..., « simmtlich zu 2 prim sind, aus 
dem vorhin Bewiesenen sofort folgen, dass die Exponenten u,,..., Um, 

Fy 
Vy>+++)Um, W,,-.-, Wz bez. mit den Exponenten u,’,..., my U4')+ ++) Um) 


Z 2t 
w,...,w, tibereinstimmen und es wire mithin 


ee 


i,) {sn ra , 4 
CR Cheap a CC a COO ( HA ba ; 
Aus dieser Congruenz entnehmen wir der Reihe nach die z Congruenzen 


@y=e, a), 





(a)? = (a)? ((24+) ; 
Aus der ersten Congruenz folgt leicht, dass entweder al) — of) oder 


a‘ + af" durch f+! theilbar sein muss, und desswegen ist noth- 
wendigerweise i, = 1%,. Ebenso schliessen wir i, = 4,',..., 7, =, 
d. h. die beiden Ausdriicke auf der linken und rechten Seite der 
Congruenz (3) waren nicht von einander verschieden. 
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Nun giebt es fiir den Modul "+? ... 0%? genau 
n(1,)"... m(L)°* (w(t) — 1)... (m(,) - 1) = 2"L,... 2, 


zu 2 prime und unter einander incongruente Zahlen und mithin bilden 
die ganzen Zahlen in (2) ein volles Restsystem der genannten Art nach 


git... G4t*; dies ist die Aussage des Satzes 42. 


§ 31. 
Eine Eigenschaft gewisser besonderer Ideale des Kérpers k. 


Wir setzen nunmebr die in § 23 und in § 26 angestellten Unter- 
suchungen iiber primiire Ideale des Kérpers & fort und gelangen zu 
folgenden Sitzen: 

Satz 43. Es sei a ein beliebiges zu 2 primes Ideal in & von 
solcher Beschaffenheit, dass die Gleichungen 


atin Dae 
(att @at 


gelten: dann ist es stets méglich, in & eine ganze Zahl @ zu finden, 
so dass das Ideal (@) gleich a’ wird, und itiberdies die Zahl @ nach 


dem Modul ({’*... @"** dem Quadrat einer ganzen Zahl des Kérpers 
k congruent wird; hierbei haben &,...,&m, Uy, sels Lyyssesley Agyeerys 


die Bedeutung wie in Satz 42. 


Beweis. Es sei a* irgend eine ganze Zahl in k, so dass (a*) = q* 

wird. Bezeichnen ferner q, ,-++) Gms Pi se++y Pay %yoeeey my Wyy eee) Ms 
2 2 

dieselben Ideale bez. ganzen Zahlen des Kérpers k wie in Satz 42, so 


ist nach dem dort Bewiesenen jede ganze zu 2 prime Zahl nach dem 
Modul G"t!,.. G4! in der Gestalt darstellbar, wie im Satze 42 an- 
gegeben worden ist; wir dirfen also insbesondere 

om 
(1) a* == e* yy... *. e...a" B, a... G4 

2 


setzen, wo é* eine geeignete Hinheit in k, v,,...,Um, W,,---+) Ws Qewisse 


2 
Exponenten 0, 1 und £ eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Da 
hiernach die ‘Zahl 
w= are*xi... a a 
2 
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dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach dem Modul {j"*'... @!*" 
congruent ausfallt, so erhalten wir nach Satz 40 die Gleichungen 


IT (*:")=+ on as. 
IT (st)-+8- IT GS) +4 
(1) 


wo das Product ] | " stets tiber alle zu 2 primen Primideale w des 
Korpers k erstreckt werden soll. Aus den Gleichungen (2) folgt leicht 





(2) 





e 
m 
2 


»( gp) OO-Q)'O-O 


2 


(i= 1,2,...,%), 


°m 


6(—2—.)-00--@' OE 


2 
+.B, 


(k= 1, 2,..., 8). 


Indem wir die Voraussetzungen des Satzes 43 benutzen, schliessen 
wir aus (3), (4) der Reihe nach, dass die Exponenten v,,..., Um, 


Z 
W,, ..., W, simmtlich gleich 0 sind; folglich ist wegen (1) die Zahl 
a = é*a* von der im Satze 43 verlangten Art. 
Die Umkehrung des Satzes 43 lautet wie folgt: 
Satz 44. Wenn a@ eine zu 2 prime ganze Zahl in k ist, die 
dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach eve? ee congruent 
ausfallt, so gelten die Gleichungen 


é 


(s)-41..,(2 41 
oer 


dabei haben ¢,,..., Emy Lys ey ley Yyy-e ey ley Any , 4, die Bedeutung 
2 
wie in Satz 42. 


ta ici 
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Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir unmittelbar aus Satz 40, 
indem wir in der Gleichung dieses Satzes 40 fiir v der Reihe nach die 
Zahlen &,,..-,&m, 4,,..-, 4, und fiir w jedesmal die Zahl a nehmen., 


2 

Die Siitze 43 und 44 pilden einen wesentlichen Bestandtheil des 
eweiten Ergiinzungssatzes zu dem spiter aufzustellenden allgemeinen 
Reciprocitiitsgesetze fiir quadratische Reste. Es ist eine lohnende 
Aufgabe, fiir die Sitze 43 und 44 numerische Beispiele in ihnlicher 
Weise zu berechnen, wie dies in § 27 fiir die entsprechenden Aussagen 
des ersten Ergiinzungssatzes geschah. Wegen der vielen mdglichen 
Arten der Zerlegung der Zahl 2 in verschiedenen Koérpern k weisen 
die Aussagen des zweiten Erginzungssatzes sogar eine noch gréssere 
Mannigfaltigkeit an einzelnen arithmetischen Wahrheiten auf, als bei 
Erérterung des ersten Erginzungssatzes zu Tage traten. 


§ 32. 
Das Symbol (224) fiir irgend welche zu 2 primen Zahlen v, w. 
Wir sind nunmehr im Stande, diejenigen Siitze aufzustellen und zu 


beweisen, welche den Satzen 14, 15 entsprechen, wenn man fiir w ein 
in 2 aufgehendes Primideal des Kérpers k nimmt. Um dieses Ziel zu 
erreichen, fiibren wir ein neues Symbol (=*) ein; dieses Symbol dient 
uns jedoch nur zum voriibergehenden Gebrauch, da dasselbe sich spiiter 
als gleichbedeutend mit dem Symbol (2:*) herausstellen wird, 
Definition 17. Es seien v, w irgend welche zu 2 prime ganze 
Zahlen in k; ferner sei { ein in der Zahl 2 aufgehendes Primideal des 
Kérpers k und wir setzen 2 —['2, wo / einen positiven Potenzex- 
ponenten und & ein zu { primes Ideal des Koérpers & bedeutet: dann 


werde das neue Symbol (=) durch die Gleichung 


C=C) 


(10) 





definirt; hierin ist | | ‘ tiber alle zu 2 primen Primideale w zu erstrecken 


und w* soll eine solche zu 2 prime ganze Zahl in & bedeuten, die den 
Congruenzen 


uu, (+), 
é ut = a’, (2?), 
geniigt, wo « irgend eine zu & prime ganze Zahl in & sein soll. 


In der That ist das Symbol (2:5) durch diese Festsetzung ein- 
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deutig bestimmt. Ist namlich u,* eine ganze Zahl in k, welche den 
Congruenzen 


#* =, (P4), 
Hy" =a", (2?) 
geniigt, wobei a, irgend eine zu % prime und von @ verschiedene ganze 


Zahl in & darstellt, so bestimme man zwei ganze Zablen &, &, in k, 
die den Congruenzen 


fi.= 1, (), 


Ec=1, 
rary © 


geniigen: dann erfiillt die Zahl € = &?&,?u*u,* die Congruenz § = 1 
nach 2? und folglich erhalten wir nach Satz 36 


IT 9-1 ¢)-+5 


(wv) (1) 


IT CO-[T Gs: 


(10) 


mithin ist 


wo das Product ] i stets iiber simmtliche zu 2 primen Primideale w 
in & zu erstrecken ist. 
Wenn wir die beiden letzten Formeln des Satzes 14 heranziehen, 


so erhalten wir unmittelbar aus der Definition 17 des Symbols (28 


zwei entsprechende Formeln fiir dieses neue Symbol; wir driicken diese 
Thatsache in dem folgenden Satze aus: 

Satz 45. (Hiilfssatz.) Wenn v, v,, v., uw, u,, uw, beliebige zu 2 
prime ganze Zahlen des Korpers & sind, so gelten in Bezug auf ein 
jedes in 2 aufgehende Primideal [{ die Formeln 


(p2)— CH) CHE), 
(8) — (2) (). 
§ 33. 


Die Uebereinstimmung der beiden Symbole ("2 ‘) und (% “) fiir 
irgend welche zu 2 prime Zahlen », w. 











Um die Uebereinstimmung der beiden Symbole (*:*) und (=) 


mit einander zu erkennen, bedienen wir uns der folgenden Ent- 
wickelungen: 
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Satz 46. (Hiilfssatz.) Es sei wie in Definition 17 { ein Primfactor 
von 2 im Korper k und es gehe { in 2 genau zur J!" Potenz auf; 
ferner sei @ eine ganze oder gebrochene Zahl in k, fiir die eine 
Congruenz 


o= a’, (2'+ 1) 
gilt, wobei @ eine ganze zu 2 prime Zahl in k& bedeutet: dann kann 
stets auch fiir jede Potenz {¥ mit héherem Exponenten L eine ganze 
Zahl «, in k gefunden werden, welche der Congruenz 
nie L 
Q= 41, (t") 
geniigt. 

Beweis. Nehmen wir an, es sei fiir die Potenz [?'+*(a>1) eine 
Zahl a:,4_, von der verlangten Beschaffenheit bereits gefunden, so ge- 
langen wir zu einer Zahl a:424: fiir die Potenz (?'+¢+1 auf diese 
Weise. Wir wahlen zunichst eine ganze Zahl 4 in k, welche durch {, 
aber nicht durch [? theilbar ist, und setzen 


Oita+1 = Gita + 2A%E, 
worin — eine noch zu bestimmende ganze Zahl in & sei. Aus der 
Congruenz 


= OS tpa+t = OS ta + 42144 ave + 43% e, (fret) 
erhalten wir 
0 =A pat doped, (fF**') 
und bestimmen wir sodarn & aus der Congruenz 


2 
@ — % 34. 
7 ? (t), 


5 


ll 


409144 


so ist @:4441 eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit; damit 
haben wir den Beweis fiir den Satz 46 erbracht. 

Satz 47. (Hiilfssatz.) Es sei { ein Primfactor von 2 in & und 
es gehe { in 2 genau zur l'e" Potenz auf: wenn dann 1, 9, (1, Ue 
irgend welche zu 2 prime ganze Zahlen in k sind, derart, dass die 


Briiche “ und . den Quadraten gewisser ganzen Zahlen in k nach 
2 2 


(!+1 congruent ausfallen, so ist stets 


(Curt) (2,2). 


Beweis. Wir nehmen an, es sei uw, nicht das Quadrat einer Zahl 
in k und vy, im Kérper K (//u,) Normenrest nach {; wir verstehen dann 
unter LZ irgend einen Exponenten und unter A eine solche ganze Zahl 
in K(/u,), dass v, = N(A) nach { wird. Da “! und mithin auch * 

%e "4 


dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach [?'+! congruent ist, so 
muss nach Satz 46 auch fiir jeden beliebigen Exponenten LD eine ganze 
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Zahl a, in k existiren, deren Quadrat dem Bruche 8 congruent nach 
1 
( ausfallt; wir haben somit 


(1) vy,=e@7,=N(@,A), (4, 
d. h. v, ist im Kérper K(j/u,) Normenrest nach [, 
Wir setzen nun 


(2) a,A= <1 6F es, 


hierin seien a, B, y gewisse ganze Zahlen in k und es gehe | in y 


genau zur c' Potenz auf. Wegen der iiber “! gemachten Voraus- 


Ue 
setzung kénnen wir nach Satz 46 eine Zahl B, finden, so dass 
(3) B= pt, dh. w= ab}, (e+) 
ausfallt. Aus (1), (2), (3) erhalten wir dann 
(4) YP = oF — Py, =a — PBiw,, (1+). 


Stellt nun @ irgend eine zu { prime und durch + theilbare Zahl in k 


dar, so ist 


__ 8 (@+66,V us) 

Y 
gewiss eine ganze Zahl in K(/u,), da offenbar Summe und Product 
dieser Zahl A* und ihrer relativconjugirten Zahl SA* ganze Zahlen 
in k sind. Bei Benutzung von (4) folgt 


N(A*) =r, (4, 
und da 6 zu | prim ist, so erweist sich mithin v, als Normenrest des 
Kérpers K(j/u,) nach {. 
Wir haben also bewiesen, dass allemal, wenn *) = + 1 ist, 


A*® 


auch (*-#1) =-+ 1 sein muss. Da nun aus denselben Griinden um- 
gekehrt aus ("."*) =-++ 1, wenn uw, nicht das Quadrat einer Zahl in 


k ist, allemal auch (7 +t) a +1 gefolgert werden kann, so ist damit 
die Richtigkeit des Satzes 47 fiir den Fall gezeigt', dass keine der beiden 
Zahlen w,, uw, das Quadrat einer Zahl in & ist. 

Nehmen wir an, es sei eine jener beiden Zahlen, etwa die Zahl p,, 
dagegen nicht mw, das Quadrat einer ganzen Zahl in &, so ist nach 
Definition 6 (*2:#*) = -+ 1 und die Voraussetzung des zu beweisenden 
Satzes 47 fordert dann, dass w, congruent dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in & nach {*+1 sein muss; wir wollen im Folgenden den Nach- 


weis dafiir fiihren, dass in diesem Falle auch stets “i Mt) 4 1 ausfillt. 
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Zu dem Zwecke bezeichnen wir wie in Satz 40 mit 1, [,,..., 1% 
die simmtlichen von einander verschiedenen in 2 aufgehenden Prim- 


ideale, und es mége ferner allgemein [; genau zur 7,‘ Potenz in 2 
aufgehen, so dass 


2aSf...0 


wird; wir nehmen { =I, und setzen 7 —1,. Sodann bestimmen wir 
eine ganze Zahl w,* in k, welche den Congruenzen 


6) we =, (i+), 
a*=1, (G*...6%) 


gentigt und, nachdem dies geschehen, ein Primideal » in k, fiir welches 
die Gleichungen 


0 @) (a) -@) 
(=) @)-&) 


gelten; hierbei sollen &,..., &m, 4;,...,4, die Bedeutung, wie in 


Satz 42 haben. Da wegen (6) ’ 


Gilat ts +--+ Giger 
Ga + 1.-- Gaal 


wird, so kénnen wir nach Satz 43 eine ganze Zahl @ derart bestimmen, 
dass das Ideal (a) gleich p'u,** ist und tiberdies die Zahl a dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in & nach ({"t?... "+? congruent aus- 


fallt. Wir setzen 2 = rs und haben dann (z) = »*. 


u 
Nunmehr bestimmen wir in k ein Primideal q, fiir welches die 


Gleichungen 
Em Em 

a & Ei bd 

() = (2)-- (2) =(), 

4) u) ~ (+) = (= 

(#) (3 ‘ "\4q /? 
(7) G)<+! 
gelten. Indem wir wie vorhin verfahren, kénnen wir nach Satz 43 
eine ganze Zahl 6 derart bestimmen, dass das Ideal (6) = q* v* wird 
und iiberdies die Zahl 6 dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach 


dem Modul Gt? ., @4& +? congruent ausfallt; wir setzen x = £. und 
haben dann (x) = q’. 














"4 
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Indem wir die Beschaffenheit der Zahlen a, 6 beriicksichtigen und 
den Satz 47 fiir den oben bereits behandelten Fall anwenden, erhalten wir 


(8) CH) = 47): 


Wir betrachten jetzt den Kérper K(x) und werden beweisen, 
dass x gleich der Relativnorm einer solchen Zahl dieses Kérpers 


K (yx) ist, deren Nenner prim zu 2 ausfallt. Wegen der Congruenzen 
(5) ist w,* und folglich auch a gewiss dem Quadrat einer ganzen Zahl 
in k nach dem Modul 2? congruent; infolgedessen enthilt die Relativ- 


discriminante des Kérpers K(j/z) nach Satz 4 und 5 nur den einen 
Primfactor ». Wenn wir die am Schlusse von § 15 gemachte Be- 


merkung auf diesen Kérper K(j/x) anwenden und demgemiss ¢ = 1 
nehmen, so wird aus der dort aufgestellten Ungleichung die folgende 


P+ 2... 
e>5 i. 
und da v* offenbar nicht grésser als : sein kann, so ist hier nothwendig 


vor, d. h. jede Einheit in & ist die Relativnorm einer Einhei‘ 


in K(x). Die im Satze 23 mit v bezeichnete Anzahl hat ihrer 
Bedeutung nach mindestens den Werth v* und ist daher ebenfalls 


gleich a der Satz 23 lehrt dann, dass die Anzahl aller ambigen 
Complexe im Kérper K(j/x) gleich 1 ist, d. h. im Kérper K(j/z) ist 
der einzige ambige Complex der Hauptcomplex. 

Aus der soeben festgestellten Thatsache erkennen wir leicht, dass 
die Classenanzahl H des Kérpers K(x) nothwendig ungerade aus- 


fallen muss. Im entgegengesetzten Falle gibe es nimlich in K(x) 
ein Ideal §, so dass 


3 a 1 ? 7 ~l 
wire. Dieses Ideal § kénnte nun nicht dem Hauptcomplex angehéren; 
denn ware § einem Ideale j in & aquivalent, so miisste 


Ch 


pS) 

sein und aus dieser Aequivalenz wiirde, da h eine ungerade Zahl ist, 

sofort § ~1 folgen, was nicht der Fall sein sollte. Andererseits ist, wenn 

N(S) = 3- SS —n gesetzt wird, n-§ ~ SS und mithin wiirde das 

Ideal § im Kérper K(j/z) einen ambigen Complex bestimmen, welcher 

von dem Hauptcomplex verschieden wire; dies widerspriiche der vorhin 
bewiesenen Thatsache. 

Wegen der Gleichung (7) zerfallt das Ideal q im Koérper K(x); 

es sei Q einer der beiden Primfactoren von qg. Setzen wir Q’” —(A), 


wjpawl 
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so dass A eine ganze Zahl des Korpers K(j/x) bezeichnet, so folgt, 
dass das Hauptideal q*” gleich der Relativnorm des Hauptideals (A) 
wird, und mithin ist 

ex = N(A), 
wenn ¢é eine geeignete Einheit in k bezeichnet. Da aber nach 
dem vorhin Bewiesenen eine jede Einheit in k die Relativnorm einer 


Einheit in K(/z) ist, so ist auch x” die Relativnorm einer ganzen 


Zahl A* in K(j/x); folglich ist x die Relativnorm der Zahl —\—, und 


H—1? 


x 2 


der Nenner dieses Bruches fallt prim zu 2 aus. Hieraus folgt leicht 
nach Definition6 (*)=+1 und mithin wegen (8) auch (2) +1; 
hiermit ist der Beweis fiir den Satz 47 im gegenwirtigen Falle 
erbracht. 

Nehmen wir endlich an, es sei jede der beiden Zahlen m,, u, das 
Quadrat einer ganzen Zahl in k, so ergiebt sich nach der Definition 6 
fiir die beiden Symbole (2, ("»2) stets der Werth +1 und 
damit ist der Satz 47 vollstindig bewiesen. 

Satz 48. (Hiilfssatz.) Es sei { ein in 2 aufgehendes Primideal 
und ferner seien v, uw beliebige zu 2 prime ganze Zahlen in k: wenn 


dann (2 +f) =-+ 1 ausfillt, so ist auch stets (2:4) =+1. 


Beweis. Wir bezeichnen wie in Satz 40 mit [,,[,,..., l, diez 
von einander verschiedenen in 2 aufgehenden Primideale und es midge 
allgemein [; genau zur /;" Potenz in 2 aufgehen, so dass 


2— 0h... 


wird. Nehmen wir sodann { = [, und setzen] =1,, 2 = ? tee C, 80 
haben wir 
2 = ['g, 


wo 2 ein durch { nicht theilbares Primideal bedeutet. 
Es sei nun m* eine ganze den Congruenzen 


=e, (P), 

u* 1, (2?) 
geniigende Zahl des Kérpers k; wir bestimmen dann zuniichst ein 
Primideal » in & derart, dass die Gleichungen 


®m 
_2 


—O-@-@-@). 
@)- Go @-@) 
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gelten; hierbei sollen ¢,,..., &m, 4,,..., 4, die Bedeutung wie in 


Satz 42 haben. Da folglich 


NE ie = 


(4,) = +41 +, (Sy) —=41 
put ' > \ve* 
wird, so kénnen wir nach Satz 43 eine ganze Zahl @ derart bestimmen, 


dass das Ideal (a) gleich p*w** wird und itiberdies die Zahl a dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in & nach dem Modul {f"t'.., 4%? 


congruent ausfallt; wir setzen 2 = = und haben dann (z) = yp’. 


Andererseits bestimmen wir ein Primideal q derart, dass die 
Gleichungen 


(1) 


gelten. Indem wir wie vorhin verfahren, kénnen wir nach Satz 43 
eine ganze Zahl 6 derart bestimmen, dass das Ideal (8) gleich q* »* wird 
und iiberdies die Zahl 6 dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dew 


Modul (f"**... G+" congruent ausfallt; wir setzen x — cs und 
v 


haben dann (x) = q*. 
Zufolge Satz 40 haben wir 


Tes-+) 769-1 e6)-+. 
(10) 0 (tv) 


wo die Producte IT tiber simmtliche zu 2 primen Primideale des 


Korpers & erstreckt werden sollen; mit Riicksicht auf die Definition 17 
ergiebt sich hieraus 


v, a 6, x 
(qia+1, Gat 
und folglich bei Benutzung der Formeln des Satzes 45 


ef) — (4) = (45) 





ule des 
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Somit erhalten wir schliesslich 


(4) - 7) 


und infolge der Voraussetzung des Satzes 48 ist daher 


(2) (S=)=+1. 


Da w* und folglich auch die Zahl w dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k nach dem Modul 2? congruent ist, so nimmt mit Riicksicht 
auf die Definition 17 die Gleichung (2) die Gestalt 


“, a x 
( ~)=(%)G)=41 
an, und hieraus schliessen wir wegen (1), dass nothwendig 


(3) (*)=+1 
ausfallen muss. 

Wir betrachten jetzt den Kérper K(j//x) und werden beweisen, 
dass x stets gleich der Relativnorm einer solchen Zahl dieses Korpers 
K(x) ist, deren Nenner prim zu 2 ausfallt. Zu dem Zwecke unter- 
scheiden wir folgende drei Fille: 

Erstens nehmen wir an, es sei das Primideal » primir und z eine 
Primirzahl von ». Die Relativdiscriminante des Kérpers K(j/z) ent- 
hilt dann nur den einen Primfactor p, und wir kénnen in diesem Falle 
genau wie im zweiten Theile des Beweises zu Satz 47 zeigen, dass x 
die Relativnorm einer Zahl des Korpers K(j//z) ist, deren Nenner 
zu 2 prim ausfallt. 

Nehmen wir gweitens an, es sei » ein primires Primideal; da- 
gegen sei a nicht eine Primirzahl von », sondern es sei vielmehr 
a= ex*, wobei x* eine Primirzah] von » und é¢ eine Kiuheit in k 
bedeutet, welche nicht gleich dem Quadrat einer Einheit in & ausfallt, 
Die Relativdiscriminante des Kérpers K (yx) enthalt, da dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in k nach {? congruent ist, wegen Satz 4 lediglich 
die beiden Primideale { und ». Setzen wir in Satz 23 ¢ = 2 ein, so 


folgt aus demselben wegen v < “* die Ungleichung a <1, d.h. die 


Anzahl A = 2¢ aller ambigen Complexe des Kérpers K(j/z) ist 
héchstens gleich 2. " 
Es sei nun & irgend ein Ideal in K(j//x) und j — N(Q) die 


Relativnorm von %; wir setzen ferner j* = («), wo ¢ eine ganze Zahl 


in k bedeutet: fallt dann (~) =-+1 aus, so bezeichnen wir den- 


jenigen Complex des Kérpers K(j/x), zu welchem § gehdrt, als einen 
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Complex des}Hauptgeschlechtes in K(j/x). Wir kénnen leicht be- 


weisen, dass nicht simmtliche Complexe in K(j/x) Complexe des 
Hauptgeschlechtes sind. Es sei namlich r ein Primideal in k, fiir 
welches 


(=)=+1 und (=)=—-1 


ausfallt. Wegen der ersteren Gleichung ist r in K(j/x) weiter zer- 


legbar; es bedeute 3 einen Primfactor von r in K(x). Wird r* = (9) 
gesetzt, wo @ eine ganze Zahl in & darstellt, so erhalten wir nach 


Satz 37 E 
Q=G)=-1 


und diese Gleichung zeigt, dass der durch St bestimmte Complex in 
K(yx) nicht ein Complex des Hauptgeschlechtes ist. 

Wir bezeichnen nun mit /’ die Anzahl derjenigen Complexe in 
K (yz), welche Quadrate von Complexen in K(j//z) sind, und mit f die 
Anzahl aller Complexe des Hauptgeschlechtes in K(/z); dann er- 
kennen wir genau wie im Beweise zu Satz 25 die Richtigkeit der 
Gleichung 
(4) Af’ =2f. 
Aus dieser Gleichung folgt wegen A < 2 die Ungleichung f< f/f’. Da 
ferner jedes Quadrat eines Complexes nothwendig ein Complex des 
Hauptgeschlechtes sein muss, so ist auch f’<f und mithin haben wir 


f=f’, d. h.. jeder Complex des Hauptgeschlechtes ist gleich dem | 


Quadrat eines Complexes. Aus f = /’ folgt ferner wegen (4) zugleich 
A =2 und a=1; mit Riicksicht auf Satz 23 entnehmen wir hieraus 


v= —- d. h. jede Einheit des Kérpers & ist gleich der Relativnorm 


einer ganzen oder gebrochenen Zahl des Kérpers K(j/z). 

Um nun zu zeigen, dass x gleich der Relativnorm einer Zahl in 
K(x) ist, bedenken wir, dass wegen (1) das Primideal q in K(j/z) 
weiter zerlegbar ist; die Gleichung (3) zeigt sodann, dass jedes in q 
enthaltene Primideal Q des Kérpers K(j//x) einem Complex des Haupt- 
geschlechtes angehért, und da nach dem vorhin Bewiesenen jeder solche 
Complex gleich dem Quadrat eines Complexes ist, so geniigt das Ideal O 
einer Gleichung von der Gestalt 


Q= Aj, 
wobei § ein Ideal in K(j/x), A eine Zahl in K (jz) und j ein Ideal 
in k bedeutet. Bilden wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung die 


Relativnorm und erheben sie dann in die h'* Potenz, so entsteht eine 
Gleichung von der Gestalt 
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(*) = N(A){N(S).i}** = NA) (y)*, 
wobei y eine geeignete ganze Zahl in & ist und aus dieser Gleichung 
entnehmen wir die Gleichung 
Ex = N(yA), 
wo & eine Einheit in & bedeutet. Da nach dem vorhin Bewiesenen 


jede Einheit in & die Relativnorm einer Zahl in K(/z) ist, so zeigt 
die letzte Gleichung, dass auch x die Relativnorm einer gewissen Zahl 


in K(x) sein muss. Durch eine einfache Betrachtung erkennen wir 
sodann, dass x sich jedenfalls auch als Relativnorm einer solchen 
Zahl muss darstellen lassen, deren Nenner zu 2 prim ist. 

Wir nehmen drittens an, es wire » ein nichtprimares Primideal 


in k und € eine Einheit, fiir welche (@)=-1 wird. In diesem 
Falle kann ¢ sicher nicht die Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen 
Zahl in K(/z) sein; es ist mithin die in Satz 23 mit v bezeichnete 
Anzahl] hier < > —1. Da a dem Quadrat einer ganzen Zahl in k 
nach dem Modul & congruent wird, so ist die Relativdiscriminante 


des Kérpers K(j/x) nach Satz 4 prim zu 2 und enthiilt daher wiederum 
nur die beiden Primfactoren » und {. Setzen wir in Satz 23 ¢=— 2 


ein, so folgt aus demselben wegen o<t —1 die Ungleichung 
a<0, d.h. es ist a=O und v= > —1. Es machen nun die 


Gesammtheit aller Einheiten &, fiir welche (=) =-+ 1 ausfallt, offen- 


1 
bar genau 2” ~—‘ Kinheitenverbiinde des Kérpers & aus und da diejenigen 


3% 

2° Verbiinde von Einheiten 7, fiir welche (2)= — 1 ausfillt, gewiss 
nicht Einheiten enthalten diirfen, die Relativnormen von Zahlen sind, 
so folgt, dass alle Einheiten § mit der Eigenschaft (¢) = -+ 1 noth- 


wendig Relativnormen von Zahlen des Kérpers K(j/z) sind. 

Aus der Gleichung a = 0 folgt ferner, dass im Kérper K(x) der 
einzige ambige Complex der Hauptcomplex ist und hieraus schliessen 
wir, wie im zweiten Theil des Beweises zu Satz 47, dass die Classen- 
anzahl H des Kérpers K(j//z) nothwendig ungerade sein muss, Auch er- 
kennen wir, wie dort, dass, wenn ¢ eine‘geeignete Kinheit in k bezeichnet, 
die Zahl ex” gleich®der Relativnorm einer gewissen ganzen Zahl in 
K(x) sein muss. Infolgedessen besteht die Gleichung 


Cp) a+ 
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wegen (3) muss hiernach auch (<)= +1 sein und nach dem Vorigen 
ist mithin ¢ die Relativnorm einer Zahl in K(j/z). Hieraus schliessen 
wir, dass auch x” die Relativnorm einer Zahl in K(j/x) sein muss und 


folglich ist x die Relativnorm einer Zahl in K(j/z) und insbesondere 
auch einer solchen Zahl, deren Nenner zu 2 prim ist. 
In allen drei soeben behandelten Fallen ist mithin nach Defini- 


tion 6 gewiss 
(**)=+1. 


Wir hatten nun zu Beginn des Beweises a = wu** und sodann 
B= xv* als ganze Zahlen in & derart bestimmt, dass sie Quadraten 
ganzer Zahlen in k nach ee ... 2+" congruent ausfielen. Da ferner 
u* =p nach [*'*" ist, so folgt nach Satz 47 


vu n, 7% ‘ 
CP) = CA) +1: 
damit ist der Satz 48 vollstindig bewiesen. 


Satz 49. (Hiilfssatz.) Es sei [ ein in 2 aufgehendes Primideal 
und ferner seien v, uw beliebige zu 2 prime ganze Zahlen in k: wenn 


dann (2) =-+ 1 ausfallt, so ist auch stets (“8 
Beweis. Wir wenden die am Anfang des Beweises zu Satz 48 
erliuterten Bezeichnungen an und bestimmen eine ganze Zahl u’*, 
welche den Congruenzen 
w* =e, (Gh) , 
ss 2+1,24+1 21,41 
r=i, G&G & tank oD 


geniigt und nicht zugleich das Quadrat eimer ganzen Zahl in k ist; 
dann haben wir wegen Satz 47 


CY y=CY—t1 
EP )H=CH)Htl, (=23,..9)5 


infolgedessen giebt es gewisse ganze Zahlen A,, ..., A, im Korper 
K(Yu*) derart, dass 


v= N(A,), i" 


v= N(A), (1?) 


ausfallt. Wenn wir daher eine ganze Zahl A in K(j//u*) bestimmen, 
die zugleich den z Congruenzen 
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A=A,, (0%), 


=A,, (3%), 
geniigt, so wird auch 
v= N(A), (("G*... 1%) 
und vermége des Satzes 36 schliessen wir hieraus leicht 
C2) —J7 (4*,), 


wo die Producte IT tiber alle zu 2 primen Primideale w in k zu 


erstrecken sind; nach der Definition 17 ist das Product linker Hand 


7.8). Da nun nach Definition 6 simmtliche Factoren des 


Productes rechter Hand den Werth + 1 haben, so folgt (=*) =-+1, 


womit der Satz 49 voilstindig bewiesen ist. Die beiden Sitze 48 und 
49 zusammengenommen ergeben das folgende Resultat: 

Satz 50. (Hiilfssatz.) Wenn { irgend ein in 2 aufgehendes Prim- 
ideal und ferner v, w irgend welche zu 2 prime ganze Zahlen in & 
bedeuten, dann gilt stets die Gleichung 


(:*) = (44); 
§ 34. 


Die Eigenschaften des Symbols (2: ) fir irgend welche zu 2 prime 

ganze Zahlen », w. 

Mit Hiilfe des Satzes 50 kénnen wir die wichtige Thatsache be- 

weisen, dass die in Satz 14 aufgestellten Formeln auch fiir jedes in 2 
aufgehende Primideal { giiltig sind. Wir sprechen den Satz aus: 

Satz 51. Wenn v, v,, v2, w, My, U beliebige zu 2 prime ganze 


Zahlen in & sind, so gelten in Bezug auf jedes in 2 aufgehende 
Primideal { des Kérpers & die Formeln 


(*") on (*:*), 
(nue) (208) (8), 
(ete) = (2) (8), 
Beweis. Es mégen | und % die Bedeutung wie in Definition 17 


haben. Um die erste Formel des Satzes 51 zu beweisen, bestimmen 
wir zwei ganze Zahlen v*, w* in k von der Art, dass 
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vs : \, unr, 
v* =1 P 
Sanh AD 
wird. Nach Satz 47 ist dann 
(*") aa (=-*), (*:") * wae 
und folglich wegen Satz 50 auch 
(1) (4) =-(*), 44) -4*)- 


Nun ist nach Definition 17 


9 4)-Tes). 49-15. 


(mm) (w) 


und da nach der ersten Formel in Satz 14 fiir jedes zu 2 prime Prim- 


CS-&) 


ausfallt, so folgt aus (2) auch 


=) =(4-) 


ideal 


und daher wegen (1) auch 
(2x8) — (42); 


diese Gleichung lehrt mit Riicksicht auf Satz 50 die Richtigkeit der 
ersten Formel des zu beweisenden Satzes 51. 


Die beiden letzten Formeln des Satzes 51 folgen unmittelbar aus 
den Sitzen 45 und 50. 


§ 35. 
vy, . : 
Das Product [TC3*) fir irgend welche zu 2 prime Zahlen », u. 
Wir sind nunmehr im Stande, einen Satz zu beweisen, der vine 
wesentliche Verallgemeinerung des Satzes 36 darstellt. 
Satz 52. Wenn v, wu irgend welche zu 2 prime ganze Zahlen in k 


sind, so ist stets 
HWCH=+4 


Qv) 


wo das Product iiber stimmtliche Primideale w des Korpers k erstreckt 
werden soll. 





seit der 


bar aus 


Lv, Ue 


ler ‘eine 


len in k 
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Beweis. Wir wenden die in Satz 40 erliuterten Bezeichnungen 
an und bestimmen g ganze Zahlen w,, w.,.--, Ms in k, so dass die 
Congruenzen 


41, =v, uw, =1,....4~=1, (i), 
(1) 4 =1,4=4,...,4=1, (G"), 


#,=1, a, =1,...,6 28, (0%) 
gelten; dann geniigt offenbar das Product dieser 2 Zahlen der Con- 
gruenz 
(2) Hy My +. He Sm, (27). 


Die Definition 17 liefert mit Riicksicht auf die Congruenzen (1) die 
Gleichungen 


v, U; P 
He) 1,2. 8) 


und wegen Satz 50 folgt hieraus das weitere System von z Gleichungen 


2 "(Bi q ‘ 
(3) (*") =JT ( a, (¢a=1,2,...,8)3 
(tv) 
dabei ist das Product IT iiber alle zu 2 primen Primideale w in k 


zu erstrecken. Multipliciren wir die 2 Gleichungen (3) miteinander, so 
entsteht die -Gleichung 


Celee)-Ge)=5F C9 


und durch Multiplication mit | ko) erhalten wir hieraus die 


(ry) 


Gleichung 


> Gee), 


(1) (1) 
wo rechter Hand das Product | / " iiber alle zu 2 primen Primideale 1, 
dagegen linker Hand das Product ] | tiber simmtliche Primideale w 


in k genommen werden soll. Nun wird wegen der Congruenz (2) die 
Zahl ww, u,... @, dem Quadrat einer ganzen Zahl in k congruent nach 
2? und folglich ist gemiiss Satz 36 die rechte Seite von (4) gleich +- 1; 
damit ist der Beweis fiir Satz 52 erbracht. 
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§ 36. 


Der erste Erginzungssatz und das allgemeine Reciprocitatsgesetz fiir 
quadratische Reste. 

Wir heben einige besonders wichtige Folgerungen des Satzes 52 
hervor. 

Satz 53. Es seien [,,1,,..-, 1. die in 2 aufgehenden Primideale 
des Korpers k und « bedeute irgend eine Einheit in k; ferner sei » ein 
zu 2 primes Primideal und x eine ganze Zahl in k, so dass (x) = y* 
ausfallt: dann gilt stets die Gleichung 


& &,% &,% &,2% 
(5) = (82) (42) + (82): 

Dieser Satz 53 heisse der erste Ergdnzungssatz zum all- 
gemeinen Reciprocitdtsgesetze fiir quadratische Reste im 
Korper k. 

Satz 54. Es seien |,, [,,..., 1, die in 2 aufgehenden Primideale 


des Korpers k; ferner seien », 4 irgend zwei zu 2 prime Primideale und 
a, * ganze Zahlen in k, so dass (x) =)", (x) = q* wird: dann gilt die 


Gleichung 
« x«\  (2,% m,% ue 
() (3) =e) Ce) Ce) 
Der Satz 54 heisse das allgemeine Reciprocitdtsgesetz fiir 
quadratische Reste im Korper k. 
Wir kénnen die Sitze 53 und 54 unmittelbar aus Satz 52 her- 


leiten, indem wir in Satz 52 zuniichst y= ¢, w =a und dann 
v= 2, » = x wihlen, 


§ 37. 
Das Symbol (2) fiir beliebige ganze Zahlen v, w. 


Wir dehnen nunmebr die Bedeutung des in Definition 17 einge- 


fiihrten Symbols (*-*) auf den Fall aus, dass v, uw beliebige ganze 


Zahlen in k sind; das so verallgemeinerte Symbol wird sich wiederum 
als gleichbedeutend mit dem allgemeinen Symbol (**) erweisen. 
Definition 18, Es seien, wie bisher [,—[, [,,..., [, die 
von einander verschiedenen Primfactoren von 2 und es gehe das Prim- 
ideal 1, = { genau zur |, — 1", ferner gehen die Primideale [,, ..., |, 
bez. zur /,,..., 1,"° Potenz in 2 auf; endlich seien v, uw beliebige 
ganze Zahlen in k und es gehe in mw genau die a'* Potenz von | auf: 


dann wird das Symbol (*=") dureh die Gleichung 
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(= (Tee) 


definirt; hierin ist das Product | [ tiber alle zu 2 primen Prim- 


(wo) 
ideale w zu erstrecken und u* soll eine solche ganze Zahl sein, die 
den Congruenzen 


ete, (Pr), 
et=a?, (Bet... et) 
geniigt, wo @ irgend eine ganze zu [,, [,,..., l, prime Zahl in k 
bedeutet. 
Wir zeigen wie in § 32, indem wir statt des dort benutzten 
Satzes 36 nunmehr den Satz 40 anwenden, dass das Symbol (=! ) 


durch die getroffenen Festsetzungen eindeutig bestimmt ist. 

Aus der Definition 18 entnehmen wir leicht mit Benutzung der 
beiden letzten Formeln in Satz 14 die folgende dem Satz 45 ent- 
sprechende Thatsache: 

Satz 55. (Hiilfssatz.) Wenn v, v,, 72, u, U,, U, beliebige ganze 


Zahlen in k sind, so gelten in Bezug auf ein jedes in 2 aufgehende 
Primideal { die Formeln 


a) FOr). 


(2) — (2) (28), 


8 38. 


Die Uebereinstimmung der beiden Symbole (=) und (2 f ) fir 


beliebige ganze Zahlen », u. 


Um die Uebereinstimmung der beiden Symbole (24) und (2:*) 


fiir beliebige ganze Zahlen v, w zu erkennen, bedienen wir uns der 
folgenden Entwickelungen : 

Satz 56. (Hiilfssatz.) Es sei { ein Primfactor von 2 im Korper k 
und es gehe [ in 2 genau zur /'e" Potenz auf; ferner seien v,, V2, (1, Me 
ganze Zahlen in k und es gehe in diesen Zahlen das Primideal [ bez. 
genau zur b,, b,, a,, a," Potenz auf, wobei b, < b,, a, <a, ausfallen 
mége: wenn es dann in k gewisse ganze Zahlen a, B giebt, fiir welche 


die Congruenzen . 214146 
¥,=a'y,, (Riti+h), 


v= By, (Pirita) 


(71:8) am (“2 #2). 


gelten, so ist stets 
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Den Beweis dieses Hiilfssatzes fiihren wir leicht, indem wir uns 
der nimlichen Schliisse wie beim Beweise des entsprechenden Satzes 47 
bedienen. 

Satz 57%. (Hiilfssatz.) Es sei { ein in 2 aufgehendes Primideal 
des Kérpers & und ferner seien v, wu beliebige ganze Zahlen (+ 0) in k: 
wenn dann (=) =-+1 ausfillt, so ist auch stets 7") =—-+1. 

Beweis. Wir benutzen die in Definition 18 erliuterten Bezeich- 
nungen. Es sind zwei Fille gesondert zu behandeln, je nachdem der 
Exponent a, zu dem [ in w aufgeht, gerade oder ungerade ausfiallt. 

Im ersteren Falle bezeichnen wir mit 4 irgend eine durch ", aber 
durch keine héhere Potenz von { theilbare und zu [,, [,,..., 1, prime 
ganze Zahl in k und bestimmen dann eine ganze Zahl u* in k der- 
art, dass sie die Congruenzen 

ut =p, grr*s,. 

(1) Past, (Gage... o*) 


erfillt und nicht zugleich das Quadrat einer Zahl in & ist; es ist dann 
u* eine zu 2 es Zahl und nach Definition 18 wird 


O-TC2)-IT CD). 


(1) (ww) 


wo die Producte | [ tiber alle zu 2 primen Primideale w in k zu 
(rp) 
erstrecken sind. Wegen der Voraussetzung des Satzes 57 haben wir 
mithin 
"(v,u* 
(2) [CH= 


(1) 


Wir wollen nun aus (2) beweisen, dass der Exponent b, zu dem [ 
in v aufgeht, sicher dann gerade ausfallen muss, wenn das Ideal [ des 


Kérpers k auch in K(j//y*) Primideal bleibt. Zu dem Zwecke nehmen 


wir an, es bliebe { in K(/u*) Primideal. Wir bestimmen sodann 
ein Primideal », fiir welches die Gleichungen 


® (-@).--@ 
© GG) 


erfiillt sind, wobei ¢,, &,..., fms A, 49, «++, 4, die in Satz 42 er- 


klarte Bedeutung haben mégen. Da { im Kérper K(j/u*) unzerlegbar 
sein soll, so ist nach Satz 4 und 6 u* congruent dem Quadrat einer 
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ganzen Zahl in & nach dem Modul fj‘ und folglich wegen (1) auch 
nach 2?; mithin gelten nach Satz 39 die Gleichungen 


Em 
. vo foe 
( u* ) — ( u* ) hie 
und wegen (3) ist daher » ein primires Primideal. Bezeichnet 2 eine 


Primirzahl von », so ist, wie man aus (3), (4) vermége Satz 43 unter 
Hinzuziehung von Satz 28 erkennt, wu* dem Quadrat einer ganzen 


Zahl in & nach ({*t*G*t! ... Gt" congruent; es ist folglich 
wegen (1) x gewiss dem Quadrat einer ganzen Zahl in k& nach 
 ...a- congruent und nach Satz 8 zerfallt daher jedes der 


Primideale {,, {,,..., , im Kérper K(j/x) in zwei Primfactoren. Im 
Beweise zu Satz 34 ist gezeigt worden, dass alle Ideale des Kérpers 


K(Vx) dem Hauptgeschlechte angehéren. Die Charaktere der in 


1.) fg, ..-, t, enthaltenen Primfactoren des Kérpers K(j/x) miissen 
somit simmtlich + 1 sein, d. h. es gelten die Gleichungen 


(m+n Gath Bat 


Wiirde nun auch (4) =- 1 ausfallen, so miisste nach Satz 43 die 


Primirzahl x und folglich auch die Zahl u* congruent dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in & nach ("*'G*t*... G+? sein und dann zer- 


file uach Satz 8 das Primideal {= 1, im Kérper K(Vu*) in zwei 
Primfactoren, was unserer Annahme entgegen ist. Es ist mithin 
nothwendigerweise 


: (3)--1 


Nunmehr setzen wir 
(v) =n... 2, 


so dass n prim zu 2 ist und b,,...,b, gewisse ganze rationale Ex- 
ponenten bedeuten; es folgt dann 


v” == vALAS AS... ae, 
wobei v* eine zu 2 prime ganze Zahl in & darstellt. Nach Satz 40 


haben wir 
é os e*) 
[T (=3")-+1. 


(1) 


Ferner ist mit Riicksicht auf (2) 


IT (“ se") _ ‘(a 
w 
(Ww) (tv) 
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es wird daher 


° IT ()-+1 


(1) 


Andererseits erhalten wir, da nach Satz 36 


HT ()=-+1 


ausfallt, die Gleichung 


I 2)-I COU Cs) ee) I CS 
1) GO) 


wegen (5) und (6) entnehmen wir hieraus 


(— 1) =+1, 
d. h. } ist eine gerade Zahl. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen und es muss mithin ent- 


weder das Primideal { des Kérpers k in K(//u*) weiter zerlegbar sein 
oder der Exponent }, zu dem { in vy aufgeht, gerade ausfallen. In 
beiden Fallen aber kann, wie leicht ersichtlich, eine ganze Zahl A im 


Kérper K(j//u*) gefunden werden, derart, dass YW gleich einem 
Bruche £ wird, dessen Zahler g und dessen Nenner 6 zu 2 prim aus- 
fallen, und aus (2) schliessen wir dann 


Ty (s8)=+1, 


(1) 


Diese Gleichung erhilt mit Riicksicht auf die Definition 17 die Gestalt 


oo, u* 
(e5) 41 
und folglich ist nach Satz 50 auch 
es, pr) __ 
a+, 
d. h. go ist Normenrest im Kérper K(/u*) nach { und folglich ist 


wegen Satz 56 auch (7) = +1. Damit ist der Satz 57 in dem 


Falle bewiesen, dass der Exponent a@ gerade ausfillt. 
Wir machen gweitens die Annahme, dass der Exponent a ungerade 
ist und benutzen wiederum die Bezeichnungen wie in Satz 42. Wir 


bestimmen dann eine ganze zu 2 prime Zahl u* in k, fiir welche die 
Congruenzen 





in ent- 
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en. In 
il A im 


einem 


im aus- 


. Gestalt 


glich ist 


in dem 


ungerade 
42, Wir 
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Apt=p, (Pitt), 
reesl, (Get gst’... get’) 


bestehen. Es sei ferner » ein Primideal in k, welches den Bedingungen 


(}=(9).---=@). 
&)-6)-.@-@ 


geniigt. Mit Riicksicht auf Satz 43 giebt es dann in k eine ganze 
Zahl x* derart, dass das Hauptideal (z*) gleich »* wird und das 
Product z* u* congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 
fit? .. G’** ausfillt. Ferner lisst sich, wie leicht mit Riicksicht 
auf Satz 4,6 und 8 ersichtlich ist, im Kérper K(j/A,u*) gewiss eine 


Zahl A finden, so dass Wa) gleich einem Bruche £ wird, dessen 


Zibler @ und dessen Nenner o zu 2 prim ausfallen. Endlich werde 
ein Primideal q in & bestimmt, welches den Bedingungen 


a 


32a) 
(3) - (&): 


oo ()-@) 
() (AK)=+1 


geniigt. Mit Riicksicht auf Satz 43 giebt es dann in & eine ganze 
Zahl x derart, dass (x) = q“ und zugleich x@o congruent dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in k nach att | eet ausfallt. 

Wir haben nun auf Grund von Definition 18 


(2:8) 7 C*) 
e¥ w /? 
(1) 
IT eS -]7T = >) 
w 7 w 
(av) (1) 


Endlich folgt bei Anwendung der Sitze 36 und 40 


eo, tus (4, hy n™ 
IT ") - IG"): 
(ww) 
und wegen der Voraussetzung des Satzes 57 haben wir mithin 


n, Ayn* )= :, 
Te )-+ 
(wv) 
Mathematische Annalen. LI. 


ferner ist 
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(*) a) in te 9 


q 


d. h, es ist 


und wegen (7) wird also auch 


(8) (*)=+1. 

Wir betrachten nunmehr den Kérper K(j/A, x*) und bedienen uns 
dann zum Beweise des Satzes 57 der naimlichen Schlussweise, welche 
wir beim Beweise des Satzes 48 angewandt haben. Aus (7) folgt, dass 
das Primideal q des Kérpers k in K(j/A,2*) stets weiter zerlegbar ist. 
Wir unterscheiden ferner im Folgenden zwei Fille, jenachdem yp ein 
nichtprimires oder ein primires Primideal ist. 

Im ersteren Falle erweist sich durch eine ahnliche Betrachtung, wie 
sie im dritten Theile des Beweises zu Satz 48 (8S. 103) angestellt wurde, 
die Classenanzahl des Kérpers K(j/A,2*) als ungerade und es folgt 
hieraus mit Hinzuziehung von (8) wie in dem eben genannten Beweise, 
dass x die Relativnorm einer Zahl in K(j/A, x*) ist. 

Im zweiten Falle vertheilen wir ahnlich wie im zweiten Theile des 
Beweises zu Satz 48 (S. 101—102) die Complexe des Kérpers K (j/A, 2*) 
in zwei Geschlechter und zeigen dann, wie dort, dass jeder Complex des 
Hauptgeschlechtes gleich dem Quadrat eines Complexes wird. Beriick- 
sichtigen wir, dass wegen (8) jedes durch Zerlegung von q entstehende 
Primideal in K(j/4,2*) dem Hauptgeschlechte angehdrt, so folgt 
wiederum, dass x die Relativnorm einer Zahl in K(j/A,x*) ist. 

In beiden vorhin unterschiedenen Fallen erhalten wir mithin 


%, 4,2* 
(ety 4 
und da die Zahlen x*u* und xgo Quadraten von ganzen Zahlen in k 


nach (2+! congruent ausfallen, so folgt auf Grund des Satzes 56 
schliesslich auch 
“-*) = +1. 


Hiermit ist Satz 57 vollstindig bewiesen. 
Satz 58. (Hiilfssatz.) Es sei [' ein in 2 aufgehendes Primideal 
in k und ferner seien v, w beliebige ganze Zahlen +0 in k: wenn 


dann ("*) =- 1 ausfiallt, so ist auch stets (=) = +1. 
Beweis. Wir benutzen die in Definition 18 erliuterten Bezeich- 
nungen und bestimmen eine ganze Zahl u*, welche den Congruenzen 
fue, Gs, 
rut, G...e*"*) 


geniigt und nicht zugleich das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist; 
dann haben wir nach Satz 56 





zeich- 
enzen 
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()-C)-+ 


(9) (“"°) - (*) = +1, (i=2,3,...2) 


Es mégen nun in der Zahl vy die Primideale [,,..., [, bez. genau zur 
b,,- ++, 5," Potenz aufgehen; infolge der Gleichungen (9) giebt es 
gewisse Zahlen A,,..., A, im Kérper K(//u*) derart, dass 


v=N(A), (G*t'*), 


v=N(A), (Gott) 
ausfallt. Wenn wir ahnlich wie im Beweise zu Satz 49 aus den Zahlen 
A,,-.+,A, eine Zabl A construiren und dann in entsprechender Weise 
wie am genannten Ort verfahren, so erkennen wir ohne Schwierigkeit 
die Richtigkeit des Satzes 58. 

Die beiden Satze 57 und 58 zusammen genommen ergeben das 
Resultat: 

Satz 59. (Hiilfssatz.) Wenn [ irgend ein in 2 aufgehendes Prim- 
ideal und ferner v, w beliebige ganze Zahlen + 0 in & bedeuten, dann 
gilt stets die Gleichung 

vu vi 
4) = (444) 


Mit Hiilfe des Satzes 59 kénnen wir leicht die in Satz 51 fiir das 
Symbol (ut aufgestellten drei Formeln auch in dem Falle als richtig 


nachweisen, dass v, uw beliebige ganze Zahlen in & sind. Das Schluss- 
verfahren zum Beweise der ersten Formel entspricht demjenigen, das zum 
Beweise der ersten Formel des Satzes 51 angewandt worden ist. Die 
Richtigkeit der beiden letzten Formeln folgt unmittelbar aus Satz 55 


und 59. Wir erkennen hiernach, dass die fiir das Symbol (* of) in 


Sate 14 aufgestellten Formeln allgemein fiir beliebige ganze Zahlen v, w 
ink und in Bezug auf jedes beliebige Primideal w in k giiltig sind. 


§ 39. 
Das Product | | ("+") fiir beliebige ganze Zablen v, w. 
(tw) 


Wir sind nunmehr im Stande, einen Satz auszusprechen und zu 
beweisen, der als die weiteste Verallgemeinerung der Sitze 36, 40 
und 52 anzusehen ist und der zugleich, wie mir scheint, das Reciproci- 
tatsgesetz fiir quadratische Reste im Koérper & auf die einfachste und 
Vollstiindigste Weise zum Ausdruck bringt. Dieser Satz lautet: 
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Satz 60. Wenn », u beliebige ganze Zahlen +0 ink sind, so ist stets 


vu 
IT yam + 1, 
Qv) 
wo das Product tiber séimmtliche Primideale w in k erstreckt werden soll. 

Zum Beweise dieses Satzes gelangen wir durch eine entsprechende 
Schlussweise, wie sie zum Beweise des Satzes 52 angewandt worden ist. 

Wir heben endlich noch eine besondere Folgerung des Satzes 60 
hervor. 

Satz 61. Es seien {,(=1), l,,..., 1. die in 2 aufgehenden Prim- 
ideale des Korpers k, und A bedeute eine ganze Zahl in k derart, dass 
das Ideal (4) die h* Potenz von { wird; ferner sei » ein zu 2 primes 
Primideal und x eine ganze Zahl in k, so dass (x)= yy" ausfiillt: 
dann gilt die Gleichung 


Shand ety (eM)... aM". 

(5) = Ge) Ce) G2) 
Zum Beweise des Satzes 61 setze man in 60 yA, u—=z ein. 
Der Satz 61 heisse der zweite Ergdnzungssatz zum alilge- 


meinen Reciprocitdtsgesetze fiir die quadratischen Reste im 
Korper k. 


§ 40. 


Die Anzahl der Normenreste nach einem in 2 aufgehenden Primideal. 


Es gelingt jetzt, die Aussagen des Satzes 15 auf die Primfactoren 
der Zahl 2 auszudehnen. Wir sprechen den folgenden Satz aus: 

Satz 62. Es sei | eim Primfactor von 2 und zwar gehe { genau 
zur lem Potenz in 2 auf: wenn dann die Relativdiscriminante des 
Kérpers K(V'u) nicht durch \ theilbar ist, so ist jede zu 1 prime ganze 
Zahl v in k Normenrest des Korpers K (Vu) nach t. 

Wenn dagegen die Relativdiscriminante des Kérpers K(//u) den 
Factor ( enthilt und L einen beliebigen Exponenten grésser als 21 be- 
deutet, so sind von allen vorhandenen zu { primen und nach \” in- 
congruenten Zahlen v in k genau die Hilfte Normenreste des Korpers 
K(yV') nach {. 

Beweis. Wenn { nicht in der Relativdiscriminante von K (Vu) 
aufgeht, so kénnen wir mit Riicksicht auf Satz 4 und 6 annehmen, 
dass w congruent dem Quadrat einer ganzen zu [ primen Zahl nach 
(* ausfallt. Eine gemiiss Definition 17 zu w bestimmte Zahl u* wird dann 
congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in & nach dem Modal 2? und 


folglich erhalten wir nach Satz 36 (=*) =-+1 und mithin nach 
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Satz 50 auch Ce ) =-+ 1; damit ist die erste Aussage des Satzes 62 
als richtig erkannt. 

Um die zweite Aussage des Satzes 62 zu beweisen, nehmen wir 
zunichst w prim zu 2 an; es sei w* eine gemiiss Definition 17 zu w be- 


stimmte ganze Zahl in k. Wir haben in Satz 29 gewisse + Primideale 


qi) +++» Gm aufgestellt und aus diesen gewisse ganze Zahlen x,,..., %m 
bi z 
abgeleitet, so dass dann nach diesem Satze jede zu 2 prime ganze Zahl 
des Kérpers & nach dem Modul 2? in der dort angegebenen Gestalt 

darstellbar ist; wir setzen somit insbesondere 
ut =e"... ar ef... PR fH, 


m 
2 


worin die Exponenten «,,..., %m, V;,-++) Um gewisse Werthe 0, 1 
cj ry 


haben und # eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 
Wir unterscheiden im Folgenden zwei Fille, je nachdem die Ex- 


ponenten v,,..., Vm sammtlich gleich 0 sind oder mindestens einer 
2 


dieser Exponenten v,,...,%m von 0 verschieden ausfallt. Im ersten 
2 
Falle kénnen die Exponenten u,,..., %m nicht ebenfalls simmtlich 
2 


verschwinden, da sonst u* = uw = 6? nach dem Modul [*' und mithin 


der Voraussetzung entgegen die Relativdiscriminante von K(j/u) prim 


zu { ware. Ist also etwa uj = 1, so wird mit Beriicksichtigung der 
Saitze 50 und 36 


Cr) - Cr) <1 CF) = @)--1 


Im zweiten Falle sei etwa v;—=1; dann schliessen wir auf die 
nimliche Weise 


Bin bt +(%iu* ej 
( ej )- (-4*) =-[] (: ) = (=)=- .. 
(iv) 

Nehmen wir im ersten Falle vy — %;, im zweiten v = &, so ist 
gezeigt, dass es im Korper k stets eine Zahl » giebt, welche Normen- 
nichtrest des Kérpers K(/w) nach { wird. 

Wegen LZ > 21 sind nach Satz 47 zwei nach {” congruente zu [ 
prime ganze Zahlen in & stets gleichzeitig Normenreste oder Normen- 
nichtreste nach {. Wir bezeichnen nun mit »,, v,,..., , ein System 
ganzer Zahlen in k von folgender Beschaffenheit: die Zahlen v,,..., 
sollen nach (4 unter einander incongruente und zu { prime Normenreste 
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nach { sein; endlich soll jede zu { prime Zahl, welche Normenrest nach 
{ ist, einer jener Zahlen v,,.. ., v, nach {4 congruent sein. Ist nun v ein 
zu { primer Normennichtrest nach [, so sind die Zahlen vv,, vv,,..., v% 
wegen der zweiten Formel in Satz 51 simmtlich Normennichtreste nach [ 
und wir kénnen leicht zeigen, dass jeder beliebige zu { prime Normen- 
nichtrest nach { einer dieser s Zahlen nach {” congruent ausfallt. In 
der That bestimmen wir eine ganze Zahl v*, so dass yy* =1 nach 
 ausfallt, so folgt wegen L >2? mit Riicksicht auf Satz 47 die Gleichung 


(?:") a at) =—1; 


es ist folglich auch v* Normennicktrest nach {. Bedeutet nun ’ irgend 
einen beliebigen Normennichtrest nach [, so ist v'v* Normenrest nach | 
und folglich einer der Zahlen v,,..., v, nach {” congruent; es sei 
etwa v'v* =»; nach [4; dann ist vy v* =v = vy; nach |. 

Aus dieser Betrachtung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit 
der zweiten Aussage des Satzes 62 fiir den Fall, dass w zu 2 prim ist. 
Der vollstiindige Nachweis dieser zweiten Aussage gelingt leicht durch 
ein ahnliches Schlussverfahren unter Heranziehung von Satz 56. 

Die in den beiden Siitzen 15 und 62 ausgesprochene Thatsach+ 
entspricht gewissermassen dem bekannten Satze tiber die Verzweigungs- 
punkte einer Riemanu’schen Fliche, wonach eine algebraische Func- 
tion in der Umgebung eines einfachen Verzweigungspunktes den Voll- 
winkel auf die Hilfte desselben conform abbildet. Infolgedessen nenne 
ich die in der Relativdiscriminante von K(j/u) aufgehenden Primideale 
> des Kérpers & auch Verzweigungsideale fir den Kérper K(/u). Die 
Verzweigungsideale sind die Quadrate oder die Relativnormen der 
ambigen Primideale des Kérpers K(//u). 


§ 41. 


Beweis des Fundamentalsatzes iber die Geschlechter in einem beliebigen 
relativquadratischen Koérper. 

In § 17—§ 19, sowie in § 29 hatten wir die vorliufige Annahme 
gemacht, dass die Relativdiscriminante des zu untersuchenden Korpers 
K wu 2 prim ausfallt. Da wir erkannt haben, dass alle wesentlichen 
Kigenschaften des Symbols (*: ) auch fiir die in 2 enthaltenen Prim- 
ideale w des Korpers & giiltig sind, so kann nunmehr jene vorlaufige 
Annahme beseitigt werden. 

Wir bezeichnen wie bisher mit [,,..., {, die von einander ver- 
schiedenen Primfactoren der Zahl 2 und setzen 

Qeeli... Le. 


Zunichst lassen sich die Definitionen 11 und 12 der Begriffe ,,Charakteren- 
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system“ und ,,Geschlecht“ unmittelbar auf den Fall ausdehnen, dass 
die Relativdiscriminante von K Factoren aus der Reihe der Primideale 
(,,+++,) l, enthalt; wir haben hierbei nur die Bemerkung am Schluss 
des § 38 zu beriicksichtigen. 

Desgleichen kénnen wir die Beweise der Sitze 24, 25, 26 sofort 
auf den gegenwartigen allgemeinen Fall iibertragen, und es gilt dem- 
nach insbesondere auch der Satz 26 fiir jeden beliebigen relativquadra- 
tischen Kérper K(/x). 

Endlich entsteht die Aufgabe, den fundamentalen Satz 41 auch in 


dem Falle zu beweisen, dass die Relativdiscriminante des Kérpers K(/u) 
Primfactoren der Zahl 2 enthalt. Um diesen Beweis zu entwickeln, 
behalten wir die in § 29 festgesetzten Bezeichnungen bei; es ist hierbei 
nur zu beachten, dass im gegenwiartigen Valle unter den Primidealen 
by, +++, 0, auch solche vorkommen, die in der Zahl 2 aufgehen. 

Es seien [,,..., {4 diejenigen Primfactoren von 2, die unter den 
r Idealen b,,..., 0, vorkommen; wir setzen etwa 


t, — Dr— 41) teeny l* = b,, 
so dass die r — z* Primideale },,..., --.*« zu2 prim sind. Es mégen 
nun ¢,,..., ¢ irgend beliebige r der Bedingung ¢,...c,—=-+ 1 ge- 
niigende EHinheiten + 1 sein. Wegen Satz 62 kann man gewiss 2* 
ganze zu 2 prime Zahlen »,,..., v,« finden, so dass 


%, Vix, 
(% *) = Cr—s*+1,° °°» ("ex") = C, 
Hi Lox 


wird. Bestimmen wir nun eine ganze Zahl v derart, dass 
? 


v=, (e+), 
vw, (4, 
v=1, (ee), 


v=1, (io?) 


ausfallt, so geniigt v nach Satz 56 den Bedingungen 


vi vi 
(5) SS Cr att1y** %y (35) =Cr, 


(Ge)—+1, aa “f) = +1. 


Vega 


(1) 


Nunmehr bezeichnen wir mit b,41,..., 0« diejenigen unter den 
t—r Primidealen d,41,..., %, die zu 2 prim sind und bestimmen 
dann ein Primideal », fiir welches bei Benutzung der Bezeichnungen 
von § 31 die Gleichungen 
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En é 
(3)-@):--+(5)-@): 
(3) - @).--» G)-G); 

(3) -a (5) @) CG) - + GG) 
Prim Gls) GG) 
gelten. Wegen (2) lisst sich nach Satz 43 eine ganze Zahl 2 bestim- 
men, so dass (x)= yp" und iiberdies die Zahl wv congruent dem 


Quadrat einer ganzen Zahl in k nach Batt eet! wird. Infolge- 
dessen schliessen wir aus Satz 56 mit Riicksicht auf (1) 


a, vy, a, v, 
(“i2) = (Cie) meet (EF) GZ) —% 


2 


Gt) -(E5)- =+1, «+, (8) = (4) — +1. 


z 


(4) 


Andererseits folgt aus Satz 40, wenn wir die erste Formel des Satzes 14 
beriicksichtigen , 


1 (xv, 9d; : g 
Il ( Ww )=+1, (¢=—1,2,...,.7r—2, r+1,..,¢ 


uw) 


und wegen (3) haben wir daher 


(DO —@ant Gandara 
(DO OQ$() th Gertie 


d. h. es gelten die Gleichungen 
G)- (2) = Cj, (2 =1,2,...r—2), 


(3,) —- (=5) =+1, @ =r+],...,é). 


Da 04, .++, Dr—st) Drzi, +--+, Ow die simmtlichen zu 2 primen 
Theiler der Relativdiscriminante von K(j//u) sind, so kénnen wir 


p= yord,... Opie O41... Oe 


setzen, wo y eine ganze Zahl in k& ist, deren Primfactoren simmtlich 


in 2 aufgehen, und wo a irgend eine bestimmte ganze Zahl in k be- 
deutet. Nach Satz 60 ist 


(5) 
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Se) anf BSC)... f SP Se = B\ (se)... (= 0\ 
IT) = G6)" CCE) GG) Gi) 
und folglich erhalten wir wegen (4), (5) 


(*)e e- °C = + 1; 
da nun ¢,---¢,==-+ 1 angenommen worden ist, so ergiebt sich auch 


(¢) — +1, 4 h. p zerfallt in K(/u) in zwei Primfactoren. Mit 


Riicksicht auf (4), (5) haben die Charaktere eines jeden dieser Prim- 
factoren die Werthe 


a, 
("3") m= Cy,°°° 


Hieraus schliessen wir genau wie bei dem in § 29 entwickelten Beweise 
die Richtigkeit des Satzes 41 im allgemeinsten Falle. 
Wir haben damit die wichtige Frage nach der Anzahl der Ge- 


schlechter in einem beliebigen relativquadratischen Kérper K(/u) 
vollstiindig erledigt. 


§ 42. 
Die Classen des Hauptgeschlechtes. 


Wir heben in diesem und in den folgenden Paragraphen einige 


Folgerungen hervor, die sich aus dem Satze 41 ergeben. 
Satz 63. Die Anzahl g der Geschlechter in einem relativquadra- 
tischen Koérper ist gleich der Anzahl A seiner ambigen Complexe. 
Beweis. Wenn ¢ und w die Bedeutung wie in Satz 23 haben 
und wenn wir beriicksichtigen, dass nach Satz 41 g = 27-" ist, so 
folgt aus den Sitzen 23 und 25 
r<t+v— > 
und da andererseits nach Satz 24 
t+v— <r 
sein muss, so erhalten wir 
™m 


r=t+to—™; 


»? 
nach Satz 23 ist mithin die Anzahl der ambigen Complexe 
A == 24 = 2! == g. 
Satz 64. Jeder Complex des Hauptgeschlechtes in einem relativ- 
quadratischen Korper K ist das Quadrat eines Complexes in K, d. h. jede 
Classe des Hauptgeschlechtes in einem relativquadratischen Korper K 


ist gleich dem Product aus dem Quadrat einer Classe und aus einer 
solchen Classe, welche Ideale des Grundkorpers k enthiilt. 
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Beweis. In dem Beweise zu Satz 25 ist die Gleichung Af’ = gf 
abgeleitet worden; hierbei haben A und g die Bedeutung wie in Satz 63; 
ferner bedeutet f’ die Anzahl derjenigen Complexe, welche gleich 
Quadraten von Complexen sind und f die Anzahl der Complexe des 
Hauptgeschlechtes, Da nach Satz 63 A —g ist, so folgt f’ —/f und 
damit ist bewiesen, dass jeder Complex des Hauptgeschlechtes das 
Quadrat eines Complexes ist. 


§ 43. 
Der Satz von den Relativnormen eines relativquadratischen Kérpers, 


Satz 65. Wenn v, u irgend zwei beliebige ganze Zahlen + 0 des 
Korpers k bedeuten, von denen wu nicht das Quadrat einer Zahl in k 
ist, und welche fiir jedes Primideal w in k die Bedingung 


(*° -f) iam + 1 
erfiillen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm einer ganzen 
oder gebrochenen Zahl des Kérpers K(yu). 
Beweis. Wir beweisen diesen Satz zuniichst fiir den Fall, dass 
v eine Kinheit in & ist. Es mégen ¢ und wv die Bedeutung wie in 
Satz 23 haben; im Beweise zu Satz 63 ist gezeigt worden, dass 


r=ot+uv— > sein muss: d. h, es ist vom >—t+r. Die Anzahl 
der Einheitenverbinde in k, soweit sie aus Kinheiten, die Relativnormen 


sind, entspringen, betragt also 2?" 


Andererseits betrachten wir die +* = ¢ — r Hinheiten ¢,,.. ., &,«, 
die in § 17 bestimmt worden sind. Aus den Gleichungen (1) in § 17 
erkennen wir leicht, dass die r* aus ¢,,..., &« entspringenden Kin- 
heitenverbinde von einander unabhingig sind. Es miissen sich daher 


~ — r* solche Einheitenverbiinde finden lassen, die mit jenen zusam- 


. m 
men ein System von — 


> P . m - ss 
&*41, +--+) €m Hinheiten bez. aus diesen y* Kinheitenverbinden, 


unabhangigen Kinheitenverbiinden bilden. Sind 


2 
so lisst sich offenbar jede beliebige Einheit § des Koérpers & in der 
Gestalt 


Eaux ay... 8? & 
3 


darstellen, wo u,,..., Um gewisse Exponenten 0, 1 und « eine ge- 


2 
eignete Einheit in & bedeutet. Betrachtet man nun die r* Gleichungen 


(1) (i")-+ 1, wt bes 1,+++, (#2) wes 


dp r+1 
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so liefern sie fiir die Exponenten u,, u., ...,Um gewisse r* lineare 
ij 


Congruenzen nach dem Modul 2, die, wie man leicht erkennt, von 
einander unabhingig sind; es folgt somit, dass alle diejenigen Ein- 
heiten €, die den Bedingungen (1) geniigen, insgesammt 

a? a otter 
Einheitenverbande ausmachen. 

Wir haben zu Beginn dieses Beweises festgestellt, dass die Anzahl 
der Einheitenverbiinde, soweit sie aus Einheiten, die Relativnormen 
sind, entspringen, in gleicher Anzahl vorhanden sind. Da ferner jede 
Kinheit in k, welche die Relativnorm einer Einheit oder einer ge- 
brochenen Zahl von K(j/u) ist, offenbar Normenrest nach { sein und 
daher nothwendig den Gleichungen (1) geniigen muss, so ist jeder 
Verband der zu Anfang behandelten Einheiten auch unter den Ver- 
biinden enthalten, deren Hinheiten § den Gleichungen (1) geniigen; da 
die Anzahlen beider Systeme von Einheitenverbinden die gleiche ist, 
so sind die beiden Systeme mit einander identisch. Die vorgelegte 
Kinheit v geniigt nach Voraussetzung den Bedingungen (1) und ist 
mithin nach dem eben Bewiesenen die Relativnorm einer Einheit oder 
einer gebrochenen Zahl in K (//u). 

Es sei jetzt v eine beliebige Zahl in K(/u), welche die Voraus- 
setzung des Satzes 65 erfiillt. Sind dann n,, n,,... die héchsten in » 
aufgehenden Potenzen von Primidealen des Koérpers k, so muss es 
wegen der Voraussetzung des Satzes 65 gewiss ganze Zahlen A,, A,,... 
in K(/u) geben von der Art, dass die Congruenzen gelten 


v= NA), (1,’), 
v= NiA,), (Np*) , 
Bezeichnet also A eine ganze Zahl in K(j/u) die congruent A, nach n,2, 
congruent A, nach n,*, u. s. f. ausfallt, so erhalten wir 
(2) y==N(A),_ (v’). 
Betrachten wir nun in K(j/u) das Ideal 


§ =(v,A), 
so ergiebt sich wegen (2) 
§ . SH = (v, A) (v, SA) = (v?, vA, vSA, ASA) = (v) 


und hieraus folgt, dass v die Relativnorm des Ideals § in K(/n) 
sein muss. 


Wegen der Voraussetzung des Satzes 65 gehért § nothwendig 
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dem Hauptgeschlecht von K(/u) an und wir kénnen daher nach 
Satz 64 6 ~i3? 


setzen in solcher Weise, dass j ein Ideal in & und § ein Ideal in K (ju) 
bedeutet. Wegen j*~ 1 muss B = (3) eine ganze oder gebrochene 
Zahl des Kérpers K sein; die Relativnorm N(B) dieser Zahl ist offenbar 


h 
von der Gestalt =n wo « eine Kinheit in & und @ eine ganze Zahl 


in k& bedeutet. Aus der letzten Gleichung folgt, dass fiir jedes be: 
liebige Primideal w nothwendig (ee) = -+1 und daher auch 
(=*) =-+1 sein muss, Es ist nun im ersten Theil des gegen- 
wiartigen Beweises gezeigt worden, dass unter diesen Umstiinden « 
stets gleich der Relativnorm einer Zahl in K(/u) sein muss; wir setzen 


¢= N(I), wo Ff eine Zahl in K(/y) ist. Es folgt dann 


B.a 
va N ayy 
Ti.» ? 


und hiermit ist der Beweis fiir Satz 65 vollstindig erbracht. 


§ 44. 
Die ternire quadratische Diophantische Gleichung im Korper k. 

Den Inhalt des Satzes 65 kénnen wir auch auf folgende Weisen 
aussprechen: 

Satz 66. Wenn », w beliebige ganze Zahlen +0 in k bedeuten, 
so ist die Diophantische Gleichung 

ve + uy? =—1 

in ganzen oder gebrochenen Zahlen §, 7 des Korpers & stets dann 
lésbar, wenn fiir jedes Primideal w in k die Bedingung 


C= 
erfiillt ist. 


Satz 67. Wenn v, wu irgend zwei beliebige ganze Zahlen des 

Korpers k bedeuten, so ist die Diophantische Gleichwng 

v2 + un? —1 
im ganzen oder gebrochenen Zahlen &, » des Korpers k stets dann 
lésbar, wenn die Congruenz 

VP + n= 
nach jedem Primideal des Kérpers k und nach jeder Potenz eines solchen 
in ganzen Zahlen §&, des Korpers k losbar ist. 
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Beweis. Falls w das Quadrat einer ganzen Zahl in & ist, wird 
jener Diophantischen Gleichung durch § = 0, y —7- gentigt. Es sei 
u 


nun w nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ink. Es sei ferner w ein 
Primideal in k und w* eine beliebige Potenz von w; endlich seien &, 7 
ganze Zahlen in k, die der im Satze 67 aufgestellten Congruenz nach w/ 
geniigen. Da offenbar §, 7 nicht beide zugleich durch w_ theilbar 
sein kénnen, so diirfen wir annehmen, dass etwa § zu w prim ausfiele: 
dann ist wegen . 


v=N (tale), (ww?) 


die Zahl » Normenrest des Koérpers K(j//w) nach w und folglich 
erfiillen die Zahlen v, w die Bedingungen des Satzes 65. Nach diesem 
Satze 65 ist daher » die Relativnorm einer gewissen Zahl A des Kérpers 


K(/u); setzen wir A= =+6Ve wo «a, 8, y ganze Zahlen in & sind, 
so folgt a? — net 
eden 
und mithin erfiillen die Zahlen § = r, = £ die vorgelegte Gleichung. 

Damit ist der Satz 67 bewiesen. 

Ist irgend eine ternire homogene quadratische Diophantische Glei- 
chung mit beliebigen in & liegenden Coefficienten vorgelegt, so entsteht 
die Frage nach den Bedingungen, unter denen diese Gleichung durch 
geeignete ganze Zahlen des Koérpers k gelést werden kann. Auch diese 
Frage findet, wie leich tzu sehen, auf Grund der Sitze 66 und 67 ihre 
vollstindige Beantwortung. 


Inhalt. 
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I. Allgemeine Definitionen und vorbereitende Sitze. 
§ 1. Quadratische Reste und Nichtreste im Grundkérper k und das Sym- 
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Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss’ Werken.*) 
Von 


Fevix Kiem in Gottingen. 


Zu den Verpflichtungen, welche unsere Gesellschaft seit langer 
Zeit iibernommen hat, gehért die Herausgabe von Gauss’ gesammelten 
Werken, insbesondere die Bearbeitung seines Nachlasses. Das Unter- 
nehmen ging anfangs ziemlich rasch von statten und es ist bereits 
tiber 20 Jahre her, dass Ernst Schering, der mit der Herausgabe 
betraut war, die sechs ersten Bande der Oeffentlichkeit iibergeben 
konnte; dieselben sind laingst tiberall hin verbreitet, wo irgend es 
mathematische Interessen giebt, und haben immer nach Inhalt und 
Form als mustergiiltig gegolten. Dann aber haben widrige Umstande 
die Vollendung des Unternehmens gehemmt, so dass wir heute, wo 
Schering nicht mehr unter uns weilt, nach aussen hin nicht weiter 
vorwirts gekommen sind, als damals. Es ist dies um so mehr zu 
bedauern, als mit dem Hinscheiden von Schering der Faden der per- 
sénlichen Tradition abgerissen ist, der uns mit Gauss verband, auch 
nie wieder ein Mathematiker dazu kommen wird, sich mit solcher 
Ausschliesslichkeit und Vielseitigkeit in den Gauss’schen Nachlass ein- 
zuarbeiten, wie Schering dies gethan hatte. Die hierdurch gegebene 
Unterbrechung der Continuitat wird nur dadurch gemildert, dass Frau 
Schering nicht gezdgert hat, uns die zahlreichen Aufzeichnungen und 
Vorarbeiten ihres Mannes zu unbeschrinkter Einsichtnahme zur Ver- 
fiigung zu stellen; ich meine im Namen der Gesellschaft zu handeln, 
wenn ich ihr hierfiir bei der heutigen Gelegenheit den besten Dank 
6ffentlich ausspreche. Im Uebrigen ist klar, dass wir jetzt, nach so 
langer Zeit, die Erledigung der Aufgabe in neue Wege leiten mussten, 
namlich so, dass wir nicht einen einzelnen Gelehrten mit der Durch- 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gdttingen, Geschiiftliche Mittheilungen, 1898, Heft I. (Oeffentliche Sitzung 
vom 30. April 1898.) 
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fiihrung derselben betrauten, sondern fiir die verschiedenen Gebiete, 
auf denen Gauss gearbeitet, verschiedene, von Haus aus besonders 
vorbereitete Krifte zu gewinnen suchten. Ich darf vorweg bemerken, 
dass dies in erfreulicher Weise gelungen ist, dass die Arbeit von allen 
Seiten begonnen hat und, getragen von der Hingabe und der Sach- 
kenntniss der einzelnen Herren, gedeihlich fortschreitet, so dass wir 
hoffen diirfen, soweit dies unter den jetzt verinderten Verhiltnissen 
iiberhaupt noch mdglich ist, in absehbarer Zeit zu einem befriedigen- 
den Abschluss zu kommen. 

Hier die Namen unserer Mitarbeiter mit einigen Bemerkungen iiber 
die von ihnen tibernommenen Gebiete. 

Ich habe zuniichst unseren neu berufenen theoretischen Astro- 
nomen, Prof. Brendel zu nennen. Auf ihn fallt selbstverstandlich 
die Herausgabe der noch restirenden astronomischen Stiicke, also der 
seit langer Zeit geplante endgiiltige Abdruck von Gauss’ Theoria motus, 
sowie aus dem Nachlass die Bearbeitung der weitausgedehnten und 
nur erst mangelhaft bekannten Untersuchungen zur Stérungsrechnung. 
Leider ist nicht sehr wahrscheinlich, dass das vorhandene Material 
gestatten wird, die dringenden Fragen, welche in dieser Hinsicht seit 
dem Bekanntwerden des Briefwechsels von Gauss und Bessel erhoben 
worden sind, endgiiltig zu beantworten, Immerhin aber hoffen wir 
dies zu erreichen, dass wir klar sehen, wie Gauss die Stérungen der 
kleinen Planeten, zumal der durch die Neigung und Excentricitit 
ihrer Bahn besonders interessanten Pallas, numerisch gerechnet hat. 
Daneben iibernimmt Prof. Brendel die centralen Redactionsgeschiifte, 
also die Verwaltung des Nachlasses, den regelmiissigen Verkehr mit 
den Mitarbeitern, weiterhin die Gesammtaufsicht tiber den Druck etc. 
Ich darf mit besonderem Danke anfiigen, dass uns fiir diese Arbeiten 
seitens der Universitiitsverwaltung ein besonderes Zimmer im Erd- 
geschosse des Curatorialgebiiudes zur Verfiigung gestellt worden ist. 

Hieriiber hinaus haben wir nun noch fiinf weitere Mitarbeiter ge- 
wonnen, die ich hier in der Reihenfolge auffiihren will, welche der 
bei den bisher erschienenen Binden festgehaltenen Aufeinanderfolge 
der Disciplin entspricht. 

Prof. Fricke in Braunschweig hat Zahlentheorie und Analysis 
itibernommen. Diesen Gebieten sind von den bis jetzt edirten Banden 
nicht weniger als drei zugewiesen; es kann sich dementsprechend bei 
ihnen nur mehr um wenig umfangreiche Ergiinzungen handeln. Um 
Kinzelnes zu nennen, so finden sich im Nachlasse ziemlich weitgehende 
Untersuchungen tiber cubische Reste, insbesondere aber noch interes- 
sante Kinzelheiten zu Gauss’ Theorie der elliptischen Functionen. Ich 
habe im vorigen Jahre gelegentlich als eine iiberraschende Thatsache 
erwihnt, dass Riemann nach einem uns damals zugekommenen Collegien- 
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hefie bereits 1857 die volle Kreisbogenfigur der elliptischen Modulfunc- 
tionen gekannt hat (Nachrichten der math.-phys. Classe 1897, p. 190). 
Jetzt erfahren wir aus dem Nachlasse, dass Gauss schon Decennien 
vorher bis zu demselben Resultate vorgedrungen war. Einen Aunsatz 
hierzu konnte man bereits in einer Figur erkennen, welche auf 
p. 477 von Band II] abgedruckt ist und die, richtig aufgefasst, ein 
erstes Dreieckspaar der Modultheilung vorstellt. Diese Figur aber 
bezeichnet nur den Anfang der betreffenden Untersuchungen; Gauss 
hat in der That auch die Anordnung der weiteren Dreieckspaare 
gekannt. 

Es folgen die Untersuchungen iiber Geometrie, fiir welche Prof. 
Stickel in Kiel gewonnen ist. Hier wendet sich das Interesse der 
heutigen Mathematiker in erster Linie den tiefeindringenden Specula- 
tionen von Gauss iiber die Fundamente der Geometrie zu, iiber welche 
lange Jahre hindurch der Schleier des Geheimnisses gebreitet war. 
Eine erste wichtige Aufklirung bieriiber hat bereits die Publication 
der einschlagigen Stellen aus der Correspondenz von Gauss und 
W. Bolyai gebracht, welche Prof. Stickel im vorigen Jahre in den 
Nachrichten unserer math.-phys. Classe (pag. 1 ff.) gegeben hat*). Bei 
der vorliufigen Durchsicht des Nachlasses hat sich hierzu vielleicht 
nichts besonders Ueberraschendes mehr ergeben, aber doch eine Reihe 
werthvoller Anhaltspunkte, durch welche man die Entwickelung von 
Gauss’ Ideen sehr viel genauer festlegen kann, als bisher méglich war. 
Auch iiber die Entstehung der in den Disquisitiones circa superficies 
curvas auftretenden fundamentalen Conceptionen giebt der Nachlass 
werthvolle Aufschliisse. Durchaus neu aber sind einige EHinzelheiten, 
die sich auf die Geometrie der Kugel beziehen. Gauss hat bereits genau 
so, wie spiter Riemann, eine complexe Variable z = x + iy auf der 
Kugel gedeutet und hat gewusst, dass sich die Drehungen der Kugel 
um ihren Mittelpunkt durch lineare Substitutionen dieses ¢ von be- 
stimmter einfacher Bauart darstellen! Und, was noch iiberraschender 
scheinen kann, er hat die ,,Mutationen des Raumes“ (wie er sagt), 
d. h. die Drehungen des Raumes um den Coordinatenanfangspunkt, 
verbunden mit einer beliebigen von letzterem auslaufenden Aehn- 
lichkeitstransformation, bereits 1819 durcl dieselben vier Parameter 
dargestellt, welche die spiitere Quaternionentheorie benutzt; er be- 
zeichnet den Inbegriff dieser vier Parameter als Mutationsscala und 
giebt die expliciten Formeln fiir die Zusammensetzung zweier Scalen 
(also die Multiplication zweier Quaternionen), wobei er die symbolische 
Schreibweise (abcd) .(aByd) = (ABCD) benutzt und ausdriicklich 


*) Vergl. auch den ausfiihrlicheren Artikel von Stickel und Engel in Bd. 49 
der mathematischen Annalen (p. 149—206 daselbst), 
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bemerkt, dass es sich dabei um einen nicht commutativen Process 
handelt! — 

Mit den theoretischen Untersuchungen iiber Geometrie ist bei 
Gauss die practische Handhabung, die ausfiihrende Geodiisie, untrennbar 
verbunden gewesen. Es giebt kein anderes Unternehmen, dem Gauss 
so viele Jahre consequenter Arbeit gewidmet hitte, als die Landes- 
vermessung des Konigreichs Hannover. Nicht die Zahlenresultate dieser 
Messungen (bei denen Gauss vielfach mit ungentigenden Mitteln ar- 
beitete), wohl aber die allgemeinen Methoden und Gesichtspunkte, die 
er bei Gelegenheit derselben entwickelte, sind fiir den Fortschritt der 
Geodisie grundlegend geworden. Indem uns die Herren Proff. Borsch 
und Kriiger vom geodiitischen Centralinstitut in Potsdam fiir die hier- 
mit zusammenhiingenden Theile des Gauss’schen Nachlasses ihre Mit- 
wirkung zusicherten, diirfen wir erwarten noch manches Interessante 
zu erfahren. Um eine Einzelheit anzufiihren: es war bekannt, dass die 
Mecklenburger Landesvermessung die ihr eigenthtimliche conforme 
Kegelprojection entsprechend der Ausdehnung des Landes von Ost nach 
West auf Anrathen von Gauss eingefiihrt hatte. Jetzt finden sich im 
Nachlasse von Gauss die vollstiindigen hierbei in Betracht kommenden 
Formeln, Ebenso bemerkt man bestimmte Hinweisungen auf die con- 
forme Doppelprojection, welche seit 25 Jahren in der K. preussischen 
Landesaufnahme benutzt wird. 

Es handelt sich endlich um Gauss’ Untersuchungen tiber mathe- 
matische Physik. Die Sorge hierfiir hat Prof. Wiechert dahier iiber- 
nommen, der, wie Sie wissen, zum Director von Gauss’ erdmagnetischem 
Observatorium ernannt wurde. Gauss’ Arbeiten auf dem Gebiete des 
Erdmagnetismus sind bereits 1887 von Schering zum Gegenstande einer 
besonderen Festschrift gemacht worden; der Inhalt derselben wird jetzt 
in der einen oder anderen Form in die gesammelten Werke einzu- 
arbeiten sein. Die beziiglichen Arbeiten gipfeln, wie bekannt, in der 
durch Humboldt’s Unterstiitzung erméglichten Griindung eines die 
ganze Erde umspannenden magnetischen Vereines. Wir modgen diese 
That gewissermassen als vorbildlich betrachten ftir die Bestrebungen, 
welche unsere Gesellschaft neuerdings innerhalb des Academieencartells 
verfolgt. Hier und iiberall gehért Gauss’ Thitigkeit, trotzdem sie ein 
halbes Jahrhundert zuriickliegt, nicht einer vergangenen Periode der 
Wissenschaft an, sondern steht in unmittelbarer Beziehung zu den 
Aufgaben der Gegenwart. — 

Nun noch ein paar Worte iiber die tiussere Form, in der wir den 
Abschluss der Gauss-Ausgabe zu bewerkstelligen hoffen. Es wird sich 
voraussichtlich noch um drei Bande und einen Supplementband handeln. 
Indem ich mit der Nummerirung der Bande an die sechs bereits publi- 
cirten ankniipfe, ergiebt sich folgendes Schema: 


g* 
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Bd. 7 wird ausschliesslich Astronomie enthalten und, kurz gesagt, 
alle diejenigen Astronomica bringen, welche in Bd. 6 noch keinen 
Platz gefunden haben. 

Bd. 8 wird die wissenschaftlichen Nachtrége zu den friiheren Banden 
enthalten, insbesondere der Reihe nach solche, die sich auf Zahlen- 
theorie, Analysis, Geometrie und Geodiisie, endlich mathematische 
Physik beziehen. 

Bd. 9 soll fiir das biographische Material bestimmt sein. Hier 
werden auch Mittheilungen allgemeiner Art aus Gauss’ weit ausgedehnter 
wissenschaftlicher Correspondenz ihre Stelle finden kénnen. Zugleich 
wird eine genaue Schilderung des geordneten Nachlasses zu geben 
sein, der nach vollendeter Bearbeitung, wie hier ausdriicklich mitge- 
theilt sei, zu allgemeiner Benutzung auf der Universititsbibliothek 
deponirt werden soll, 

Der Supplementband endlich wird ausfiihrliche Register enthalten. — 
Kommt keine unvorhergesehene Stérung dazwischen, so diirften wir in 
drei Jahren etwa mit der ganzen Arbeit zu Ende sein, Mittlerweile 
hoffen wir den Vertrieb der bisher erschienenen sechs Bande dadurch 
neu zu beleben, dass wir denselben einer leistungsfihigen Buchhand- 
lung iibertragen*). 

Ich kann diesen Bericht nicht schliessen, ohne an alle Diejenigen, 
welche es angeht, eine Bitte zu richten. Es ist keineswegs so, dass 
in unserer Sammlung des Gauss’schen Nachlasses, so reichhaltig und 
iiberaus werthvoll dieselbe bereits ist, das gesammte, auf Gauss zuriick- 
gehende oder mit ihm zusammenhiingende unter wissenschaftlichen 
Gesichtspunkten interessante Material bereits vereinigt wire. Es ist 
uns durch die Bemiihungen von Prof. Stickel gelungen, letzthin 
einige wichtige Stiicke neu zu erwerben oder zur Einsicht zu erhalten, 
so z. B. die Originalbriefe von Gauss an Schumacher (die in der be- 
kannten Ausgabe nicht ganz vollistandig abgedruckt sind), dann die 
Briefe von Gerling an Gauss (welche sich im Besitz der Gerling’schen 
Familie befinden, wiihrend die Briefe von Gauss an Gerling seit lange 
unserer Sammlung angehéren). Mit besonderem Danke haben wir zu 
erwihnen, dass uns Herr Stickel einen wichtigen Brief von Gauss 
an Taurinus, Excellenz Struve in Carlsruhe mehrere Briefe von Gauss 
an seinen Vater geschenkt hat. Es giebt aber ohne Zweifel noch eine 
Menge werthvollen, uns bisher nicht zuginglichen Materials. Wir 
bitten alle Diejenigen, die im Besitz irgendwelcher auf Gauss suriick- 
gehender oder fiir seine Thiitigkeit wichtiger Manuscripte sein mégen, 


*) Die Verhandlungen haben inzwischen zu einem Abschluss mit der Teub- 
ner’schen Buchhandlung gefiihrt, Danach werden die sechs ersten Bande unserer 
Gesammtausgabe nicht mehr wie bisher von der Géttinger Universititscasse son- 
dern nur noch von der Teubner’schen Buchhandlung bezogen werden kénnen. 
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Private oder Gesellschaften, uns hiervon benachrichtigen wnd uns die 
Kenntnissnahme der Belege ermédglichen zu wollen*), 








*) Ich méchte diese Gelegenheit benutzen und die gleiche Bitte um Vervoll- 
stiindigung betreffs des auf der hiesigen Universitiitsbibliothek deponirten Nach- 
lasses von Riemann aussprechen. Wir haben im Jahre 1897 verschiedenes wich- 
tige auf Riemann beztigliche Material neu erworben, wie auf pag. 189/190 der 
Nachrichten unserer math.-phys. Classe vom vorigen Jahre genauer verzeichnet 
ist. Hierzu treten jetzt eine Keihe Stiicke aus Schering’s Hinterlassenschaft, ins- 
besondere die Nachschrift, welche Schering 1855—56 von den damals gehaltenen 
ersten Vorlesungen Riemann’s tiber Abel’sche Functionen und tiber die P-Function 
angefertigt hat; diese Nachschrift ist, wie Schering Sfter erzihlte, von Riemann 
selbst bei der endgiiltigen Redaction seiner bez. Abhandlungen zu Grunde gelegt 
worden. Es wiire sehr erwiinscht und sollte zu erreichen sein, dass wir Nach- 
schriften oder Ausarbeitungen von simmtlichen von Riemann gehaltenen Vor- 
lesungen auf unserer Bibliothek vereinigten. Wir richten also an Diejenigen, 
welche solche Nachschriften besitzen, die besondere Bitte, uns hiervon freundlichst 
in Kenntniss zu setzen. F, Kl. 

















Sur les problemes qui se rapportent & la résolution des 
équations algébriques renfermant plusieurs inconnues. 


Par 


M. Feperico Enriques & Bologne*). 


1. Les problémes dont il s’agit dans ce Mémoire se rapportent a 
la résolution des équations algébriques. II n’y a done pas ici de questions 
nouvelles; rien de plus ancien, rien de plus conforme au but pratique 
dont PAlgébre elle-méme tire son origine. Et pourtant lorsqu’on parle 
de résoudre une équation, on pense d’ordinaire au cas déterminé oi 
celle-ci ne renferme qu'une seule inconnue; le cas indéterminé, ov elle 
en renfermerait plusieurs, on ne l’envisage pas, le plus souvent, en 
toute son étendue, ou bien on l’envisage & des points de vue différents 
qui déguisent la vraie nature du probléme. 

Cela tient peut étre & une double origine des théories qui nous 
occupent, en tant qu’elles se rapportent aux deux cas. 

D’un cdté les problémes classiques de résolution posés par les 
anciens algébristes aménent a la théorie algébrique de Galois. Mais de 
Yautre cOté ce sont surtout des recherches analytiques, d’Abel, de 
Jacobi, de Riemann etc. qui donnent naissance aux études sur les 
equations entre plusieurs variables; ici le point de vue algébrique est 
plus récent; encore il ne se rattache pas d’une maniére immédiate a 
celui qui domine les découvertes de Galois. , 

Nous nous proposons d’envisager les équations renfermant plusieurs 
inconnues suivant le méme esprit que lon attache au cas déterminé, 
c’est-a-dire suivant l’esprit de la résolution. Des problémes se présen- 
tent ainsi qui ne sont pas tout-d-fait nouveaux, mais qui revétent 
pourtant une forme nouvelle. Entre ces problémes il y en a de ceux 
dont l’énoncé est bien simple; quelques-uns méme qu’on ne douterait 
de placer a cdté de la question classique se rapportant a |’équation du 
cinquiéme degré. 

*) Cet article reproduit les matiéres traitées dans la conférence tenue par 
M. Enriques au Congrés international des Mathématiciens 4 Zurich (Aodt, 1897). 
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Malheureusement la plupart de ces problémes demeurent aujourd’hui 
sans réponse, et les contributions qu’on a portées dans ce champ de 
recherches ressemblent en vérité & de rares flambeaux au milieu d’une 
obscurité épaisse, Elles montrent les difficultés plutot qu’elles ne nous 
aident & les vaincre! 

C’est méme & cause de cela que le sujet ne nous parait pas indigne 
de tous les efforts. 


2. Il faut rappeler, en commengant, les conceptions fondamentales 
de Galois se rapportant aux équations f(z) = 0 qui renferment une 
seule inconnue. Peu de mots suffiront. 

Chaque équation f(z)—0O définit en général une irrationalité 
particuliére; celle-ci dépend entigrement d’un certain groupe de sub- 
stitutions qui lui appartient. C’est ce groupe qui joue le réle fonda- 
mental dans notre théorie. Il opére en échangeant entre elles les 
racines de |’équation f = 0, dont le nombre montre ce que j’appelle le 
degré de Virrationalité; il donne, par sa composition, la vraie nature 
de celle-ci. 

Mais au sujet du mot «irrationalité» quelques remarques semblent 
utiles. En effet l'on peut prendre ce mot dans deux sens différents: 


1) ou bien dans une acception arithmétique, lorsque l'on a en vue 
les valeurs des racines de l’équation donnée f(r) = 0; 


2) ou bien dans une acception plus proprement algébrique lorsque 
lon se rapporte aux opérations (définies seulement d’une maniére théori- 
que) dont dépend le calcul de ces racines. 

ll faut encore ajouter, pour éviter toute indétermination, que les 
opérations nommées sont a effectuer sur des quantités que l’on suppose 
connues d’avance. Ainsi, tout d’abord, sur les coefficients de f. Ensuite 
sur les quantités que l’on peut en tirer par des opérations rationnelles, 
qui engendrent le domaine de rationalité (Kronecker) de ces coef- 
ficients. Enfin sur d’autres quantités, fournies par le procédé méme 
de la résolution de f(#)==0, qui viennent adjointes, l'une apres |’autre, 
au domaine de rationalité primitif, et entrainent par leur adjonction 
un élargissement de celui-ci jusqu’é comprendre toutes les racines 
dont on demandait la valeur. 

Que l’on envisage maintenant l’irrationalité de l’équation f(«) = 0, 
dans la derniére acception du mot, c’est & dire comme une opération; on 
en tirera une généralisation des notions de Galois, qui est d’ailleurs fort 
connue. Il suffit de penser que les coefficients de f au lieu de rester 
fixes, peuvent varier en dépendant, supposons d’une manieére rationnelle, 
de certains paramétres u, ...u,, que l’on laissera tout-a-fait arbitraires. 


. 


L’opération irrationnelle qui consiste & résoudre |’équation f(x) = 0, 
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permettra alors d’établir un lien fonctionnel entre ces paramétres et la 
Z; nous aurons défini par suite la fonction algébrique x(u,... Uy). 
Pourtant la vraie nature de celle-ci résultera souvent plus simple, 
que ne le montrerait Vopération par laquelle elle est engendrée, 
En effet, en résolvant la f(7, u,...%,) =, il arrivera de rencontrer 
des opérations, a effectuer sur les coefficients de f, qui demeureront 
toujours les mémes pour les différentes valeurs des paramétres, et qui, 
par suite, ne compliqueront pas la nature de la fonction algébrique 
xw(u,...U,). On pourra toujours considérer ces opérations (arithmeéti- 
ques) comme effectuées d’avance, en ajoutant de convenables irrationnelles 
numériques au domaine de rationalité engendré par les coefficients de f. 
Par cette adjonction le groupe algébrique de f—0O (au sens de 
Galois) se trouve réduit au groupe de monodromie de la fonction 
x(u,...U,), cest & dire au groupe des permutations engendrées sur 
les branches de « par les tours fermés effectués dans la variété (w,...u,). 
C’est donc précisement ce groupe de monodromie qui définit la 
nature de Virrationalité en question, en tant qu'elle est envisagée 
comme une opération proprement algébrique a effectuer sur les paramétres, 


3. Que lon ait maintenant 4 résoudre, une équation algébrique 
f(a, ..+%,) = 0 renfermant plusieurs (& savoir ”) inconnues. 

Une premiére méthode se présente. On peut envisager 2, 2, ...%,—1 
comme des paramétres, et calculer ensuite la valeur de 2, capable de 
satisfaire & l’équation; le calcul dépend alors d’une opération irration- 
nelle bien déterminée. Mais il est aisé de se convaincre que Iirratio- 
nalité introduite par cette méthode n’est pas, en général, la plus simple 
qui suffit & notre but. Ainsi p. e. s'il faut résoudre une équation 
générale du deuxieme ou du troisieme degré, le procédé indiqué nous 
améne & une irrationalité quadratique ou respect. cubique, tandis qu’en 
choisissant de nouveaux paramétres il sera toujours possible d’exprimer 
X, Z..+%_, par des fonctions rationnelles de ceux-ci (supposé m > 2 
dans le dernier cas). 

On voit donc clairement quelle est la nature du probléme qui se 
présente ici. 

Il s’agit pour chaque équation proposée f(x, ...%,) <0 de chercher 
la résolution la plus simple que l’on obtiendra en exprimant les inconnues 
par des paramétres choisis d'une maniére convenable. «Le choix des 
paramétres» voila la question. 


4. Mais il importe de fixer tout d’abord les limites de la question 
elle-eméme. La simplicité dont on parle, qui est d’ailleurs tout-a-fait 
relative, est concue dans une acception purement algébrique. Par suite 
on ne saurait faire rentrer dans notre champ de recherches, quelques 
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problémes qui poursuivent un but paralléle, au point de vue analytique; 
ainsi p. e. la résolution d'une équation renfermant deux inconnues par 
des fonctions holomorphes (elliptiques ou automorphes) d’un paramétre 
(Clebsch, Poincaré), ou bien encore les intéressants essais de 
MM. Picard et Painlevé concernant la résolution de certaines 
équations remarquables avec trois inconnues. 

Or il est aisé de se convaincre que l’on pourra toujours envisager 
le probléme qui nous occupe, sous la forme suivante: 

Soit une équation donnée 

f(x, %o... Xn) = 0, 
renfermant » inconnues. 

On demande s’il est possible de la résoudre, en posant 2, 2... Xn 
fonctions rationnelles de »— 1 paramétres u, ...U,—1 et d’une fonction 
algébrique connue de ceux-ci 

X(u, . . . %n—1). 
En d'autres termes on demande de calculer x, 7,... 2%, en opérant sur 
n— 1 paramétres, a l'aide de telle ou telle autre opération irration- 
nelle algébrique dont on connait le degré, ov bien encore le groupe etc. 

Dans le cas le plus simple on obtiendra la résolution proposée par 
des fonctions rationnelles, c’est & dire sans effectuer aucune opération 
irrationnelle. Lorsque cela n’est pas possible il faudra essayer si l’on 
y parvient & l'aide d’une racine carrée, etc, 


5, On peut généraliser le probleme de la résolution d’une équation, 
en posant la question analogue qui se rapporte 4 des systémes de 
plusieurs équatiuns. Toutefois il ne s’agit pas d’une généralisation 
effective, car (d’apres Kronecker) on pourra toujours remplacer le 
systeme donné, par une ou plusieurs équations, moyennant un procédé 
délimination de quelques inconnues, et il suffira en suite, de résoudre 
chacune des équations qui seront obtenues de la sorte. 

La considération de tels systemes pourrait donc @tre laissée tout- 
a-fait de cdté, s'il n’arrivait parfois de remplacer avec avantage une 
équation unique donnée par un systéme équivalent composé de plusieurs 
équations. 

Revenons au cas d’une équation unique. 


6. Nous avons déji remarqué que chaque résolution particuliére 
dune équation donnée, dépend du choix des paramétres que lon 
introduit. Or, puisqu’on se rapporte 4 des résolutions algébriques, les 
paramétres seront & leur tour des fonctions algébriques des inconnues. 
Deux cas pourront se présenter : 

1) ou bien ces fonctions algébriques seront aussi rationnelles, 
2) ou bien elles seront irrationnelles. 





138 F, Ennriquzs. 


Il s’agit d’une distinction trés importante, car suivant qu'il arrive 
le premier cas ou le deuxiéme, chaque systéme de solutions correspond 
& un seul systeme de valeurs des paramétres, ou & plusieurs. Or, c’est 
la un défaut serieux en beaucoup de questions, jlorsque la derniére 
circonstance se présente on ne saurait tout de suite comparer deux 
solutions données et reconnaitre si elles sont vraiment deux solutions 
différentes. 

Nous appelerons simple toute résolution d’une équation lorsque les 
paramétres introduits seront des fonctions rationnelles des inconnues; 
puisque, en ce cas, en faisant varier les paramétres on trouvera wne 
seule fois chaque systeme de solutions. 

Maintenant un probléme se présente: 

Etant donnée une équation et une résolution de celle-ci qui ne 
soit pas simple, obtenue a l’aide d’irrationalités connues, on demande, 
s'il est possible, de résoudre l’équation d’une maniére simple par des 
irrationalités de la méme nature. 

A cet énoneé général se rattachent quelques résultats particuliers 
trés intéressants. 

Soit Véquation avec deux inconnues f(xy)=—0. Si on peut lo 
résoudre par des fonctions rationnelles (d’un paramétre) on pourra 
toujours en tirer une résolution simple, obtenue de méme par des fonctions 
rationnelles. C’est le théoreme bien connu de M. Liiroth*). 

Il a été récemment étendu par M. Castelnuovo**) au cas des 
équations /(zyz) = 0 qui renferment trois inconnues: 

Si la f(ayz) =O peut se résoudre d’une maniére rationnelle on 
peut aussi choisir les paramétres de telle fagon qu'il résultent a leur tour 
des fonctions rationnelles des inconnues (de sorte que les formules de 
la résolution seront invertibles). 

La méme proprieté subsistera-t-elle aussi pour la resolution ration- 
nelle d'une équation renfermant un nombre d’inconnues quelconque 
(> 3)? Cette question trés délicate demeure en suspens. 

Revenons au cas d’une équation f(xy) = 0. 

Que |l’on posséde une résolution de celle-ci par une racine carrée; 
& savoir que lon ait 


c=f(t,V¥e®), y=olt, Yo) 
ou /, y, ¥ sont des fonctions rationnelles, et supposons que la résolution 
dont il s’'agit ne soit pas simple. Cela revient a dire qu’é chaque 
couple zy satisfaisant & la f — 0 correspondent plusieurs valeurs de ¢; 
mais il pourra arriver que |’on trouve une fonction rationnelle t(zy) 
qui dépende aussi de ¢ d’une maniére rationnelle; alors on sera tout 


*) ,,Beweis eines Satzes tiber rationale Curven‘‘. Ces Annalen, Bd. 9. 
**) Sulla razionalitaé delle involuzioni piane“, Ces Annalen, Bd. 44 (1893). 
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de suite ramené 4 une résolution simple de la f=O par la sub- 
stitution 
t= t(t). 


Eh bien, en dehors de ce cas tout-d-fait clair, l'équation f(xy) = 0 
pourra se résoudre, d’une maniére simple, sans aucune irrationalité, 
cest-i-dire par des fonctions rationnelles invertibles d'un nouveau 
parameétre. 

C’est Ja un théoréme de M. Painlevé*) bien qu’il l’énonce vraiment 
d’une maniére un peu différente. 

J’ai cherché de l’étendre en envisageant des irrationalités plus 
élevées, et je suis parvenu & la proposition générale suivante**). 

S’il est possible de résoudre une équation donnée f(xy) = 0 par 
une irrationalité de degré n, et si la résolution dont on parle n'est pas 
simple, ou bien on obtiendra une nouvelle résolution simple (elle aussi 
de degré n) en effectuant une substitution rationnelle sur le paramétre, 
ou bien il sera possible de résoudre Véquation d’une maniére simple par 
une irrationalité de degré moindre que n, Par conséquent lorsqu’on veut 
une résolution de Véquation f(xy) =O par une irrationalité qui ait le 
plus petit degré possible, il suffit d’envisager des résolutions (simples) ot 
le parameétre est une fonction rationnelle de x y. 

La proposition se trouve établie par un procédé géométrique 
s’appuyant sur une remarque de M. Segre. II y a lieu de se poser 
des questions analogues se rapportant au cas de trois inconnues, Mais 
la proposition méme de M. Painlevé, ne saurait s’étendre a ce cas, 
En effet on peut demontrer (v. n° 14) que l’équation f(zyz) = 0 du 
quatriéme degré se résout par une seule racine carrée portant sur une 
fonction rationnelle de deux paramétres; mais ceux-ci, de quelque 
fagon qu’on les choisisse, ne seront jamais des fonctions rationnelles 
de xyz, le polynome f demeurant le plus général de son degré. 


7. Au probléme de la résolution des équations algébriques se 
rattache par des liens trés étroits celui de la transformation. On peut 
en dire davantage. Puisque toute résolution n’est en derniére analyse 
qu’une transformation, les deux problémes sont au fond le méme 
probleme. Mais comme ils répondent 4 un esprit de recherche un peu 
différent, ils aménent aussi 4 de questions différentes. Qu’il nous soit 
permis, pourtant, de marquer les limites de la théorie de la trans- 
formation en tant qu’elle est envisagée comme préalable a la théorie 


*) , Mémoire sur les équations différentielles du premier ordre‘ ch, II. 
Annales de l’Ecole Normale, 1891. 

**) ,,Un’ osservazione relativa alla rappresentazione parametrica delle curve 
algebriche“‘, Rendic. Circolo Matematico di Palermo, 1895. 
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de la résolution, et de revendiquer 4 celle-ci maintes questions que 
Yon envisage d’ordinaire au point de vue de celle-la. 
On dit qu’une équation 


V(W Yo. ++ Yn) = 0 
est une transformée rationnelle de )’équation 

f(@, % ..-%,) = 0 
lorsqu’on passe de celle-ci a celle-la & l'aide d’une substitution rationnelle 
(1) Hi = Li(Yy Yo +++ Yn). 
Si m = 0 est résolue d’une certaine maniére on obtient des formules (1) 
une résolution de f= 0 par les mémes irrationalités. 

Il arrive en général que les formules (1) soient reversibles; on 
dit alors que chacune des deux équations f=0, » — 0 est la trans- 
formée birationnelle de l’autre. 

Les deux équations présentent en ce cas exactement la méme 
difficulté de résolution. 

D’aprés cette remarque il convient 4 notre but de ranger les 
équations en classes en posant (d’apres Riemann) dans une méme 
classe deux équations dont Pune est la transformée birationnelle de 
Yautre. Une classe est représentée par une équation type que l'on 
peut choisir dans celle-ci d’une maniére arbitraire. 

Assigner un critérium pour reconnaitre si on peut passer par une 
transformation birationnelle d’une équation & une autre donnée; en 
dautres termes juger si deux équations données appartiennent ou non 
& la méme classe, voila le but de la théorie de la transformation. 

Elle améne ainsi 4 envisager des caractéres (nombres entiers) et 
des modules (variables d’une maniére continue) appartenant 4 chaque 
classe; ce sont la des invariants d'une équation vis-a-vis des trans- 
formations birationnelles, 

Pour ce qui concerne les équations entre deux variables, la théorie 
a atteint son but. En effet ces équations, rangées d’aprés leur genre, 
peuvent se transformer en certaines équations types ayant un nombre 
déterminé de modules que l’on sait assigner. 

Malheureusement il n’en est plus ainsi lorsqu’on passe aux équa- 
tions renfermant un plus grand nombre d’inconnues, 

Rapportons-nous au cas des équations f(zyz) = 0. On rencontre 
ici, tout d’abord, deux caractéres essentiels; ce sont le premier genre 
p et le second genre p”), envisagés par M. Néther*). Le premier 
pourtant se dédouble, suivant qu’on le prend dans une acception 
arithmétique ou algébrique (géométrique); ainsi il donne lieu a deux 


*) ,,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens. ..I, II‘. Ces Ann. Bde 2, 8. 
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caractéres p, et p, qui peuvent bien différer entre eux, et qui demeurent 
toujours des invariants de l’équation proposée. 

Aux caractéres nommés il convient d’ajouter le double genre P,, le 
triple genre P,...; une série de caractéres, dont nous avons établi 
linvariance vis-A-vis des transformations birationnelles*), et dont le 
profit est demontré par de récentes recherches**), 

Sans nous arréter, avec quelques détails, sur ce sujet, i] nous 
suffira de rappeler que les caractéres susnommés pp, pz, p™, Po,... 
résultent & présent définis en tous cas. Pourtant il n’est pas assez 
de ces caractéres pour atteindre la classification demandée, car on 
rencontre (en correspondance des premiéres valeurs au moins) plusieurs 
familles irréductibles d’équations ayant les mémes genres pp, p,, p, 
P,, P;,..-+, chaque famille donnant lieu & une infinité de classes 
définies par un certain nombre de modules. Voila pourquoi nous 
affirmions tout a l’heure que la théorie de la transformation, en ce 
qui concerne les équations avec trois inconnues, n’est pas achevée. Et 
on est méme plus éloigné du but lorsque ]’on a 4 faire avec un plus 
grand nombre d’inconnues. 

Remarque. Nous avons parlé jusqu’ici de transformations biration- 
nelles. Les transformations simplement rationnelles (qui ne sont pas 
reversibles) semblent appelées aussi 4 jouer un rdle, en apparence méme 
plus important, dans notre théorie. En effet, il suffit que l'on puisse 
envisager l’équation p(y, %»- ~~ Yn) = 0 comme une transformée simple- 
ment rationnelle de f(%,2, ...%,) == 0, pour que le probléme qui 
consiste & résoudre m=O se trouve abaissé par la résolution de 
f=0; le cas pourtant excepté ot la derniére résolution (qui est 
toujours plus aisée de la premiére) s’obtiendrait elle méme d’une maniére 
rationnelle. 

Malheureusement c’est toujours cette circonstance désavantageuse 
qui se présente & égard de f—0O, léquation mp =O étant donnée 
dune fagon générale. De sorte que la théorie de la résolution des 
équations ne saurait tirer aucune aide des transformations simplement 
rationnelles, sauf en de cas tout-d-fait particuliers. 

Ces cas pourtant sont bien dignes de remarque, et M. Painlevé***) 
leurs a consacré de belles recherches concernant les équations entre 
deux variables. 


*) Enriques ,,Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche". 
Memorie della Societa italiana delle Scienze (dei XL), 1896. 
**) Castelnuovo et Enriques ,,Sur quelques récents résultats dans la 
théorie des surfaces algébriques“. Voir ces Annalen Bd. 48. 
***) Voir le ch. II du Mémoire cité sur les équations différentielles. 
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9. Nous allons examiner maintenant avec quelques détails les 
questions de résolutions qui se rapportent aux équations 


f(xy) =0 
renfermant deux inconnues. 
Nous pouvons poser le probleme général suivant: 
I) Déterminer les différentes résolutions d’une équation donnée 


f(xy) = 09. 


Pour nous borner aux résolutions simples, formons d’une maniére 
générale une fonction rationnelle 


t= t(ay). 


Elle donne lieu & une irrationalité 2x(¢) (ou y(é)) tout-a-fait définie, 
par laquelle on obtient une certaine resolation de 


f(xy) = 9. 
Or les caractéres de cette irrationalité dépendront, en partie de la 
nature de f, en partie du choix de la fonction ¢(xy). Le degré, par 
exemple, dépendra surtout du choix de ¢, et pourra méme recevoir 
toutes les valeurs au dessus de certaines limites (pourvu que l’on forme 


t(xy) d'une facgon convenable) ; mais au dessous de ces limites quelques 
valeurs seulement seront possibles (en particulier une valeur minimum) 
en correspondance de la nature de f; ce seront précisement celles-ci 
qu'il importera d’assigner. Le probléme qui se présente ainsi n’est 
pas complétement résolu; la réponse se borne aujourd’hui a quelques 
cas généraux. 

On sait, p. e. que l’équation la plus générale du degré m se résout 
par une irrationalité du degré » — 1, et qu’on ne pourrait déscendre 
au dessous de cette valeur. 

On sait de méme que le moindre degré de l’irrationalité dont dépend 
la résolution d’une équation tout-a-fait générale du genre p, est (d’apres 
Riemann) la moitié de p ou de p+ 1, augmentée d’une unité, 

Mais enfin, au-de-la de certaines limites, il ne faut plus faire 
attention au degré comme au caractére le plus important d’une irratio- 
nalité; ¢’est plutdt 4 son groupe qu’il convient de se rapporter. Alors 
d’autres questions extrémement intéressantes prennent naissance. 

Suivant nos remarques, le groupe de I’irrationalité x(¢) dépend da 
choix de ¢, et de la nature de f. Il s’agit de délimiter l’influence 
respective de ces deux éléments. Arrivera-t-il que certaines particularités 
de f entrainent des particularités communes @ tous les groupes en 
question, de quelque maniére que l’on choisisse ¢(axy) ? 

C’est par la négative qu’il faut répondre 4 ce doute, car il s’ensuit 
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d'un théoreme de M, Kneser*) que »le groupe de x(t) demeurera 
toujours le groupe total, et par suite l’irrationalité z(t) n’aura aucune 
particularité, lorsque ¢(xy) est choisi d’une fagon générale, bien que 
f soit douée de particularités quelconques«. 

C’est done seulement par un choix convenable de ¢(xy) que l’on 
donnera lieu & des irrationalités x(t) dignes de remarques. Mais on 
ne saurait particulariser de la sorte le groupe de x(t), au-de-la de 
certaines limites, sans entrainer des particularités de la f elle-méme. 
Ainsi, par exemple, que l’on cherche a résoudre l’équation f(xy) =0 
par une irrationalité imprimitive. Il suffit vraiment de former t(xy) 
en posant 

_— p(t) (x bic t(ay)), 

ot m désigne une fonction rationnelle et t est elle-méme une fonction 
rationnelle de x, y; mais en ce cas lirrationalité x(t) qui intervient 
dans la résolution de f= 0 peut étre remplacée tout simplement par 
la a(t). Mais si lon repousse de pareilles irrationalités en quelque 
sorte réductibles, on ne saurait choisir toujours ¢(xy) de fagon a 
engendrer une résolution de f= 0 par une irrationalité imprimitive; 
une pareille résolution n’est possible que lorsque f= 0 est la transformée 
simplemenut rationnelle d'une autre équation dont le genre est > 0. 
Ainsi la particularité dont l’on voulait douer le groupe de z(t) revient 
i la nature de la f elle-méme, 

Il s’'agirait maintenant de distinguer, parmi les caractéres que l'on 
peut attribuer a lirrationalité w(¢), ceux qu il sera permis de fixer 
davance quelque soit f, et ceux qui au contraire entraineraient des 
particularités de Véquation. Or il n’est pas aisé de répondre a une 
question de si haute importance, méme en ce bornant a quelques cas 
dun intérét remarquable. 

Par exemple, en faisant attention aux facteurs de composition du 
groupe de a(t), on est amené a se demander si, par un choix con- 
venable de ¢(zy), on saurait toujours s’arranger de maniére que ces 
facteurs résultent des nombres premiers; car il s’ensuivrait que toute 
équation f = 0 pourrait se résoudre par des seules extractions de racines. 
Vraiment il n’est pas 4 croire qu’une telle possibilité subsiste, mais 
comment démontrer qu’elle ne subsistera pas? 


10. Les questions posées précédemment supposaient donnée |’équa- 
tion f(xy) = 0, il s’agissait de la résoudre et d’assigner la nature des 
irrationalités dont la résolution viendrait dépendre. Or on peut ren- 
verser le probleme en se proposant de 


*) Die Monodromiegruppe einer algebraischen Gleichung bei linearen Trans- 
formationen der Variabeln**. Ces Annalen Bd. 28, 1884. 
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II) former toutes les équations dont la résolution s’obtient par des 
irrationalités de nature connue. 

Il semble méme que de la réponse a cette derniére question on 
saurait tirer la réponse & la premiére, mais il faut remarquer pourtant 
& ce propos, que les équations en quelque sorte les plus générales qui 
se trouvent résolues par une irrationalité donnée, renferment cette 
résolution comme une résolution tout-i-fait singuliére. 

Commengons & envisager un cas bien particulier du probléme posé: 
il s’agit de determiner les ¢quations que Ton peut résoudre sans aucune 
irrationalité, cela revient & dire par des fonctions rationnelles d’un 
paramétre. 

Elles sont complétement déterminées, car on sait bien, d’aprés 
Clebsch, qu’elles forment la classe dont le genre est 0. Que l'on 
veuille former ensuite les équations résolubles par une racine carrée, a 
savoir les équations hyperelliptiques. On peut demander p. e. de former 
toutes les équations hyperelliptiques ayant un certain genre p donné, 
et l’on obtiendra alors le type 

y’ = f(z) 
ou f est un polynome du degré 2p + 2. 

En laissant de cdté les équations hyperelliptiques il est aisé 
d’envisager d’autres exemples qui aménent 4 des cas particuliers du 
probléme général, ot l’on obtient sans difficulté la réponse. I] suffira 
de citer le cas des équations résolubles par une racine quelconque dont 
Pordre est plus grand que 2. 

Mais envisageons plutdt le probléme général. Que |’on donne le 
groupe d’une irrationalité X(¢); il s’agit de former les fonctions algébri- 
ques X(f), en d'autres termes les équations g(X?) — 0 appartenant 4 
ce groupe. Pour préciser on peut méme chercher les équations p = 0 
nommées ayant un certain genre p. Or on peut transformer le probleme 
de la maniére suivante. 

L’équation 4 former étant désignée par 

p(X t)=0, 
que l’on envisage sa résolvante de Galois en considérant ¢ comme wn 
paramétre; soit 
v( Yt) 
un facteur irréductible de celle-ci. 

On aura X fonction rationnelle de Y et ¢. L’équation » = 0 est 
transformée en elle-méme par un groupe de transformations biration- 
nelles 

Y, = 0(Y,¢) (t, =t, = ft); 


le groupe en question correspond justement au groupe de monodromie 
de X. 
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Ainsi le probléme posé se raméne 4 celui de déterminer les fonc- 
tions algébriques Y, ou les équations y=, admettant un certain 
groupe de transformations birationnelles en elles-mémes. 

Le dernier probleme a été envisagé par M. Hurwitz*), sous une 
forme géométrique. Mais ces recherches fort intéressantes nous ap- 
prennent seulement a construire la surface de Riemann la plus générale, 
qui correspond & un groupe donné; elle montrent ainsi l’existence d’une 
telle surface, c’est-i-dire lexistence d’une équation algébrique » = 0 
satisfaisant aux conditions demandées, sans nous donner les moyens 
de la former effectivement. 

Une fois que toutes les équations ~(Yt) = 0 seraient connues, 
il faudrait encorre former leur transformées simplement rationnelles 
p(Xt) = 0, dont le genre p est assigné. Cela s’effectue aisement, car 
nous sommes en un cas particulier du probleme résolu par M. Pain- 
levé**), pourvu que le genre P de y soit aussi connu; or c’est ce 
que l’on peut supposer, car il y a tout au plus un nombre fini de 
valeurs que l’on peut donner & P, en correspondance de la valeur 
assignée de p et du groupe de X. 


11. Au probléme de la résolution des équations renfermant deux 
inconnues se rattachent quelques cas remarquables de résolution od 
Yon a un plus grand nombre d’inconnues. II s‘agit d’un procédé de 
réduction que nous allons expliquer par quelques exemples. C’est ainsi que 
nous serons amenés a parler d’un probleme arithmétique, qui se présente ici. 

Soit léquation 

[f(@, %_.-. %_) == O (n > 2). 
Nous avons déja remarqué que l’on peut envisager quelques unes des 
inconnues comme des paramétres; si tous les paramétres (& savoir » —1) 
sont choisis de la sorte, la derniére inconnue résulte une fonction 
algébrique tout-a-fait déterminée de ceux-ci, et il se peut que J'irra- 
tionalité introduite ainsi pour la résolution de la f= 0, ne soit pas 
telle qu’on Vavait demandée. 

Que l’on envisage & présent » — 2 inconnues seulement 2... 2, 
comme des paramétres, auxquels on attribuera pour le moment des 
valeurs constantes; on aura une équation en 2,, 2, 


f (@, %) = 0. 
Supposons qu’elles se trouve résolue & l'aide d’une irrationalité donnée 


X(t); cest & dire qu’il soit possible de choisir un nouveau paramétre 
t(x,2,) de telle fagon que l’on ait 

*) Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich“, 
Ces Annalen Bd. 41. 

*) Le. 


Mathematische Annalen. LI. 
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(1) %—=(xt) t= v(x8), 
ot g, w désignent des fonctions rationnelles. 

En s’arrétant aux apparences il semblerait tout d’abord que les 
formules (1) donnent aussi une résolution de |’équation 


f(&, %q... %q_) =O 


& l'aide de la seule irrationalité X. I] n’en est rien. En effet les 
coefficients de g, w ne seront pas en général des quantités rationnelles 
dans le domaine défini par les coefficients de f; ils renfermeront au 
contraire des irrationnelles numériques, et ces derniers déviendront des 
irrationnelles algébriques lorsqu’on fera varier les paramétres 2, ... a. 

On voit par suite que le procédé de réduction indiqué ne saurait 
s’appliquer sans d’autres remarques; mais il améne 4 se poser les deux 
questions suivantes: 

1) de quelles irrationnelles numériques, a savoir de quelles opérations 
arithmétiques peut on faire dépendre la résolution de l’equation 

f(&, 2.) =0 

obtenue a l’aide de lirrationalité algébrique X? 

2) comment ces irrationnelles dépendront-elles algébriquement des 
paramétres x, ...%,; et, en particulier, sera-t-il possible de s’arranger 
de maniére qu’elles n’en dépendent pas du tout? 


12. Arrétons nous sur le cas le plus simple od |’équation 


f(x, %) = 0 
saurait étre résolue d’une maniére rationnelle, c’est 4 dire en posant 
%, Z_ fonctions rationnelles d’un paramétre f. 

De quelles opérations arithmétiques pourra-t-on faire dépendre une 
telle résolution? 

C’est M. Néther*) qui a posé le probléme et il lui a donné 
une réponse trés simple. En effet, il résulte de son étude que: 

Si une équation f(x, 2.) = 0 entre deux inconnues peut étre résolue 
dune maniére rationnelle (ce qui arrive si elle a le genre 0), la réso- 
tution indiquée pourra toujours s’effectuer: 

a) ou bien sans ajouter aucune irrationnelle numérique lorsque le 
degré de f en x, ou en x, o&% méme le degré complexif, est impair; 
b) ow bien (tout au plus) a Vaide dune seule racine carrée, s'il arrive 
le contraire. 

Supposons maintenant que |’on ait m = 3; nous avons a résoudre 
Péquation 

F(X, L_ #3) = 0, 

*) ,,Ueber Flachen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen‘. Ces 

Annalen Bd. 3. 
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et nous savons que l’équation f= 0 od l’on attribue & x, une valeur 
constante a le genre 0. On peut résoudre f=0 en posant 2,, 2, 
fonctions rationnelles d’un paramétre convenable ¢, mais les coefficients 
de ces fonctions renfermeront en général une racine carrée qui portera 
aussi sur 2, de sorte que l’on n’obtiendra pas ainsi une résolution 
rationnelle de f(%,%,%,) == 0. Eh bien, c’est encore un résultat de 
M. Nother (l.c.): par un choix convenable de t on pourra toujours 
Sarranger de maniére que la racine susnommée ne vienne pas dépendre 
de x,, de sorte que la methode de réduction améne en ce cas a résoudre 
Péquation 
f (&, %_ #3) = 0 

par des fonctions rationnelles de x, et de t. 

On pourrait penser que ce beau théoréme s’éteindrait au cas d’une 
équation renfermant plus de trois inconnues. 

Mais il n’en est pas ainsi. Lorsque » > 3, et l’équation 

f (@ %_ %y ... %q) = 0 

envisagée en 2,, 2, a le genre 0 et le degré pair, il peut bien arriver 
que la racine carrée qui figure dans les expressions de 2, x, par le 
paramétre ¢, vienne toujours dépendre des autres inconnues, de quel- 
que fagon que l’on s’arrange. La méthode de réduction employée nous 
améne alors a résoudre la f(2,2,...%,) =O non pas rationnellement, 


mais & l'aide d’une racine carrée portant sur une fonction rationnelle 
des paramétres 7... Xn. 


13. Du théoréme cité de M. Néther découlent quelques consé- 
quences qui se rapportent au cas od le procédé de réduction s’applique 
& une équation 

f(%,%_...%,) =O 


qui, envisagée en 2, 2, soit hyperelliptique. Nous ne nous y arréterons 
pas. Et nous passerons, plutét, & une question en quelque sorte 
générale qui trouve ici sa place. 

Que l’on envisage )’équation 

f(x, #2) = 0 

ayant un certain genre p et un degré quelconque. Supposons d’abord 
p> 1. Sera-t-il possible d’assigner d’avance une résolution de l’équation 
f=0 qui s’effectue d’une maniére arithmétiquement rationnelle, a l'aide 
dune irrationalité algébrique dont le degré ne dépende pas de celui de f? 

ll est aisé de repondre par l’affirmative, car il suffit d’envisager 
une fonction canonique %(x,2,) pour obtenir d’une facon arithméti- 
quement rationnelle, une résolution de f= 0 par une irrationalité du 
degré 29 — 2, 

10* 
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Que pourra-t-on dire maintenant lorsque p = 1? 

Il n’y a plus ici de fonctions canoniques. Mais l’équation f(2, 2.) =0 
se résout en une infinité de maniéres et on peut méme assigner a 
loisir le degré de l'irrationalité dont la résolution vient dépendre (pourvu 
naturellement qu'il s’agisse d’un nombre > 1). Chaque résolution 
pourtant, lorsque le degré en question est plus petit que celui de f, 
exige des opérations arithmétiques que l’on peut effectuer de différentes 
maniéres (p. e. & l’aide des équations pour la division des arguments des 
fonctions elliptiques), mais qui sont liées justement au degré de f. Ainsi, 
nous tirons la démonstration de quelques exemples, |’équation f(z, 2.) =0, 
supposée la plus générale entre celles du genre 1 et du degré nm, ne 
saura se résoudre par des irrationalités de degré moindre que m, d’une 
maniére arithmétiquement rationnelle. 

Il est aisé de reconnaitre les conséquences auxquelles les remarques 
précédentes nous aménent 4 V’égard du procédé de réduction. Nous 
allons les énoncer tout simplement en y joignant aussi celles dont nous 
avons déja parlé qui se rapportent au cas de p= 0. Voici le résultat: 

Que Von ait a résoudre une equation 

f(a, %_ -.- %y) = O, (n > 2) 
et que Von s’engage par la méthode de réduction expliquée, en choisissant 
Ly.++I_ comme n — 2 parameétres, et en considérant Véquation f(x, 2.) =0 
que lon obtient en x,2,. Soit p le genre de cette équation. Lorsque 
p= 1 il est toujours possible de résoudre f(x%,%,...%n) =O par une 
irrationalité dont le degré ala valeur absolue de 2p — 2 (ow moindre 
que celle-la), mais le cas p= 1 est distingué de tous les autres d'une 
maniére essentielle, car en ce cas le procédé de réduction nous amenera 
ad une irrationalité dont on ne pourra davance fixer la valeur, qui en 
général ne sera pas moindre que le degré de f par rapport a x, ou @ a. 

Remarque. Pour s’assurer que |’exception relative en cas p= 1 
est vraiment essentielle il suffit d’envisager une surface (donnée par 
une équation f(zyz)—= 0 que l’on peut supposer du degré m en zy), 
qui soit représentée point par point sur le plan, de maniére qu’aux 
courbes ¢ = const. correspondent des courbes de degré 3m” ayant 9 
points-base de l’ordre m, c’est & dire des courbes composant un des 
faisceaux bien connus découverts par Halphen. 

Enfin il faut encore remarquer explicitement qu’il y a bien de cas 
particuliers od I’on obtient quelques simplifications par rapport 4 
Pénoncé général. Ainsi p. e. lorsque l’équation f(x, 2,) = 0 est hyper- 
elliptique (p > 1) Véquation f(a,2, ...2,) =O pourra toujours se 
résoudre par l’extraction d’une seule racine carrée lorsque p est pair, 
ou par l’extraction successive de deux racines carrées si p est impair. 
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14, Cest & présent aux équations renfermant trois inconnues 
f(zy2) = 0 
que nous allons consacrer quelques mots. Commengons par des cas 
particuliers, La résolution des équations générales des premiers degrés 
n = 1, 2,3 s’effectue par des fonctions rationnelles de la maniére bien 
connue. Lorsque n= 4, une telle résolution n’est plus possible en 
général, puisque le genre de f est = 1. 

Mais U'équation la plus générale du quatriéme degré, en trois in- 
connues, peut se-résoudre a Vaide d’une seule racine carrée (portant sur 
une fonction rationnelle de deux paramétres), Cette résolution peut 
se déduire d’une circonstance géométrique bien simple, puisque la 
surface de l’ordre 4 admet des sections planes unicursales et les droites 
s'appuyant a deux courbes pareilles coupent en deux points la surface. 
La résolution obtenue de la sorte n'est pas simple, car (on le voit 
bien) les deux paramétres dont dépend le choix d’une droite du systéme 
nommé ne seront pas des fonctions rationnelles des coordonnés des 
points de la surface (puisqu’il y a plus qu’une droite passant par 
chaque point). 

Il est done naturel de chercher si l’on peut donner de notre équa- 
tion une résolution différente, exigeant de méme une racine carrée 
seulement, de sorte que les paramétres dépendent rationnellement des 
inconnues. Mais cela n’est pas possible dans le cas général. 

On parvient & cette conclusion de la maniére suivante. 

Lorsque la résolution demandée est possible, |’équation peut étre 
transformée en une autre de la forme 

a = f(y); 
ainsi nous avons une équation du quatriéme ordre représentée sur un 
plan double part 

(ay V f(xy). 

Que l’on cherche maintenant tous les plans doubles que l'on peut 
représenter sur une surface du quatriéme ordre. Il faut remarquer 
dabord que leurs genres ont la valeur 1. 

Or les plans doubles de tels genres se partagent en quatre classes*); 
mais le type général de chaque classe ne correspond pas & une surface 
du quatritme ordre. Comme d’ailleurs il renferme le méme nombre 
de modules, on voit que la surface générale du quatrieme ordre ne 
saura pas étre représentée sur un plan double. 

Si maintenant nous laissons de cété les équations du quatriéme 
degré, pour passer @ celles dont le degré » > 4, nous ne sommes 
aujourd’ hui en mesure de répondre & aucune question se rapportant 








*) Enriques ,,Sui piani doppi di genere uno‘. Memorie della Societa italiana 
delle Scienze, 1896. 
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aux résolutions minima qu’elles peuvent admetire. I] est aisé de résoudre 
’équation du degré n par une irrationalité du degré n — 1, mais on ne 
saurait dire s'il sera possible ou non de descendre au dessous de cette 
valeur (soit en considérant des résolutions simples, soit sans remplir 
cette condition). 


15. Passons maintenant 4 considérer les équations f(zy2) = 0 en 
tant qu’elles appartiennent 4 telle ou telle autre classe définie par les 
valeurs des genres. Ce point de vue est certainement plus important 
que celui qui prend comme point de départ le degré de l’équation. 

Malheureusement les résultats obtenus dans ce champ se bornent 
& bien peu de chose. 

Etant donnée une équation 

f(xy2) = 9, 
que l'on envisage ses caractéres (genres) 
Pa» Po, DP, Py, Ps... 
déja nommés. 

Nous ne savons rien en ce qui concerne la question d’assigner la 
résolution du degré minimum appartenant 4 une équation dont les 
genres sont connus. 

Peut-on, au moins, assigner une résolution de celle-ci ayant un 
certain degré donné d’avance qui ne dépende pas du degré de l’équation? 

Que l’on suppose p™ > 1. Il faut alors repondre a la question 
posée par l’affirmative. En effet soit d’abord p, > 2; il suffit en ce 
cas d’envisager la valeur p) — 1, on obtiendra toujours une résolution 
de l’équation proposée dont le degré ne surpassera cette valeur. Si 
p, = 2 il suffira d’envisager 4 sa place la valeur double 2p — 2. 
Ces affirmations s’appuyent sur la considération des courbes canoni- 
ques de la surface représentée par |’équation (car ces courbes ont le 
genre p") et lorsque p, > 2 ce coupent deux a deux en p — 1 points). 
Or comme cette considération fait défaut lorsque p, < 2, il faut la 
remplacer par la considération d’autres courbes invariantes dont les 
caractéres dépendent des genres p, p, P, P, ...p). Comme nous avons 
supposé p') > 1 il y a toujours de telles courbes: ce seront les courbes 
bicanoniques ou bien tricanoniques etc. Elles nous permettront de 
conclure d’une maniére générale que l’on peut toujours assigner d’avance 
le degré dune irrationalité suffisant a résoudre une équation f (xyz) =0 
dont on connait les genres, pourvu que Von ait p") > 1, et cela quel- 
que soit le degré de f. La valeur du degré susnommé, que !’on sait 
assigner, dépend essentiellement de p) et de p,; elle croit lorsqu’on 
augmente p®) ou lorsqu’on diminue p,. 

Tl nen est plus ainsi lorsque p“ <1. En ce cas on n’est plus 
en mesure d’assigner le degré d’une irrationalité capable de résoudre 
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Péquation f(ayz) = 0, qui ne dépende pas du degré de f. Vraiment 
il y aurait lieu d’établir de nouvelles distinctions et certains cas 
permettraient d’arriver & quelques conclusions. 

Mais nous ne nous y arréterons pas. I] nous suffira d’avertir que 
pour p) = 1 Vexception est essentielle. 

Remarque. Les résolutions dont on parle ci-dessus sont obtenues 
d'une maniére arithmétiquement rationnelle; elles se prétent par suite 
au procédé de réduction que l'on peut essayer pour résoudre une 
équation renfermant » > 3 inconnues, en considérant dans celle-ci 
n — 3 inconnues comme des paramétres. 


16. Les remarques qui précédent se rapportaient au probléme de 
résoudre une équation f(xyz) = 0 que l’on supposait donnée. Comme 
nous l’avons fait pour ce qui concerne les équations renfermant deux 
inconnues, on peut ici encore renverser la question. I] s’agira donc 
de former toutes les équations f(xyz) = 0 qui admettent une certaine 
résolution & Taide d’une irrationalité dont la nature est assignée 
d’avance. 

Nous nous bornerons a dire quelques mots sur ce sujet en prenant 
en consideration deux cas particuliers bien simples. 

Tout d’abord on demande de déterminer toutes les équations entre 
trois inconnues qui se laissent résoudre d’une maniére rationnelle, 
cest & dire par des fonctions rationnelles. La réponse a cette question 
est fournie par un théoreme de M. Castelnuovo*): 

Les équations que Von peut résoudre d’une maniére rationnelle sont 
caractérisées par ce que leurs genres p, P, (et par suite tous les autres 
genres) s’évanouissent. 

Une question en quelque sorte successive & celle résolue par 
M. Castelnuovo, consiste & chercher toutes les équations f(xyz) = 0 
que l’on peut résoudre & l’aide d’une seule racine carrée. Les genres 
de telles équations ne sont nullement déterminés, mais on peut supposer 
de les assigner d’avance. En se bornant a considérer des résolutions 
simples on sera done amené & chercher les polynomes f(xy) pour 
lesquels les genres de |’équation 


a — f(xy) =0 


prennent certaines valeurs données. Or nous montrerons ailleurs com- 
ment on peut aborder ce probléme général. Nous nous bornerons ici 
& rappeler le résultat, déja cité**), concernant le cas trés simple ot 


*) ,,Sulle superficie di genere zero“, Memorie della Societa italiana delle 
Scienze (dei XL) 1896, 
**) Sui piani doppi di genere uno‘ 1, c, 
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il s’agit d’équations dont les genres p, P, (et par suite aussi tous les 
autres) ont la valeur 1: 

Les équations ayant les genres px = P,=1 qui sont résolubles 
(simplement) a Vaide d’une scule racine carrée, peuvent se ramener a 
quatre types 

a — f(xy) = 9, 
ou f est un polyndme général du sixiéme degré, ou bien un polyndme 
du degré, 8, 10, 12 ayant des particularités déeterminées. 


17. A la résolution d’une équation 
f(zyz) =90 
par des irrationalités données, on peut rattacher un probléme arith- 
métique analogue & celui dont nous avons parlé dans le cas de deux 
inconnues, & savoir le probleme d’assigner les irrationnelles numériques 
dont la résolution elle méme vient a dépendre. C'est le probléme qui 
sert de fondement au procédé de réduction par lequel on cherche de 
ramener la résolution d’une équation proposée 4 celle d’une autre 
équation renfermant un plus petit nombre d’inconnues. 

Nous avons déja fait & cet égard une simple remarque (n° 15) 
ayant un certain degré de généralité. Nous nous bornerons ici 4 
rappeler, en peu de mots, le résultat qui concerne la détermination 
des irrationnelles numériques dont vient 4 dépendre la résolution d’une 
équation 

f(zy2z) =0 
par des fonctions rationnelles (supposé qu’une telle résolution soit 
possible, c’est-a-dire que l’on ait p, — P, = 0)*). 

La question a été traitée d’abord par Clebsch, MM. Klein et 
Burkhardt, M. Nother, a l’égard de bien de classes particuliéres 
d’équations f= 0. Or par un procédé de réduction on est toujours 
ramené & l'un de ces cas. De sorte que l’on arrive 4 la conclusion 
générale suivante: 

La résolution rationnelle dune equation f(xyz) =O, supposée 
possible, se raméne, a& Vaide de racines carrées ou cubiques (tout au 
plus), @ la résolution analogue @une certaine équation de la forme 
2? = p(xy), o% le polynome a la degré 4 ou 6 en xy, ow le degré 
2 en x et un degré quelconque en y. D’aprés cette réduction, elle s’effectue 
a Vaide des irrationalités définies par une des équations pour la bisection 
de fonctions abéliennes du genre 3 ou 4, ow respect. de fonctions hyper- 
elliptiques dont le genre p est celui de g. En ce dernier cas les 


*) Voir dans ce méme journal l'article: Enriques ,,Sulle irrazionalita .. .", 
Bd. 49. 





irre 
sui 


‘ 


a | 
de 

tou 
ins} 





Sur la résolution des équations algébriques & plusieurs inconnues, 153 


irrationalités en question deviennent autant élevées que l’on veut, 
suivant la valeur de p. 

Le théoréme précédent donne lieu & des applications se rapportant 
4 la résolution rationnelle de quelques équations qui renferment plus 
de trois inconnues. Encore, on est amené a de nouvelles questions 
tout-a-fait simples, qui demeurent pourtant sans réponse. Nous avons 
insisté sur celles-ci dans notre article cité du Bd. 49. 


Bologne, Octobre 1897, 











Sopra le figure polari delle curve piane del 3° ordine. 
di 


G. Scorza a Pisa. 


Questa breve nota, suggeritami dalla lettura di una memoria del 
sig". London*), consta di due parti: nella prima si da veste geo- 
metrica ad una dimostrazione algebrica alquanto laboriosa del sig". 
London di un notevole teorema da lui stesso enunciato: nella seconda 
si fa una semplice osservazione, che da come caso particolare una 
nuova interpretazione della condizione espressa dall’ annullarsi dell’ 
invariante indicato con P nel § 2 della memoria suddetta. 


a! 

1°. Consideriamo tre cubiche C,°, C,5, C,° in posizione affatto 
generica fra di loro. 

Preso un punto P qualunque e un raggio r per esso, r sara la 
retta polare di una schiera di coniche-inviluppo rispetto a C,5 e C,' 
contemporaneamente: le rette polari delle curve di questa schiera 
rispetto a C,° costituiscono un fascio di cui solo un raggio r’ passa 
per P, quindi ad ogni raggio r del fascio P viene per tal modo 
coordinato un raggio r’. Ora r’ @ la retta polare rispetto a C,° di 
un sistema lineare co*® di coniche-inviluppo di cui soltanto una schiera 
@ coniugata alle coniche polari di P rispetto a C,' e C,', e le rette 
polari delle curve di questa schiera rispetto a C,° e C,° costituiscono 
due fasci proiettivi sovrapposti col centro in P, i cui raggi uniti sono 
rette r: dunque la corrispondenza fra r ed r’ @ una (2, 1). Le sue 
tre coincidenze danno il teorema: (London Il. c.) 

,, Le rette che sono polari di una stessa conica-inviluppo rispetto a 
tre cubiche C,3, C,3, C,° inviluppano una curva della 3% classe K*.“ 

2°, Per trovare l’ordine della serie oo' di coniche-inviluppo corri- 
spondenti a queste co! rette, consideriamo le due cubiche C,° e C,° e 


*) London, Ueber die Polarfiguren der ebenen Curven dritter Ordnung. 
Math. Ann. Bd. 36, 
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un tessuto qualsivoglia di coniche-inviluppo. Se K,? @ una sua curva 
qualunque, questa ha per polare rispetto a C,° una retta a,, la quale 
pud considerarsi come retta polare di tutte le coniche-inviluppo di un 
sistema lineare oo* rispetto a C,°: di tale oc? una sola curva K,? 
appartiene al tessuto considerato, dunque fra le curve di quest’ ultimo 
viene per tal modo stabilita una corrispondenza biunivoca. Essa é 
semplicemente una omografia: poiché se K,? descrive una schiera del 
tessuto, la retta a, descrive un fascio ad essa proiettivo, e le coniche- 
inviluppo, che siano coniugate alla conica polare del centro di questo 
fascio rispetto a C,°, costituiscono un sistema lineare oo di cui appunto 
una schiera appartiene al tessuto: dunque si hanno tre coincidenze e 
si pud enunciare il teorema: 


» Date due cubiche C,° e C,° le coniche-inviluppo che hanno rispetto 
ad esse la medesima retta polare costituiscono un sistema co* del 
3° ordine.“ 


Naturalmente, questo sistema co® del 3° ordine, mentre contiene i 
due tessuti di coniche-inviluppo apolari a C,° e C,%, del tessuto apolare 
a C,° contiene soltanto tre curve, che in generale non appartengono a 
una medesima schiera, perché tale tessuto, al pari degli altri due, si 
pud prendere in modo affatto arbitrario. Onde alla serie co! in discorso 
appartengono tre coniche-inviluppo di ognuno dei tessuti apolari a 

13, C,3 e C,3, che in generale non appartengono a una medesima 
schiera. 

Ma allora, considerate le tre coniche-inviluppo apolari a C,* e che 
hanno rispetto a C,° e C,5 la medesima retta polare, si prendano altre 
due curve generiche della detta serie oo!, K,? e K,*, e si consideri 
il sistema lineare determinato da queste due e dalle precedenti tre 
curve: esso sara certo un oo', altrimenti la serie co' apparterrebbe a 
un co’ lineare insieme ai due tessuti apolari a C,° e C,° per es. e questi 
avrebbero una schiera comune. Quindi, se P @ il punto d’incontro 
delle rette polari di K,? e K,’ rispetto a C,3, C,5, C,5, tale oo sara 
costituita da tutte e sole le coniche-inviluppo che sono coniugate alla 
conica polare di P rispetto a C,°. Ma allora anche la terza conica- 
inviluppo che ha la stessa retta polare rispetto a C,°, C,' e C,° passante 
per P (1°) deve appartenere a questo cot, e quindi esso conterra sei 
e soltanto sei curve della serie co' in questione. Ne deduciamo: 
(London, 1. ¢.) 

» Le coniche-inviluppo che hanno una medesima retta polare rispetto 
alle tre cubiche C,°, C, e C,° costitwiscono una serie co' del 6° ordine 
che ha tre curvé a comune con ognuno dei tessuti apolari a C,', C,° e C,°.“ 


3°. Questo teorema e quello dimostrato al n® 1° servono poi al 
sig". London per dedurne quello che abbiamo in vista, cioe: 
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tre curve piane del 3° ordine (e quindi tutte le curve della rete da 
esse determinata) hanno in generale due soli esalateri polari comuni* 

é noi riportiamo qui brevemente, per comodité del lettore, il suo 
ragionamento. 

Riprendiamo la curva di 3* classe K* (1°) e consideriamo la cor- 
tispondenza che vien fissata tra le sue tangenti facendo ad ogni tangente 
@ corrispondere le sei altre tangenti, che la conica-inviluppo di cui a 
& polare rispetto a C,°, C,5 e C,> ha comune con K*: essa é evi- 
dentemente una (6,6) e la sua valenza (Werthigkeit) @ nulla, quindi 
vi sono 12 coincidenze. Ora condizione necessaria e sufficiente perché 
un esalatero @, @,4;4,@,a, sia polare per una cubica é, che di due lati 
dell’ esalatero oguuno sia la polare rispetto alla cubica della conica- 
inviluppo inscritta nel pentalatero formato dai lati rimanenti, dopo di 
che tale proprieta si verifica per tutti gli altri lati (London); dunque 
@ chiaro che i lati degli esalateri polari della rete determinata da 
C,5, C,5 e C,° sono forniti dalle coppie involutorie della corrispondenza 
(6, 6) suddetta, ogni coppia dando origine a un esalatero polare della 
rete e ogni esalatero assorbendo poi alla sua volta 15 coppie. Ma 
queste coppie sono date dalle coincidenze della corrispondenza (36, 36), 
che si ottiene ripetendo due volte la precedente (6,6), quando se ne 


tolgano le 12 che sono gia coincidenze della (6, 6), dunque esse sono 


es = 30 e gli esalateri polari della rete sono effettivamente due e 


due soltanto,*) 

Dalla dimostrazione data risulta poi che essi sono circoscritti a 
una medesima curva di 3* classe: e poiché, inversamente, due esalateri 
che siano circoscritti a una medesima curva di 3* classe sono polari 
per una medesima rete di cubiche, risulta anche che essi non presen- 
tano, oltre quella notata, altra particolarita di posizione. 





II. 
»Condizione necessaria e sufficiente perché due curve dordine n, 
C" e C,", possano pensarsi come prime polari di due certi poli rispetto 
a una curva dordine n+ 1, é che esse abbiano una prima polare 
comune. Supposta la condizione soddisfatta, esse possono pensarsi come 
polari di due punti fissi rispetto a un fascio di curve dordine n+ 1 
aventi n + | contatti (n + 1)-punti sulla congiungente i due punti fissi.“ 
Che la condizione sia necessaria @ evidente: che sia poi auche 
sufficiente risulta nel modo che segue. Siano Ae B i poli della prima 








*) Nella memoria del sig', London @ affermato che una coincidenza della 
(36, 36), che non sia una coincidenza della (6,6), @ da considerarsi come quin- 
tupla, perché coincide con cinque delle sue rette corrispondenti; ma una tal 
ragione non pare del tutto rigorosa. 
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polare comune a C* e C,* rispetto a C* e C," rispettivamente: rispetto 
ad ogni curva d’ordine » +1, C*+1, che eventualmente soddisfi alla 
questione, A sara il polo di C," e B il polo di C*, per modo che 
quella prima polare comune a C* e C," comparisca come la polare 
mista di A e B rispettoa C*+!. Allora prendiamo in A e B i vertici 
(1, 0, 0) e (0, 1, 0) del triangolo fondamentale e indichiamo con 
7 = 0, Y= 0, f= 0 
ordinatamente le equazioni di C*, C,* e C*+1; per ipotesi sara: 


eg ow 


Ox, ae Ox, 


avendo introdotta in ~ una opportuna costante: e per determinare / si 


avranno le equazioni . 
xe =ay, if = agp 
a essendo una costante. 

Ne segue che detta /’ una forma particolare d’ordine » + 1 che 

soddisfi a queste equazioni, tutte le altre sono date dalla formula: 
f=f Aan 
A essendo un parametro. c. d. d. 

Ora la condizione P = ( esprime che due cubiche C* e C,* hanno 
un inviluppo di 2* classe apolare comune ossia che hanno una conica 
polare comune, dunque: 

» La condizione espressa dall annullarsi dell’ invariante P é neces- 
saria e sufficiente perché due cubiche possano pensarsi come polari rispetto 
a una quartica. Supposta la condizione soddisfatta, esse possono pen- 
sarsi come polari di due punti fissi rispetto a un fascio di quartiche 
aventi quattro contatti quadripunti sulla congiungente i due punti.“ 


Pisa, aprile 1898. 











Note on a Problem in Hydrodynamics. 
By 
A. E. H. Love in Cambridge. 


The paper by M. P. Rudzki in Annalen Bd. 50, pp. 269—281 
contains a result which would be of great importance if it were 
established. The author appears to have shown that an irrotational 
wave motion of finite amplitude propagated with uniform velocity over 
the surface of liquid under gravity is impossible. There is however a 
defect in the proof. It turns on a proposition to the effect that, if 
gy and w are real conjugate functions of # and y, and y, is a particular 
constant value of ~, and if further M is a function of mg + 1(¥—y,) 
whose imaginary part vanishes when y = 0, then M must be a real 
constant. To disprove this proposition it is sufficient to observe that 
the function 


cos [‘* tp + iv —¥,)}], 


which is not a real constant, satisfies the condition that its imaginary 
part vanishes when yy = 0. 


April 27" 1898. 
In der That ist der Passus auf 8. 275 von den Worten ,,lndem 


aber als...“ bis zu ,,IJ. Beispiel“ nicht richtig. Dies beeintriachtigt 
aber weder die Giiltigkeit der Methoden noch die Resultate des II. Beisp. 


3. Mai 1898. 
M. P. Rudzky. 
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Preisaufgabe der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Géttingen 


fiir das Jahr 1901. 


Es soll fiir einen beliebigen Zahlkérper das Reciprocitits- 
gesetz der l= Potenzreste entwickelt werden, wenn 1 eine 
ungerade Primzahl bedeutet. 


Erlauterung. Es sei 7 eine ungerade Primzahl, € eine von 
1 verschiedene /'* EKinheitswurzel und & ein beliebiger algebraischer 
Zahlkérper, welcher die Zahi € enthilt, Bedeuten dann v, w irgend 
zwei ganze Zahlen des Kérpers k und w irgend ein Primideal in k, 
so lisst sich das allgemeinste Reciprocitiitsgesetz fiir l'e Potenzreste 
im Zahlkérper k durch die Gleichung 


Iti 


darstellen. Hierin erstreckt sich das Product tiber simmtliche Prim- 
ideale w des Kérpers &, und das Symbol 


v,u 
i 
bezeichnet eine in geeigneter Weise zu definirende und durch die 
Zahlen v, w, sowie das Primideal w eindeutig bestimmte /'* Einheits- 
wurzel, *) 
Es soll dieses Reciprocitiitsgesetz fiir 1’ Potenzreste dem vollen 
Inhalte nach ausgefiihrt und wenigstens in einigen ausgezeichneten 


Specialfillen oder unter geeigneten vereinfachenden Annahmen be- 
wiesen werden. Besonderer Werth wird auf die Ausrechnung von 





*) Vergl. D. Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkérper, Theil V 
Cap. XXVIII~XXXVI. Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1897. 











160 Preisaufgabe der Kénigl. Gesellsch, der Wissenschaften zu Géttingen. 


Zahlenbeispielen gelegt, die zur Erlaiuterung und Bestiitigung des 
genannten Reciprocitiitsgesetzes passend erscheinen. 


Der Preis betrigt 1000 Mark. 


Die Bewerbungsschriften miissen bis zum 1. Februar 1901 einem 
der Secretiire der Gesellschaft eingeliefert werden. Sie sollen mit 
einem Spruch versehen und von einem verschlossenen Brief begleitet 
sein, der aussen den Spruch tragt, der die Arbeit kennzeichnet, und 
innen den Namen und Wohnort des Verfassers, 
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Studien ber die geodatische Abbildung. 
Von 


J. Lirora in Freiburg i. Br. 


Bei der Berechnung einer Landesvermessung wird die Annahme 
gemacht, die Stationen einer Haupttriangulirung lagen auf einem 
Ellipsoid, und es werden dann ihre Coordinaten so bestimmt, dass die 
Winkel der Normalschnitte des Ellipsoids von den gemessenen Hori- 
zontalwinkeln méglichst wenig abweichen. In das gewonnene Netz 
schaltet man dann durch Kleintriangulirung, nach dem niimlichen 
Princip der Gleichheit der gemessenen Winkel mit den ellipsoidischen, 
mehr und mehr Punkte ein und erhialt so die Coordinaten einer 
grossen Anzahl von Punkten, die in einer Tabelle oder einer Karte 
niedergelegt werden. Wenn man aus der Karte den Winkel entnimmt, 
den zwei Punkte von einem dritten aus gesehen bilden und den Winkel 
dann misst, so stimmen beide auch dann sehr nahe iiberein, wenn von 
den drei Ponkten keiner Station einer Triangulirung war. Man kann 
also die Annahme machen, dass die Abbildung der Erde auf das 
Kllipsoid die Eigenschaft habe, dass der in B’ gemessene Winkel 
zwischen A’ und C” auf der Erde ebenso gross sei, wie der entspre- 
chende Winkel ABC auf dem Ellipsoid, wo auch — in einem nicht 
zu grossen Bereiche — die drei Punkte ABC gelegen seien, 

Um zu untersuchen, was aus dieser Annahme folge, fasste ich die 
Frage etwas allgemeiner auf. Ich ersetzte die Erde und das Ellipsoid 
durch zwei beliebige Flichenstiicke F’ und F, die nur gerade Linien 
nicht enthalten sollten. Durch jeden Punkt dieser Flichen dachte ich 
eine Linie gelegt, die Lothlinie, die nicht nothwendig zur entsprechen- 
den Fliche senkrecht zu stehen brauchte. Unter dem Winkel A’ B’C’ 
verstand ich dann den Winkel, den die beiden Ebenen bilden, die 
durch die Lothlinie von B’ und die Punkte A’ und C’ gelegt sind; 
der Winkel ABC wird entsprechend definirt. Ich nahm dann an, 
auch jetzt sei, fiir beliebige Punkte A’B’C’ von F’ und ihre ent- 
sprechenden von F’, der Winkel A’ B’C’ gleich dem ABC, wo auch 
die drei Punkte auf F' gelegen seien. Eine Abbildung mit diesen 
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Eigenschaften will ich eine geoddtische Abbildung nennen. Die Unter- 
suchung, die in den Sitzungsberichten der Miinchener Academie, Math.- 
Phys. Classe, Bd. 32 (1892) Seite 27—52 abgedruckt ist, ergab dann, 
dass nicht ohne Weiteres Aehnlichkeit zwischen F und F” folge. Man 
kann vielmehr nur sagen, dass F” und sein Lothliniensystem 2’ aus 
F und dessen Lothliniensystem 2 durch eine projective Transforma- 
tion © hervorgehen. Das nihere Studium dieser Umformung und die 
Ableitung von Eigenschaften, die mit Hilfe von wenigen astronomi- 
schen Beobachtungen die Aehnlichkeit von F' zu F” festzustellen er- 
lauben, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. 


§ 1. 

Indem ich mich an die Bezeichnung der eben erwihnten Abhand- 
lung anschliesse, entnehme ich deren § 14, dass, wenn die geodiitische 
Abbildung gelungen ist, jede Lothlinie von F zwei Ebenen (die ich 
Hauptebenen naunte) enthalten muss, die gleichzeitig zwei Grenzflichen 
zweiter Classe (nach Hesse’s Bezeichnung) beriihren, namlich den un- 
endlich fernen Kugelkreis @ und einen andern Kegelschnitt Q, der 
aus @ durch die projective Transformation T-' hervorgeht. Fiir die 
Kenntniss des Lothliniensystems ist also vor Allem wichtig, das Ver- 
halten dieser beiden Grenzfliichen gegeneinander zu studiren. Zuniichst 
kénnen beide identisch sein. Sind sie jedoch verschieden, so ist ihre 
gegenseitige Lage bestimmt durch die Elementartheiler der Determi- 
nante |A@ -+ wQ| und es sind 12 verschiedene Fille zu unterscheiden, 
die man z. B. in Clebsch’s Vorlesungen iiber Geometrie, bearbeitet von 
Lindemann Bad, 2 Seite 252 ff. aufgezihlt findet. Da die lineare Schaar 
4o+uQ=0 von Flichen zweiter Classe die beiden verschiedenen 
und nicht zerfallendea Grenzflichen @ und Q enthialt, so finden von 
jenen 12 Fallen hier diejenigen nicht statt, in denen nur eine einzige 
Grenzfliche oder héchstens eine Grenzfliche, die nicht zerfallt, auf- 
tritt. Dies sind die a. a. O. unter Nr. 5, 10, 11, 12, 7, 8, 9 aufgezihlten 
Fille, so dass nur die Fille 1, 2, 3, 4 und 6 iibrig bleiben. Ausserdem 
kénnte es sein, dass die Determinante identisch Null wire. 


§ 2. 
Da die Gleichungen von @ und Q sind 
@ =u, + u,? + u,? = 0, 
QS ae? (uy? + W,”) + (y? + & + B*) u,? + (0? + + 4?) u,? 
+ 2apu,u, + 2adu,u, + 2aeu,u, + 2abu,u, 
+278 + ef + On)uu, = 0, 


so ergiebt die Ausrechnung 


(1) [Ao + pQ|— Apa? + (D+ 2A + (de—yf)?) Ap? + @ DAW, 
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wo 


ASP +E 4a 
CHy+ee+e 
B=yd+ 8+ Oy 
D = AC — B+ a?n? — (de — y&)? 
gesetzt ist. Die Gréssen a... sind dabei die reellen Coefficienten 
der linearen Substitution & (a. a. O. § 15), deren Determinante a?@x 
ist; so dass aw, #, x nicht Null sein diirfen. 

Sollte | 4@ + wQ| identisch Null sein, so miisste d = = 4 = 0 
sein. Dann zeigt die Gleichung von Q, dass diese Grenzfliiche in der 
Ebene u, = 0, u, = 0, us =O liegt, die auch @ enthilt. 


§ 3. 

Wenn die bei Clebsch-Lindemann mit 2, 3, 4 und 6 bezeichneten 
Fille vorliegen, hat die Determinante |4@ + wQ| einen Doppelfactor. 
Wiire er A?, so wiire 

eD=—)0; 
daher, weil a+ 0, +0, 
ny—O8=—0, ye—*OfS=—0, an=0, 
also 0d = € = 4 = 0, so dass dann der Fall des § 2 vorliige. Wire 
u* Doppelfactor, so miisste 4 0 sein und man kime wieder auf § 2. 


§ 4. 
Soll also |A@ + wQ| =O eine Doppelwurzel haben, so muss die 
Gleichung zweiten Grades 
(3) Ai? + (D + A + (8 — yf)*)Au + a? Du? = 0 
eine Doppelwurzel haben. 
Die Discriminante dieser Gleichung ist 


(de — yf) + 2(D + a? A) (de — yf)? + («2A — DY. 


D = (ny — 98)’ + (ne — 8§)? + ay? 

positiv ist, so kann die Discriminante nur Null sein, wenn 
(4) de— vy =—0, «eA—-D=0 
ist. Dann lautet die Gleichung (3) 

Av +4 2e?Ahut atAp? =O, 
so dass 4|u == — a? die Doppelwurzel ist. Da @ = 0 sein muss und 
4==0, «=O die beiden einfachen Wurzeln von (1) sind, so ist eine 
dreifache Wurzel nicht mdglich, und ebensowenig kénnen zwei Doppel- 
wurzeln auftreten. Die Fille (3) und (4) von Clebsch- Lindemann 
kommen somit hier nicht vor. 


Da 


11* 
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§ 5. 

Die erste der beiden Gleichungen (4) kann erfiillt werden durch 

6=0,€=—0. Dann wird die zweite Gleichung 
ty? + #)=0, 
und da man 7 = 0 iibergehen kann, weil man sonst wieder auf § 2 
kime, bleibt y—0O, ¢ =O iibrig. Fiir die Doppelwurzel 4 = — a? 
wird in dem vorliegenden Falle 
Q— a @ = (Pu, + yu)? — au,’ 

und diese Grenzfliche zerfalit in zwei Punkte. 


§ 6. 
Ist mindestens eine der beiden Griéssen 4, € nicht Null, so kann 
man nach (4) setzen 
y=od, e=eos 
und die zweite Gleichung (4) liefert dann, weil 0? + ¢? + 0 ist, 


a=onte. 
Hiemit schreibt sich 


Q — a? = (ty u,) {A (ots + uy) + 2aqu, + 2adu,+ 2agu,} —0 
und diese Gleichung stellt ebenfalls eine in zwei Punkte zerfallende 
Grenzfliche’ vor. 

Da die der Doppelwurzel entsprechende Grenzfliche dieses und 


des vorigen Paragraphen zerfallt, so tritt der Fall (2) von Clebsch- 
Lindemann nicht ein, sondern nur der Fall (6). 


§ 7. 
Wenn die Gleichung |4@ + wQ| = 0 vier verschiedene Wurzeln 
hat, kann man durch Einfiihrung neuer Coordinaten den Gleichungen 
von @ und Q die Form geben 


(5) @ = v,? + v,” + 0,° 
Q = a?v,? + Bv,? + 0,’, 
wo a, 6? unter sich und von Hins verschieden sind. Hat aber jene 
Gleichung eine Doppelwurzel, so kann man 
(6) @ = v,? + v," + 0,’ 


Q = v,? + v,? + 0,7 
setzen. 


§ 8. 
Um auch im Falle des § 2 die einfachsten Formen zu finden, 
bedarf es noch einer weiteren Untersuchung. Die Form @ + AQ ist 
dann eine ternire und die Gleichung | m + 4Q| = O findet sich 


1) (@ Alero + YE +9) + a] =O. 
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Diese Gleichung kann drei verschiedene Wurzeln haben. Dann kann 
man neue Variabeln so einfiihren, dass 
@ =v," + v,” + 05? 
(8) = a@y,? + Bv,? + y?v,? 
wird, wo a’, B?, y? von einander verschieden sind. Oder die Glei- 


chung (7) kann eine Doppelwurzel haben. Diese ist entweder — a?, 

mit y= ¢ = 0 und 

2 = a? (u,? + Uy”) + B?u,? 

®) @ = u,? + up? + u,, 
& + a’, 

oder die Doppelwurzel ist Doppelwurzel von 


V+ (e?+yvtet A+ eR = 0. 


Dann muss 
(«2 — 9) + 2(c? + 9%) (> +e) + (+ =O, 


yore=(0, e=+a 
sein, so dass A = — a? dreifache Wurzel von (7) und 
(10) Q = 02(u,? + te? + 042) = ao 
ist. Im Ganzen sind also nur die Formen méglich, die in den 
Gleichungen (5), (6), (8), (9) und (10) gegeben sind. 


§ 9. 
Wenn die beiden Grenzflichen @ und Q gar nicht verschieden 
sind, so kann jede Linie des Raumes Lothlinie sein und die Trans- 
formation & ist eine Aehnlichkeitstransformation. 


Bei den Gleichungen (9) ist fiir die gemeinsamen Tangentenebenen 
von w und Q 


also 


us = 0 Wg = + ou, ? 
so dass diese Ebenen zwei Biischel mit den Gleichungen 
XL, + iz, + Ax, =—0 
L,— ia, + ur, = 0. 
bilden, Ist (#,x%,%,0) der (reelle) unendlich ferne Punkt einer reellen 
Lothlinie, so muss daher x, = 7, = 0 sein, d. h. es gehen alle Loth- 
linien durch den namlichen unendlich fernen Punkt. 
Gelten die Gleichungen (8) und ist a? < fp? < y*, so folgt, dass 
die gemeinsamen Taagentenebenen die vier Biischel bilden, die aus 


“Vy — B+ it,Vy>— a a VB? — a? + Aa, = 0 


durch Variation der Zeichen hervorgehen. Fiir den unendlich fernen 
Punkt einer reellen Lothlinie folgt 


“Vy? — B+ «,/B?— a? = 0 %, = 0 “=O, 
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daher es zwei solcher Punkte giebt. Alle Lothlinien kénnen also zu 
einem oder dem anderen von zwei Parallelstrahlenbiindeln gehéren. 
Da wir aber angenommen haben, sie anderten ihre Lage stetig, so 
kénnen sie nur einem der beiden Biindel angehdren, miissen also 
parallel sein. 

Bei den Gleichungen (6) ist v,? — v,2? = 0, daher v, = v, oder 
v, = — v,, und es giebt zwei Schaaren von gemeinsamen Tangenten- 
ebenen. Die der ersten Schaar haben die Gleichung 

0; (%, + @2) + 03% + Ox, = 0; 
sie gehen durch den Punkt x, = — x, 4, = 9, 4, = 0, der P, heisse, 
Die Tangentenebenen der zweiten Schaar haben die Gleichung 

0; (%, — %) + 323 + 14x, = 0 
und gehen durch den Punkt P, mit den Coordinaten 

t= %, = 0, 40. 

Zwei Ebenen der ersten Schaar schneiden sich in einer Linie durch P,, 
zwei der zweiten Schaar in einer Linie durch P,, so dass also zuniichst 
zwei Biindel von Lothlinien erscheinen. 

Es kénnte aber auch eine Ebene der ersten Schaar mit einer der 
zweiten sich in einer Lothlinie treffen. Sollte diese reell sein, so 
miissten die genannten beiden Ebenen conjugirt complex sein, weil 
durch eine reelle Gerade an nur zwei conjugirt complexe Tangenten- 
ebenen gehen kénnen. Wiirde also die Ebene 

0, (% + %) + 0; 2, + 04%, = 0 
der ersten Schaar die Ebene 
0," (@, — &_) + 05" ty + Oy" 4, = 0 
der zweiten Schaar in einer reellen Lothlinie schneiden, so miissten 
1 0, v% v," 1% 9%" 
oy? vg? O% oy? a? ay” 
beziehlich conjugirt sein. Daher wire v,’ =v,’ =O und, weil die v 
wie die v’ den Gleichungen (6) geniigen miissen, 
vy = tiv, v1 = + iv,” 
Die beiden Ebenen wiren alsdann 
%,+i%,=—0, x, + ix, =—0 
und schnitten sich in der Linie x, = 0, x, = 0, d. h. in der Linie P, P,. 

Die méglichen Lothlinien kénnen also nur einem der beiden Biindel 
mit den Centren P, oder P, angehdéren, weil, wegen der Stetigkeit 
der Lage, es ausgeschlossen ist, dass ein Theil zu einem und ein Theil 
zum anderen Biindel gehért. 

Wenn endlich die Gleichungen (5) gelten, hat man den sog. all- 
gemeinen Fall. Die Lothlinien bilden dann das dualistische Gegen- 
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stiick zu den Sehnen einer allgemeinen Raumcurve vierter Ordnung 
erster Species. 

Man kann also schliesslich zusammenfassend sagen: 

Wenn die geodiitische Abbildung geleistet ist, so ist entweder 


1) F’ zu F dhnlich; oder 

2) die Lothlinien von F — und dann auch die von F’ — 
schneiden sich in einem endlichen oder unendlich fernen 
Punkt; oder 

3) die Lothlinien entsprechen dualistisch den Sehnen einer 
aligemeinen Raumcurve vierter Ordnung erster Species und 
bilden einen Theil einer Congruenz, die aus allen Geraden 
auf den Flichen der confocalen Schaar @ +- AQ = 0 besteht. 
Hine solche Congruenz sei mit [ bezeichnet. 


§ 10, 

Im zweiten Falle kann man iiber die Beziehung von F” zu F' gar 
nichts aussagen, wenn nicht noch eine weitere Annahme gemacht wird, 
wie z. B. die, dass die Lothlinien Normalen der betreffenden Flichen 
seien. Wir beschriinken die ferneren Betrachtungen daher auf die 
unter 1) und 3) angefiihrten Méglichkeiten. Der Sinn dieser Aussagen 
ist, dass, wenn die Transformation & keine Aehnlichkeitstransforma- 
tion ist, nothwendig die Lothlinien von /’ zu einer Congruenz [ ge- 
héren miissen, die dann & bestimmt; dass aber, wenn {T eine Aehn- 
lichkeitstransformation ist, das System 2 der Lothlinien von F' ganz 
willkiirlich ist und auch einer Congruenz [ ganz oder zum Theil an- 
gehéren kann. Findet man also, dass die Lothlinien alle zu einer 
solchen Congruenz gehéren, so muss man noch weiter untersuchen, 
ob nun Aehnlichkeit stattfindet oder nicht. Zeigt sich aber, dass nicht 
alle Lothlinien der Congruenz angehéren, so muss nothwendig & eine 
Aehnlichkeitstransformation, also F’ ™ F' sein. Wenn man die Fuss- 
punkte der Lothlinien durch ihre Coordinaten und die Richtungen 
durch ihre Richtungscosinusse kennt, so kann man fiir vier Lothlinien 
die Hauptebenen bestimmen, d. h. die Ebenen, die durch sie beriihrend 
an @ gelegt werden kénnen, und die Gleichung + Aw’ =O der 
Schaar von Flaichen zweiter Classe, welche diese 8 Ebenen beriihren. 
Man untersucht dann fiir eine fiinfte Lothlinie, ob die Hauptebenen 
die Fliche w’ und damit auch die drei ausser @ in jener Schaar ent- 
haltenen Grenzfliichen beriihren. Je nachdem dies der Fall ist oder 
nicht, hat man keine Entscheidung tiber & oder den Beweis der 
Aehnlichkeit: 

Im folgenden sollen noch einige andere Eigenschaften der geodii- 
tischen Abbildung und des Lothliniensystems 2 hergeleitet werden, 
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die aus der ZugehGrigkeit von X zu einer Congruenz[ fliessen. Kann 
man die Abbildung so einrichten, dass diese Eigenschaften nicht vor- 
handen sind, so kann man auf die Aehnlichkeit schliessen, 


§ 11. 

Da die Raumcurven vierter Ordnung erster Species zwei schein- 
bare Doppelpunkte hat, gehen durch einen Punkt zwei ihrer Sehnen. 
Folglich liegen von den Lothlinien nur zwei in einer Ebene. Von 
jenen Sehnen gehen aber mehr als zwei (und dann unendlich viele) 
durch einen Punkt, wenn er entweder die Spitze eines der vier Kegel 
ist, die man durch die Curve legen kann oder wenn er ein Punkt der 
Curve ist. Dem letzten Falle entsprechen dualistisch die unendlich 
vielen Geraden der Congruenz, die in einer Ebene liegen, welche 
und Q zugleich beriihrt. Da diese aber imaginir ist, kann sie héchstens 
eine reelle Lothlinie enthalten,. Dem ersten Falle entsprechen die vier 
Ebenen der Grenzflichen der confocalen Schaar, das sind die Ebenen 
von , Q und der beiden anderen Grenzflichen, deren Gleichungen 
nach § 7 

(p? — a*)v,? _ a y,* a v, a= 
(6? — a) v,? + B?0,? — v7 = 0 


sind und die die reellen Focalcurven der Schaar vorstellen. Deren 
Ebenen seien FE, und Z,. Da die Lothlinien die betreffenden Grenz- 
flichen beriihren miissen, @ und Q aber imaginir sind, giebt es also 
nur die beiden Ebenen FE, und E,, die mehr als zwei (und dann un- 
endlich viele) reelle Lothlinien enthalten. Daraus folgt z. B. dass, 
wenn die geoditische Abbildung gelingt auf eine Fliiche, deren Loth- 
linien alle eine Linie schneiden, diese Abbildung ‘hunlich sein muss. 
Eine Rotationsfliiche, deren Lothlinien die Flicheunormalen sind, liefert 
dafiir ein Beispiel. 
§ 12. 


Der Fliche F werde ein unendlich ferner Punkt x und der F’ 
ein unendlich ferner Punkt 2’ zugeordnet, die Polpunkte leissen mégen. 

Durch eine Lothlinie @ und den Punkt a kann man eine Ebene 
legen: Die Meridianebene des Fusspunkts A von a. Diese Ebene 
wird unbestimmt, wenn a durch a geht. Dann heisse A ein Pol 
von F, Der Winkel von a mit der Linie Az heisst die Poldistanz 
von A, sein Complement die Breite. 

Wenn fiir die beiden, sich entsprechenden Punkte A und A’ die 
Poldistanzen gleich sind, wollen wir sagen, die geoditische Abbildung 
erfiille fiir den Punkt A die Breitenbedingung. 
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§ 13. 


Bei zwei Lothlinien a und } kann man von einer Langendifferenz 
sprechen, unter der man den Winkel der beiden Ebenen az und bz 
versteht. Sind @ und # die unendlich fernen Punkte von a und 8, 
sind t, und t, die beiden Tangenten aus z an @, so ist die Lingen- 
differenz 


1 
= 3; log (xa, Tb, xB, T.). 


Fir die Fliche F” ist mit entsprechenden Bezeichnungen die Langen- 
differenz 


|= 


= 5; log (w'a’, 1,', 2B, t,’). 


Die Léngenbedingung sei fir A und B erfillt, wenn fiir F und F” die 
beiden Lingendifferenzen gleich sind, wenn also 
(wa, %), @B, t) ZK (we, 1’, wf, ty) 
ist, woraus durch Anwendung von {~* die Gleichheit 
(ma, t,, %B, Tt.) ZX (TTA, T,, TTB, T,) 
folgt, in der TT aus x’ durch {T—! hervorgeht, T,, T, die Tangenten 


von TT an Q, und A, B die Schnittpunkte von a und b mit der Ebene 
von Q sind. 


io] 


§ 14. 


Sollen zwei Lothlinien parallel sein, so miissen sie durch den nim- 
lichen unendlich fernen Punkt gehen. Durch jeden Punkt gehen aber 
nur zwei reelle Lothlinien. Man kann also schliessen: wenn es mehr 
als zwei unter sich parallele Lothlinien giebt, so ist F’ thnlich zu F. 

Kine gleiche Folgerung wiirde sich natiirlich ziehen lassen, weun 
mehr als zwei Lothlinien durch den namlichen endlichen Punkt gingen. 
Indessen lasst sich dies nur entscheiden, indem man die Fusspunkte 
der Lothlinien mit heranzieht, wahrend zur Constatirung des Paral- 
lelismus astronomische Beobachtungen ausreichen. 

Insbesondere kénnen auch nur zwei Lothlinien existiren, die durch 
a gehen, d. h. auf einer Fliche, die von einer Geraden héchstens in 
zwei Punkten getroffen wird, kann es nicht mehr als vier Pole geben. 
Mehr als vier Pole bedingen also Aehnlichkeit von # und F’. Wenn 
zwei Lothlinien a’b’ von F’, die parallel sind, zwei Lothlinien ab 
von F' entsprechen, die auch parallel ‘sind, so sei @ der unendlich 
ferne Punkt von a’, « der von a. Durch T-! gehen a‘b' in ab iber, 
die, weil @’ ein unendlich ferner Punkt ist, durch einen Punkt A der 
Ebene von Q'’ gehen miissen. Daher kénnten a und 0 gar nicht ver- 
schieden sein, wenn @ nicht mit A zusammenfiele. Beide miissten 
dann in der Schnittlinie 7 der Ebene von m und Q liegen. Die ge- 
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suchten Lothlinien waren dann der Ebene parallel, welche 7 als ur- 
endlich ferne Gerade hat. Ob dies der Fall ist, kann man entscheiden 
indem man untersucht, ob sie auf derselben Linie senkrecht sind. 


§ 15. 


Erfiillen die Lothlinien ac bezw. a’c’ ebenfalls die Lingenbedingung, 
so ist, wenu y, F fiir c das bedeuten, was a, A fiir a, 
(ma, t%, %Y, T) ZK (A, T,, TI, Ty). 
Wenn nun c die nimliche Lingendifferenz gegen a hat wie b, so 
ist ferner 
(xa, Ti» xB, T2) A (ma, Th) wy, T.), 
(TTA, T,, TTB, T,) A (TA, T,, TIF, T,), 


daher y mit 6 und z, [ mit B und TT in einer geraden Linie liegen. 
Es muss also dann ¢ die beiden Linien $8 und TIB schneiden. Da 
zwei Linien héchstens von acht Lothlinien getroffen werden, so giebt 
es also héchstens acht Lothlinien, welche in F und F’ die nimliche 
gegebene Lingendifferenz gegen a bezw. a’ haben*). 

Wenn man die in der Fussnote angegebenen Siitze dualistisch 
iibertragt, so sieht man, dass nur dann unendlich viele Lothlinien die 
gleiche Linge haben: 1) wenn 28 und TTB selbst Lothlinien sind, 
die sich nicht schneiden. Dies ist nicht méglich, weil diese reellen 
Geraden, die in der Ebene von @ bezw. Q liegen, imaginire Kegel- 
schnitte beriihren miissten. 2) Wenn beide Linien sich schneiden und 
ihre Ebene sowohl @ wie Q berithrt. Dann wiren sie aber Tangenten 
und man kame auf den ersten Fall. 3) Wenn beide Linien sich 
schneiden und ihre Ebene eine der vier Ebenen ist, welche die Grenz- 
flaichen der Schaar enthalten. Die unendlich vielen schneidenden Loth- 
linien sind dann die Tangenten der betreffenden Grenzflichen. Da die 
Lothlinien reell sein sollen, kommen nur die Ebenen FE, und LE, (§ 11) 
in Frage. Aber diese Lothlinien haben gegen die Lothlinie a eine 
ganz bestimmte Lingendifferenz, Endlich kénnte es sein, dass die 
beiden Linien zf und TTB identisch waren und mit der Schnittlinie / 


*) Bei einer Raumcurve vierter Ordnung erster Species bilden die Sehnen, 
die eine gerade Linie schneiden im Al!gemeinen eine Regelfliiche achter Ordnung; 
und folglich giebt es nur acht Sehnen, welche zwei gerade Linien treffen. Eine 
Ausnahme findet statt, und es treffen unendlich viele Sehnen die beiden Geraden, 
1) wenn diese selbst Sehnen sind, die sich nicht schneiden und auf der niimlichen 
Flache zweiter Ordnung liegen, aus dem Biischel, dessen Basiscurve die Curve 
vierter Ordnung ist; 2) wenn die beiden Linien sich schneiden und ihr Schnitt- 
punkt auf der Curve liegt; 3) wenn die beiden Linien sich schneiden und ihr 
Schnittpunkt die Spitze eines der vier Kegel ist, die in dem Flichenbiischel ent- 
halten sind. 

Diese Siitze sind ohne Zweifel bekannt; ich kann aber nicht angeben, wo 
sie sich ausgesprochen finden, 
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der Ebenen von w und Q zusammenfielen. Auch dann hitten die in 
Rede stehenden Lothlinien eine feste Lingendifferenz gegen a. Un- 
endlichviele Lothlinien also haben nur dann in F” und F' gegen eine 
bestimmte Lothlinie a’ bezw. a die niimliche Lingendifferenz, wenn 
diese Differenz einen oder den andern von drei Werthen hat. 

Wenn daher zu vier Liingendifferenzen jedesmal mehr als 8 Loth- 
linien gehéren, die die Lingenbedingung erfiillen, muss a —Q und 
F' oF sein. 


§ 16. 

Nachdem wir im Vorigen einige allgemeine Resultate gefunden 
haben, die unter Umstiinden die Entscheidung geben kénnen, ob 
F’'w F ist, wollen wir nun an die Beobachtungen der Praxis niher 
ankniipfen. In einem Punkt A’ von F’, der kein Pol ist und dem die 
Lange Null zugeschrieben wird, sei die Breite gemessen und das Azimut 
eines Punktes C’ und es sei die geodiitische Abbildung auf F' so ein- 
gerichtet, dass der entsprechende Punkt A die gleiche Breite wie J’, 
und C in A das gleiche Azimut hat wie C’ in A’. Wegen der 
Winkelgleichheit der geoditischen Abbildung entspricht dann die 
Meridianebene in A’ der in A. Wir legen nun zwei rechtwinkelige 
Coordinatensysteme so, dass die Lothlinien a’ und a die a,- und 2,- 
Axen sind, dass die Meridianebenen a’a und az die Ebenen 2,’ = 0 
und x, =0 vorstellen, wihrend die Punkte A’ und A die Urspriinge sind. 

Die Beziehungen der Coordinaten seien (entsprechend den in der 
friiheren Abhandlung beniitzten Transformationsformeln fiir die Ebenen- 
coordinaten) durch 


62%,=az,, 


(11) OX, = UX, , 

Ox, = ya, + Ex, + O25, 

Ox, = Ou,’ + Sx, + nay + xx, 
gegeben. 


Da fiir A und A’ die Breitenbedingung erfiillt sein soll und die 
Polpunkte in den Ebenen x, =), x,’ = 0 liegen, seien die Richtungs- 
cosinusse der Polpunkte p,0,7. Bezeichnet man mit (x,%,%,) bezw. 
(x, %,'%3 ) die Richtungscosinusse einer Lothlinie 6 bezw. 0’, so ist die 
Breitenbedingung 


px, + rx, = py + rxy. 
Da die Gleichung einer Ebene durch A, die zu der Meridanebene bx 
parallel ist, 
HV X, — (%, 7 — pHs) L, — Px, X, = 0 
wird, so ist der Cosinus des Lingenunterschieds zwischen a und b 
gegeben durch 
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: u4rf— Usp E 
Vi— (p+ xr)? 
Daher ist die Lingenbedingung fiir die Lothlinien a und 8, 





__*17 — %sP es xy 1 — xs P 








Vir (mp+mrt Vir (ptr) 
Soll die Breiten- und die Lingenbedingung erfiillt sein, so wird diese 
Gleichung 
%,1 — *:p = %, 7 — xy p, 
die mit der Breitenbedingung x, —x,, x, —%,, und daher auch 
%, == %, liefert, wenn wir noch voraussetzen, dass die beiden Drei- 
beine Az,a,b und A’z, a’, b’ gleichen Sinnes sind. 


§ 17. 

Seien nun wie oben } und b’ zwei sich entsprechende Lothlinien, 
deren unendlich entfernte Punkte 6 und #’ im System der 2 und der 
x dieselben Coordinaten haben. Wendet man die Umformung T—' an, 
so geht b’ in 6 und #’ in einen Punkt B iiber. Es sind nun zwei Fille 
méglich. Erstens kann B von £6 verschieden sein. Dann ist die Linie 
BB die Lothlinie b und es miissen durch sie zwei Ebenen gehen, die 
@ und Q beriihren. Zweitens aber kann B mit 6 zusammenfallen. 
Legt man dann durch diesen unendlich fernen Punkt die Lothlinien, 
die durch ihn gehen, so sei b eine von diesen; diese geht durch { 
in eine Linie 0’ iiber, die f’ enthilt und somit die Aufgabe lst. 


§ 18. 

Seien die Coordinaten von # im ersten System (und von #’ im 
zweiten) wie im § 16 (x,x,x,0), so sind die Coordinaten (k,k,k,k,) 
von B gegeben durch 

ok, = ax,, 
(12) Ok, = ax, 

ok, = yx, + €x, + Fx;, 

ok, = dx, + fx, + 4x;. 
Im zweiten Falle des § 17, den wir zuerst behandeln, sollen diese den 
* proportional sein; daher 


(9 —a)x, =0, 
(9 — «)x, = 0, 
yx, + ex, + (® — 9)x, = 0, 
Ox, + Ex, + Hx, = 0 


und 
(e—a)*(e— 4) =0. 
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Ist a + 3, so giebt @ = #, weil nicht die drei x Null sein diirfen, 
g=9,x,=—0, x,=—0, x, =—1. 

Dagegen liefert 9 = a 

y, + 8% + 9x, = 0, 

dx, + fx, +x, =0, 
wo, wie im folgenden stets, # — a = @ gesetzt ist. Die Coordinaten 
des unendlich fernen Punktes sind dann durch die Matrix 
ye ® 
ag 4 
gegeben. Sie kénnen nicht unbestimmt werden, weil sonst ein nicht 
zuliissiger Fall des § 6 vorliige. 

Ist a = #, 9 =a, so sind die Gleichungen 

yx, + &x, =0, 
dx, + fx, + 4%, = 0 
und man hat daher einen speciellen Fall des letzten Resultats. 

Da hier B= 6 ist und B= {-'#’,, so ist B ein in der Ebene 
von Q und von w, und folglich in J gelegener Punkt. Man kann 
daher von ihm aus an @ die beiden Tangenten ¢,¢, und an Q die 7, T, 
legen. Die beiden Ebenen ¢, 7; und ¢, 7’, einerseits, und die ¢,7, und 
t, 7’, andererseits, die jeweils conjugirt complex sind, schneiden sich 
in je einer Lothlinie durch B. Die beiden so entstehenden Lothlinien 
sind parallel, haben also dieselbe Linge und Breite. 

Wir haben hier, wenn 7 + 0 ist, zwei parallele Lothlinien, deren 
Gleichungen sich ergeben 

a + fx, + nx — (8+a)x,=—0, 
A(ya,+&x,+% x) — (2B 4—C'n)x, =0, 
{ A(Ox,+£2,+ 92%,) — (2B y— AS’) a, =0, 
(A(yx,+ e449’ a) — (C'n) x, = 0, 
B= 78+ f+ Hy, 
C=y+2+4 F? 
gesetzt ist. Wenn 7—0, #=+ a ist, kommen noch die Lothlinien 
(x, =0, 2,==0) (die ,-Axe) und (Az, —2ad2,=—0, Ax,—2afx, =0) 
hinzu, mit denen fiir 70, 9 =O die beiden vorigen identisch werden. 


§ 19. 
Im ersten Falle des § 17 sind die Coordinaten einer Ebene, die 
durch die Punkte 6 und B geht, gegeben durch die Matrix 
S ' & & x, 
| % hy My 0 
| my ax, ypu, + ex, + 0x, Ix, + Sx, + yx, ! 
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wo die x die Coordinaten eines beliebigen Punktes sind. Bezeichnet 


man 
Ox, + fx,+ yx, =f, 
yx, + ex, + x, = J, 
so werden die Coordinaten der Ebene 


Uy, = = Hf Hy — Holy + G2, 
(13) Uy = — “3/2, + *, fx, — %,9%,, 
y= x, fx, — «fx, = fw, 
: U, = — %,9%, + % 9x, = — gw, 
mit 
W = KL, — %, Xo. 


Die Linie 6B ist eine Lothlinie, wenn die beiden Functionen der z, 
in die w und Q durch Einsetzen der Werthe (13) iibergehen, sich nur 
um einen constanten Factor unterscheiden. 
Setzt man z,— 2, =0, so zeigt sich dass dieser Factor a? sein 
muss, und 2 = a’@ liefert dann 
a? f?w? = Cfrw? + Ag?w? — 2Bfgw 
+ 2ayu,fw — 2adu,gw 
+ 2aeu,fw — 2afu,gw. 
Diese Gleichung verlangt entweder 
w=, x,—*%,=—0, x, =—1. 
Diese Annahme liefert die z,-Axe. Ist 4 =O so ist B= und man 
kommt auf den Fall von § 18 zuriick. Oder es muss 


{(C— a?) f? — 2Bfg + Ag?} x, = 2afx;(ef—&g), 


(14) ; 
{(C—a?)f? — 2Bfg + Ag*} x, = 2afx,(yf—dg), 
f {x, (ef —&9) — *.(yf—dg)} =, 
(15) 
9 {x, (ef —£9) — *.(yf—8g)} =0 
sein. 


Diese Gleichungen werden erfiillt durch f= 0, g = 0, was wieder 
auf den schon in § 18 absolvirten Fall zuriickfiihrt. Sieht man davon 
ab, so bleiben die Gleichungen (14) und die 


(16) %,(sf—€9) = *,(yf—9g). 
§ 20. 
Setzt man in diesen Gleichungen 
(17) tf= 89; 


so erhilt man aus (14), wenn man 


(C—’*)s? — 2Bst+ AP =H 
setzt, 
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(18) Hx, = 2asx,(ys—dt), 
Hu, = 2asx,(es— ft), 
die mit (17) die Gleichung 
H 0 —2as(ys—dt) 
(19) 0 H —2as(es—€t)|}=—0 
dt—ys $t—es nt — 3's 
zur Bestimmung von s:¢ ergeben. Die Ausrechnung zeigt, dass 
diese Gleichung sich 
(20) H(C’s*— 2B’ st+ At?) (nt—(#+«)s) =0 
schreibt. 
Wenn H = 0 ist, so wird nach (18) entweder s = 0, was A = 0 


und nach §§8 und 9 einen unzulissigen Fall herbeifiihren wiirde, 
oder es wird x, = 0 oder endlich 


ys —Ot=0, es— C¢=0. 
Wenn x, = 0 ist, folgt nach (17) 
(dt — ys), + (€¢— es)x, = 0 


(€¢ — es)x, — (dt —ys)x, =0. 
Da, neben x, = 0, x, und x, nicht beide Null sein diirfen, muss also 
(21) (8t — ys)? + (gt — 2s)? =0, 
sein. Damit aber reducirt sich H = 0 auf 

(9s — nt) ((®+a) s -- nt) =0. 


Da aus dieser Gleichung s:¢ sich reell ergiebt, folgt aus der Glei- 
chung (21) 


und nach (16) 


td —sy=0, t€—se=0O, 
wihrend dabei 
(22) (#-+«a)s —yt=—0 
ist. Dies ist nach § 6 ein hier nicht zulassiger Fall. Hiermit ist auch 
die letzte oben erwihnte Moéglichkeit erledigt. Der zweite Factor von 
(20) liefert, weil B’? — AC’ <0 ist, zwei complexe Werthe fiir 
s:t, die s’:¢’ und s”:¢” seien, Wenn ihnen reelle x entsprichen, 
so ware gleichzeitig 

tf—sg=0, t’f—s'g=0, 
daher, da f = 0, g = 0 schon erledigt ist, s’: ¢’ von s”:¢” nicht ver- 
schieden und reell wire, Man braucht also diesen Fall nicht zu be- 
trachten. Es bleibt demnach nur die Gleichung 
(23) nt — (@+a)s—0 
tibrig. Da, wenn sie erfiillt ist, weder s noch x, verschwinden kénnen, 
weil s = 0 oder x, = 0 auch H =O nach sich zégen, was nach dem 
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obigen ausgeschlossen ist, so folgt aus den Gleichungen (18) die Glei- 
chung (16). 

Es kénnte aber sein dass die Determinante (20) der drei Glei- 
chungen (17) und (18) identisch Null ist. Da das identische Ver- 
schwinden des ersten oder zweiten Factors A —0 verlangen wiirde, 
kann dies nur fiir 


(24) y»=0, @#+a=0 


eintreten. 
§ 21. 


Im Falle der Gleichung (23) sind unsere Gleichungen, wenn man 
s=y, t=—@-+ a setzt, weil 


(C— a*) 4? — 2Bn(@+ a) + A(@+ a)? 
= (yy— 0 (+ @))? + (en—£(6+0))? = N 
wird, 
(25) (@+- a) (Ox,+§, +x) — (yx, + €x, + (8 —a) x) =0, 
Nx, = 2ayx, (yy — d(e+ a), 
Nu, = 2anxs (ey — €(#+«)). 


Da N =O ausgeschlossen ist, weil man damit auf § 6 kime, so be- 
rechnen sich aus (26) x, und x, eindeutig aus x,, so dass der gesuchte 
unendlich ferne Punkt bestimmt ist. Durch diese Werthe von x, und 
x, wird die Gleichung (25) befriedigt. Setzt man kurz 


Nx,=—ux,, Nx, = v%,, 


(26) 


so finden sich die Coordinaten von B nach (12) § 18, und die eines 
beliebigen Punktes der Lothlinie 6B 

6X, = UT, 

OL, = UT, 

62, = (+a) (D—«a?A)+ Nr, 

ox, = 4(D—2«? A); 
fir c= 0 folgt z, — 0, x, = 0; die fragliche Lothlinie schneidet also 
die x,-Axe. 

Wenn D — a? A =O oder y = 0 ist, kommt man auch hier auf 

§ 18 zuriick, weil B = 6 ist. 


§ 22. 
Ist nach Gleichung (24) y= 0 @+ a—0, so wird 
H = (ys — dt) + (es — §t)* 
und die Gleichungen sind 
(27) t(dx, + x.) — s(yx, + ex, —2ax,) = 0, 














ei- 
er- 


de, 


1an 


. be- 
chte 
und 


ines 


; also 


r aut 





Studien iiber die geodiitische Abbildung. 177 


(28) {(ys—dt)? + (es—&t)*} x, = 2asx,(ys—dt), 
{(ys—8t)? + (es —£t)*} uy = 2asx, (es—E), 
deren letzte beiden die erste nach sich ziehen. 
Eliminirt man s und ¢, so kommt die Gleichung 
(29) (%,?-++ %,”) (0e— yf) = 2ax,(x,d — x, §), 
einer Curve zweiter Ordnung in der unendlich fernen Ebene. Jeder 
Punkt dieser Curve bestimmt die Richtung einer Lothlinie, die die 
Aufgabe lést. Der unendlich ferne Punkt der x,-Axe gehdrt der Curve 
an. Der in §18 gefundene unendlich ferne Punkt hat jetzt Coordi- 
naten, die durch die Matrix 
6¢ 0 
ee 


a 





gegeben und daher 
—2af, 2ad, de— vf 
sind. Auch dieser Punkt liegt also auf dem Kegelschnitt. Die Coordi- 
naten irgend eines Punktes der Linie 6B werden 
OL, = Tx, 
OX, = TH, 


Oty = yx, + bx, + (2a) my, 
Ox, = Ox, + Ex,. 
Fir c= 0 folgt auch hier z,—2,—0, so dass alle die Lothlinien 
die w,-Axe schneiden. Man erkennt, dass die Coordinaten x die 
Gleichung 
(de —y) (a,2+2,?) — 2ax,(dx,—fx,) — 2an,(ex,—ya,) = 0 

erfiillen, die das einschalige Hyperboloid Q -— a? @ = 0 in Punktcoordi- 
naten darstellt. Die Linie z, = 0 x, =O d. h. die 2,-Axe gehdrt der 
Fliche an und jede Ebene durch sie trifft die Fliche in einer Lothlinie. 


§ 23. 


Man kann somit sagen: im Allgemeinen giebt es ausser der Loth- 
linie a (der w,-Axe des Systems) noch drei andere Lothlinien, von denen 
zwei parallel sind, welche die Liingen- und die Breitenbedingungen gleich- 
seitig erfiillen. In besonderen Fiillen, die im Vorigen erwahnt sind, 
die aber hier nicht aufgeziihlt werden sollen, kann ihre Anzahl geringer 
werden; wenn jedoch y= 0, #— — a@ ist, giebt es unendlich viele, 
die ein Hyperboloid erfiillen. Weil eine Ebene durch a@ nur eine 
Lothlinie dieser Fliche enthalt, kénnen ihr zwei Lothlinien, deren 
Fusspunkte in A gleiches Azimut haben, nicht gleichzeitig angehdren, 
wenn sie verschieden sind und beide die Lingen- und Breitenbedingungen 
erfiillen. Es reichen also vier Liingen- und Breitenbestimmungen hin, 
um die Aehnlichkeit von J’ und F” constatiren zu kénnen. 
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§ 24. 

Wenn @ und Q verschieden sind, kann die Breitenbedingung nur 
fiir einfach unendlich viele Lothlinien erfillt sein, die eine Regelfliche 
bilden. Da die Fliche F' keine geraden Linien enthalten soll, so kann 
sie von der Regelfliche keinen Theil bilden, sondern wird von ihr in einer 
Curve getroffen. Wenn daher die Breitenbedingung fiir yeden Punkt 
von F erfiillt ist, also fiir eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Lothlinien, so muss sie, da das System [ von Lothlinien irreducibel 
ist, fiir jede Lothlinie erfiillt sein. Um diesen Schluss strenge zu 
machen, wollen wir fiir die beiden Grenzflichen und Q die Glei- 
chungen in der einfachsten Form annehmen (vgl. § 7) 

o=v,-+ v,? + 0,°> =0, 

Q = av,? + Bv,? + v2 = 0. 
Eine Lothlinie schneide die Ebene von m im Punkte (y,y,y,0), die 
von 2 im Punkte (¢,2,02,). Die Coordinaten des Polpunkts  seien 
(P;Pop,9), die von TT (vgl. § 12) (a,2,02,). Dann ist die Gleichheit 
der Breiten durch die Gleichung 


(YsP1 + Yee + YsPs)?22 








(30) (ys? + ye? + ys) (D1? + De? + Ds*) 22 

= (B® 2, + 0? Zy7q + a? B* 7, 2,)* y5” 

© (BPa + a? 2g? + 0? BP2,%) (BP, + aa? + a? BPar,*) ys? 
ausgedriickt, wo links z,?, rechts y,” stehen gelassen sind, damit beider- 
seits nur die Liniencoordinaten der Lothlinie vorkommen*), 





§ 25. 

Bezeichnen wir des kiirzeren Ausdrucks wegen die Gesammtheit 
der Ebenen , die und Q gleichzeitig beriihren, mit EZ. Durch eine 
reelle Lothlinie @ von F gehen dann zwei conjugirt complexe Ebenen 
e und @ aus E. Die Coordinaten derjenigen Ebenen von E, welche 
in der Umgebung von e liegen, kann man durch Potenzreihen einer 
Variabeln ¢ 

ve = ¥:(4) (@ = 1, 2, 3, 4) 
ausdriicken, von denen man eine gleich Eins setzen kann. 

Man erhalt dann die reellen Lothlinien, welche die Umgebung der 
Lothlinie a bilden, wenn man die Ebenen (v;) durch die zu ihnen 
conjugirt complexen (v;’) schneidet. Diese sind aber durch die Reihen 


v;’ = ¥(t ) (i = 1, 2, 3, 4) 


*) Die Idee, zum Beweise der Irreducibilitit der Congruenz aller Sehnen 
einer Raumcurve (oder aller Linien, die zwei Curven schneiden) Potenzreihen und 
ihre Fortsetzungen zu verwenden, wurde mir von Herrn Prof. Stickelberger mit- 
getheilt. In dem speciellen hier vorliegenden Falle hiitte man auch die o-Fune- 
tionen verwenden kénnen. 








nur 
laiche 
kann 
einer 
unkt 
gkeit 
cibel 
e zu 
Glei- 


'y die 
seien 


shheit 


eider- 


ntheit 
h eine 
benen 
welche 
- einer 


ig der 
ihnen 
Reihen 


Sehnen 
en und 
rer mit- 
o-Fune- 





Studien tiber die geoditische Abbildung. _ 179 


gegeben, wo P:(é) aus $,(t) entsteht, indem man die Coefficienten 
durch die conjugirten Werthe ersetzt und wo ¢ zu ¢ conjugirt ist. Ist 
t=t’+ it”, so werden die Liniencoordinaten der fraglichen Lothlinien 
Potenzreihen der reellen Gréssen ¢’, ¢” mit reellen Coefficienten. Setzt 
man diese Reihen in die Gleichung (30) ein, so sind zwei Fille még- 
lich, Erstens die Gleichung ist identisch erfillt fiir alle reellen ¢’ 
und ¢”, die der Convergenzbedingung geniigen. Oder, zweitens, sie 
ist nicht identisch erfillt. Im letzten Falle wird durch sie ¢” als 
Function von ¢’ bestimmt und man erhilt eine einfach unendliche 
Schaar von reellen Lothlinien, welche der Gleichung gentigen. Da 
wir aber annehmen, jede Lothlinie von F erfiille die Gleichung (30), 
so ist die letzte Alternative nicht méglich und es bleibt nur die erste. 
Nach einem bekannten Satze wird die Gleichung auch dann erfiillt, 
wenn man fiir ¢’ und ¢” complexe Werthe setzt. Fiihrt man also 





ein, unter € und y beliebige complexe Veriinderliche verstanden, die 
bur eine gewisse Convergenzbedingung erfiillen miissen, so wird t= & 
t= und es folgt, dass die Gleichung (30) erfiillt wird durch den 
Schnitt der Ebenen 
% = P(E) und w= Pi(y), 

die in der Umgebung der Stellen e und @ von E liegen. Der Glei- 
chung wird dann auch geniigt durch die simmtlichen analytischen 
Fortsetzungen der Reihen $ und $3. Durch diese Fortsetzungen kann 
man aber, weil FE nicht zerfillt, jedes Paar von Ebenen erreichen, 


die ihm angehéren. Also muss die Gleichung (30) von jeder Linie 
der Congruenz [ befriedigt werden. 


§ 26. 
Fiir die Lothlinien, welche von den Punkten der Schnittlinie / der 
Ebenen von @ und Q ausgehen, ist y, = 2,0, dagegen sind y, =<, 
Y. = 2, beliebig. Daher wird fiir sie die Gleichung (30) 


(33) (Y1P1 + YoPe)® (B® ys? + a? ys") —_ (BP yy 4 + 7 Ye mq)* (ye + ¥2*) : 





Pe + p* + ps? (B* 204? +- a? 21g? + a? B* 22?) 

Da B?y,? + ay? und y,?-+ y,? nur complexe Linearfactoren haben, 
miissen sie durch einander theilbar sein, daher a? = 6%, was gegen 
die Annahme streitet, dass @ von Q verschieden ist. Nur wenn beide 
Seiten obiger Gleichung identisch Null sind, geht dieser Schluss nicht. 
Dann muss, aber p, = p, = 2, = 2, =0 sein, womit die Gleichung 
(30) zu 

Yr ye? __ ac 2* + BP 2? 
(34) — _ “er 
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fiihren wiirde. Um zu beweisen dass diese Gleichung nicht fiir alle 
Linien der Congruenz bestehen kann, benutzen wir die Linie, fiir 
welche 
Y= % = 9, = 1, y= 0, 2, = 9, 2,’ = a? — BP, 2,0, 2, = 1 
ist. Kine beliebige Ebene durch diese Linie hat die Coordinaten 
VU, = Ly — Hyho, VQ—=—X%, V1,=0, 4Y — 2,2, 
wo die x Coordinaten eines beliebigen Punktes vorstellen, und es ist 
a? (% — Ly 29)" + Bay? + 2,22.” = a? ((x, — 2,22)? + 2,7] 

eine in den « identische Gleichung, so dass die angegebene Linie 
wirklich zu [ gehért. Die Gleichung (34) ist aber fiir sie nicht méglich, 
wenn a += £* ist. 

Solange @ von Q verschieden ist, kann demnach die Breiten- 
bedingung nicht fiir alle Punkte von F erfiillt sein; und umgekehrt, ist 
sie erfiillt, so muss die geoditische Abbildung von F’ auf F ahnlich sein. 


§ 27, 


Die Linie, welche ich in dieser Abhandlung, wie in der friiheren, 
als Lothlinie bezeichnet habe, ist eine ganz beliebige Linie, die nur 
ihre Lage mit dem Fusspunkte stetig andern soll. Ich habe sie, in 
Anlehnung an die Praxis, Lothlinie genannt, obschon von der Eigen- 
schaft der Linie, fiir een bestimmten ihrer Punkte die Richtung der 
Schwere darzustellen, gar kein Gebrauch gemacht ist. Man konnte 
also statt der physikalischen Lothlinie ebensogut jede andere wohl 
definirte Richtung verwenden, z. B. die der magnetischen Inclinations- 
nadel, wenn sie geniigend constant wire, was sie ja nicht ist. Oder 
man kénnte in jedem Punkte von F” die Richtung willkiirlich gegen 
die Objecte auf F” festlegen, so dass man sie jeden Augenblick wieder- 
finden und dass man der Hauptaxe eines Winkelmessinstrumentes mit 
Sicherheit die betreffende Richtung geben koénnte. Freilich wiirden 
dabei Meridian, Lange, Breite und Azimut ihre gewohnliche Bedeutung 
verlieren, aber man kénnte dagegen vielleicht andere Vortheile erreichen, 
den z, B., dass diese geometrischen Lothlinien stirker gegeneinander 
geneigt wiren als die physikalischen und dass sie daher eine genauere 
Bestimmung der Erdgestalt erméglichten als diese. 
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Sur les méthodes d’intégration des équations différentielles 
ordinaires et quelques applications de la méthode de 
différentiation. 


Par 


W. Anissmmorr 2 Varsovie. 


$ 1. 


Remarques préliminaires sur le probléme de la théorie des équations 
différentielles ordinaires. 


Le probléme fondamental de la théorie des équations différentielles 

ordinaires peut étre considéré et traité de deux points de vue différents. 
Prenons, pour fixer les idées, |’équation du premier ordre 
(1) f[%,y,y'] = 9. 
L’équation (1), regardée en soi méme, ne suppose que l’existence de y 
fonction de w avec une dérivée déterminée y’, et exprime une relation entre 
ces variables x, y, y’; aux dérivées du deuxiéme et des ordres supérieurs 
Péquation (1) ne fait aucune allusion. En Analyse, on démontre, sous 
les conditions supplémentaires*) dont doit jouir f(#, y, y’), qu’il existe 
une fonction unique y de 2, ayant une dérivée déterminée y’, prenant 
pour «=, une valeur arbitraire y= y, et satisfaisant a !’équation (1). 
Mais, ces conditions n’étant pas remplies, on n’a pas de raisons satis- 
faisantes pour nier l’existence de la fonction intégrale y, de méme 
qu’on ne peut pas, en cas de l’existence de cette fonction, lui imposer 
la condition d’avoir les dérivées des ordres supérieurs. 

Supposons, qu'il existe pour )’équation (1) son intégrale générale 
(2) F[z,y,a])=0, 
doi y est définie comme fonction de x et de constante arbitraire a. 

Au premier point de vue, le but principal de la théorie des équa- 
tions différentielles est la recherche et la détermination analytique de 
lintégrale générale, pour quoi on se sert de fonctions, en nombre 


*) Voyez, par exemple, E. Picard. — Traité d’Analyse, t. Il, p. 291—304. 
Paris, 1893. 
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fini, algébriques, élémentaires et supérieures transcendantes, de quadra- 
tures et d’intégrales définies, dans lesquelles x joue le rdle dun 
paramétre. Et on regarde le probleme comme résolu, dés qu’on a 
trouvé pour J’ une expression de la forme ci-indiquée. Cependant, une 
telle solution du probleme, on le voit bien, est, en général, purement 
formelle. En effet, l’équation (2) étant trouvée, souvent on ne peut 
pas, immédiatement d’aprés cette équation, dire rien des propriétés 
essentielles de notre fonction y, qui la caractérisent et dont elle differe 
des autres fonctions. Une recherche supplémentaire sera nécessaire 
pour la résolution de ces questions importantes. Par exemple, |’équation 


y =V(l—y*) (l— ay’), P< 
étant donnée, le probleme d’intégration, au sens indiqué plus haut, 
se résout au moyen de la quadrature 





y 
. dy 


Vi=Hasey "7 T 
0 


qui, les fonctions elliptiques n’étant pas connues, ne nous donnerait 
aucune indication (au moins immédiatement) sur les propriétés de y. 
On a aussi pour |’équation d’Euler 


dz dy _g X= a,s'+a,25+---+a,, 
a 7 —— ie 
vx VY Y=aoyt+ay>+---+a, 
lintégrale générale 
ee (he 
yet Jrg-* 
exprimée au moyen des quadratures. Mais cette équation intégrale 
nous apprend peu de choses sur les propriétés de la fonction cherchée, 
et il fallait avoir toute la pénétration de Lagrange*) pour faire 
voir qu’on a aussi 
VX—VY\ sr 
( x=Tr) — a)(x+y)? — a,(e+y) =a, 
la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques. 

Les considerations précedentes mettent en avant, tout naturelle- 
ment, une autre maniére d’envisager le probléme, dont il s’agit. 
A ce deuxiéme point de vue, le probléme consiste dans |’étude des 
propriétés caractéristiques de la fonction intégrale, l'étude dont les 
résultats indiqueront pour cette fonction la forme analytique la plus 





*) L. Euler. — Dilucidationes super methodo elegantissima, qua illustris 
de Lagrange usus est, in integranda equatione differentiali 75-79 - Acta 


Acad. Imp. Sc. Petropolit., t. II, p. 1, pag, 20—57, 
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simple. La question étant si posée, la théorie des fonctions d'une 
variable complexe avec ses propositions et théor®mes généraux offre, 
pensons nous contrairement aux avis de M. Korkine*), des ressources 
inappréciables, En beaucoup de cas, cette théorie, permettant de 
déterminer les propriétés caractéristiques (dans l’ordre des idées de 
Riemann) de la fonction intégrale, si elle ne donne pas le résultat 
final, aide au moins au succés de la recherche concernant la représen- 
tation analytique de cette fonction, Ainsi, par exemple, il y a déja 
tres longtemps, qu’on a connu, que l’intégrale générale de )’équation 


Xyy™ 4+ Ay") +--+ + Xiy=0 
peut étre représentée formellement par |’expression 


Y = HY, HY. +++ + OnYn, 

Ol, ¥;, Yo,---Yn étant les m intégrales particuliéres distinctes, a, , a,,...@n 
designent des constantes arbitraires. Mais c’est M. Fuchs, qui, en 
s'appuyant sur les théoremes de la théorie des fonctions d’une variable 
complexe, a développé le premier la véritable nature analytique des 
fonctions satisfaisant 4 de telles équations. Les travaux de M. Fuchs 
nous ont montré la forme des intégrales dans le domaine d’un point 
singulier queleonque. Cette connaissance préliminaire de la représen- 
tation analytique des intégrales en facilite beaucoup le calcul. 

Sans doute, il peut étre trés utile pour notre but — l'étude de 
la fonction intégrale — de savoir l’intégrale générale sous une des 
formes (2), mais, existant une infinité de telles formes vu la voie 
dintégration , il s’arrive souvent, que la plus simple, au premier point 
de vue, maniére d’intégrer donne des résultats moins convenables. 
Cela est bien évident, nous n’en citerons pas d’exemples. Quoi qu'il 
en soit, dans tout le cas, l’intégrale générale d’une forme quelconque 
étant un supplément essentiel a ]’équation (1), la recherche des nouvelles 
méthodes d’intégration aussi que la révision et le développement des 
anciennes est pour ]’Analyse d’une importance capitale. 

C’est la discussion des méthodes d’intégration usitées qui est l’objet 
des lignes suivantes. 


§ 2. 
La méthode de multiplicateur pour l’intégration des équations 
différentielles du 1° ordre, 


En Analyse, nous ne possédons au fond que deux méthodes géné- 
rales d’intégration. L’une d’elles c’est la méthode de multiplicateur, 
attribuée ordinairement & Euler, qui a développé, & peu pres com- 
plétement, la théorie de cette méthode et en a donné de nombreuses 


*) A. Korkine, — Sur les équations différentielles ordinaires du premier 
ordre, Math. Annal., Bd. XLVIII, p. 317. 
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applications; lautre-c’est la méthode de différentiation, dont les conse- 

quences importantes sont montrées par Lagrange et appliquées a une 

classe d’équations qui portent son nom. Ces deux méthodes, conduisant 

& la résolution du probléme proposé par des voies variées, présentent, 

en leurs principes, une différence essentielle , que nous allons éclaircir. 
L’équation (1) étant réduite a 


(3) Mdx+ Ndy =0, 
Euler cherche son intégrale générale sous la forme 
(4) F[z, y| =a. 


On arrivera & ce but, apres avoir trouvé un multiplicateur E sous la 
condition 


E(Mdx + Nay) = dx + oe dy; 


dot il suit que £ satisfait a l’équation aux deérivées partielles du 
premier ordre 
0E @E__ p(aM__ aN) 
N ox M oy oy Ox 

On démontre aisément que ce multiplicateur E existe une fois que 
Péquation (3) a une intégrale de la forme (4). Mais, M et N étant 
données, la détermination de E ne réussit que dans peu de cas. C'est 
ainsi qu’ Euler et plusieurs autres géométres renversaient le probléme, 
et, E étant pris en avant, cherchaient la forme des fonctions M et N. 
En faisant, par division, le coefficient N= 1, et supposant que le 


multiplicateur E est donné, on aura |’équation différentielle linéaire 
ordinaire 


i +. m2 _ Clog E 





ey -6y dn’ 
log étant le signe des logarithmes népériens. On trouve 
QE 
9 (2) + JS? te 
(5) M = ——__%- —-—_@ 


(x) désignant une fonction arbitraire d’une seule variable z, et l’intégrale 
générale de |’équation (3) s’écrira dans ce cas sous la forme 


(6) fotwaa + [Edy —«. 


La méthode de multiplicateur est des plus usitées. En effet, on se 
sert de cette méthode pour la séparation des variables. Dans les cas, 
ot la séparation ne réussit pas immédiatement, on se préte de la 
transformation des variables afin de donner 4 l’équation considérée une 
telle forme, pour laquelle la séparation se ferait le plus simplement. 
On comprend tout de suite, que la transformation des variables ne 
peut jouer un role différent de celui que nous en avons indiqué; car, 
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expression Mdxz- Ndy, n’étant pas la différentielle exacte, ne la 
deviendra pas apres la transformation. Cette proposition est bien 
évidente, nous n’en insistons pas davantage. 

Envisageons la méthode de multiplicateur d’un point de vue un 
peu différent. On a lidentité 


, oF 1 OF 

E(M+Ny)= 3 +y oy” 
nous disant que le multiplicateur d’Euler rend l’expression M + Ny’ 
la dérivée exacte par rapport & 2 de la fonction F(x, y), dés qu’on y 
considére y comme fonction de x avec une dérivée déterminée y’, et 
on a pour cette fonction y la relation 


F{z,y\) =a, 

si l’équation (1) est satisfaite. Quant aux dérivées des ordres supérieurs, 
dans la méthode de multiplicateur il n’y en a pas un mot: il peut 
arriver que , la fonction intégrale y n’ayant pas des dérivées des ordres 
supérieurs , l’intégrale générale existera et sera trouvée par la méthode 
de multiplicateur. Nous avons ainsi la conclusion suivante: aw point 
de vue de la théorie, la méthode de multiplicateur est applicable toutes 
les fois, quand, pour Véquation (1), existe son intégrale générale. 


§ 3. 


La méthode de différentiation pour l’intégration des équations 
différentielles du 1° ordre. 


Le probleme de l’intégration peut se résoudre d’une autre manieére. 
A cdté de Péquation (1) on considére encore l’équation d’en déduite 
par la différentiation. Cette voie donne lieu & une méthode, qui peut 
étre nommée la méthode de différentiation. 

La fonction y, définie par |’équation (1), ayant les dérivées y' et 
y", on obtient par la différentiation 


7] @ nw 
(7) ety sty" 20, 


l'équation dont f(a, y, y)) = sera une des intégrales premieres. Sup- 
posons que nous connaissons une autre intégrale 

(8) fi[z,y,y’] = % 

de la méme équation, L’élimination de y’ entre (1) et (8) nous donnera 
pour l'équation (1) son intégrale générale. La fonction f, de trois 
arguments 2, y, y’ se trouve déterminée, comme on le voit aisément, 
par l’équation aux dérivées partielles*) du premier ordre 





*) Il ne faut pas, & notre avis, s’étonner que dans la méthode de multi- 
plicateur aussi bien que dans la méthode de différentiation la résolution de la 
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— oy 
(9) aT Te, ~£Y a Of? 
dy = oy’ 
dont lintégration est Poh, & celle-ci du systeme d’équations 
ax _ ag, pt. ; 
(10) af yt Hay Ht 
ay ay’ 


Il est bien visible qu'il existe Pall pour le systeme (10) une 
intégrale f,(x, y, y’) = «,, différente de f(z, y, y’) =a, s'il existe la 
fonction intégrale y de Véquation (7) dependant de deux constantes 
arbitraires et ayant les dérivées déterminées y’ et y”. Quant aux dérivées 
des ordres supérieurs, la fonction y peut ne pas les avoir. Sous les 
conditions énoncées, l’intégrale générale de UVéquation (1) se trouve par 
la méthode de différentiation. 

Les considérations précedentes nous mettent en lumiére la différence 
entre les deux méthodes d’intégration. Tandis que la méthode de 
multiplicateur est tout fait générale, la méthode de différentiation 
n’est applicable que sous les conditions ci-indiquées, 


g 4, 
Les équations différentielles du 1° ordre de Lagrange; une autre forme 
de ces équations. 


Revenons a |’équation (7). Supposons que nous connaissons deux 
intégrales premiéres de cette équation p(x, y, y’) =a et w(a, y, y’) =, 
od « et B sont des constantes arbitraires. On obtient, y et y’ étant 
exprimées en fonction de x, et y, 


flz,y,y'] = [z, g, ¥). 
Or, sf, oS; gf étant nulles simultanément, on conclut 


f(@,¥,y) =O, ¥). 
Ainsi, vient-on aux équations de Lagrange 
(11) O[z, y] = 90, 
ot mg = a, » = 68 sont les intégrales premiéres d’une méme équation 
du deuxiéme ordre, L’intégrale générale de l’équation (10) sera donnée 
per le systbme 
question peincipale se reduit a l'étude des équations aux dérivées partielles. Nous 
en voyons la cause véritable en ce que la fonction cherchée y, définie par l'intégrale 
générale, est une fonction de deux variables indépendantes x et «, constante de |’in- 
tégration. De ces variables seulement x figure explicitement dans ]’équation (1) et 
Vautre « doit! apparaitre nécessairement, quand nous faisons le dernier pas pour 
obtenir le résultat final. 
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g(x,y, yj—a, anil. 
) etgap =, ols, 0] 


Les équations de Lagrange peuvent prendre une forme un peu plus 
différente. La fonction y étant définie par l’équation f(x, y, y’) = 0 
et admettant y’,y”,... y+), on a par la différentiation 

fy = 9, 


af, 
i= th 0, 





af, 
h= = -* 





Soient 

Polt, Y,--- Y™] = %, 

Pile, ¥,.-- y= ay, 

Pul[%,Y,-+- Y™] = Oy 
les n+ 1 intégrales premiéres indépendantes de |’équation /, = 0. 
On démontre sans peine qu’il y aura 


fo =% [G01 91,-+-+ Gnd» 
fi =, [o, Pir--++ Mal, 


fn—1 = Pn—-i1[Mo, Py, ++» Pn]. 
Ainsi, si [équation (1) du premier ordre peut étre considérée comme le 
résultat de Vélimination de y”, y’”,...y™ entre les équations 
%) [0, 1,+++ Pn] = 9, 
(13) ®, [901 P1>,++ Pa] = 9, 


Dn-1[Po, Pirr++ Pn] =O, 
indépendantes d’une méme équation dordre n + 1, Vintégrale générale 
de cette équation (1) sera réprésentée par le systeme 
Po = %, D, [e, &,... Gn] =O, 
(14) Qo, = 4, D, [a , @,-.. a] =O, 


Pu=On, Daily, @,... Gn] =O. 
Par exempie, |’équation, résultante de lélimination y” entre 
%,[y”, zy” —y', ay” — 2ay’ + 2y) =—0, 
[y", zy” — y', ay” — Quy’ + 2y] = 0, 











188 W. Anissrmorr, 


a pour l’intégrale générale 
2y = a,x? — 2a,2+ a, 
ov les constantes arbitraires «,, @,, a, sont liées par les relations 
Dy [%, %, %] = 9, 


®, [a , &), ] = O. 


§ 5. 


Discussion de l’équation (9) fondamentale dans la méthode de 
différentiation. 


Reprenons |’équation (9) et le systéme (10) qui lui est conjugué. 
Pour ce systéme, une intégrale f(z, y, y’) == «a nous est donnée par 
le probleme méme. D’aprés le principe du multiplicateur dernier, 
principe de Jacobi, si fécond en applications, on trouvera, au 
moyen des quadratures, une autre intégrale /,(2, y, y’) =a, toutes 
les fois, que nous sera connu le multiplicateur J de Jacobi pour le 
systéme (10). Cette remarque est bien importante. 

Le multiplicateur J soit donné. Si Véquation (1) est résoluble 
par rapport a y’, l’expression 

J(y'dx— dy), 
y’ étant déterminée en fonction de x et y par |’équation (1), sera une 
différentielle exacte. On obtient, par suite, 


(15) Ale, vy] =f Jy'adx— dy) 
et le probléme sera résolu. Le multiplicateur J de Jacobi se confond 
en ce cas avec le multiplicateur FE d’Euler. 


Quand il est bien plus facile de résoudre |’équation (1) par rapport 
& y, nous aurons la “we exacte 








of of a 
J =e? sty da + fn 
of ; 
oy 


apres avoir exprimé y en fonction de x : f et nous obtiendrons 


ota 
+y'f a)aet iy 
(16) Ale, yy’) ~ [oer 


Enfin, l’équation (1) étant résoluble par ae & 2, on trouve 
of 
+y atettd , dy 
oy 
(17) they 9 - {a° 1G: ty ays —, 


ou, sous le signe d’intégration, on a une po exacte. 
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Supposons maintenant, que le multiplicateur J ne nous soit pas 


' connu. En ce cas, nous n’aurons pour la détermination de J que |’équation 
af OF, y Of OF (af 4 y Af ad _ zat, 
(18) iy 98+ ay by ~ Get 8 ay) ag 7 a5 


Il n’est pas nécessaire, pour notre but, d’intégrer complétement |’équa- 
tion (18), car il suffit de connaitre pour J une solution particuliére 
quelconque. Mais, ce probléme si simple qu'il le soit, est au dessus 
des forces de Analyse en son état présent. 

Nous ne pouvons non plus résoudre, en cas général, le probleme 
inverse: J étant donné, déterminer la fonction correspondante f(a, y, y’). 
Ainsi, nous nous contenterons de traiter les cas les plus simples de ce 


cprrercer 
SS A ee 


ae ¥ probleme inverse. 

a Les cas, od J est une constante ou une fonction de l'une des 
“ hs i variables 7, y, y’, ne nous donnent aucune nouvelle classe des équations 

ate intégrables car on arrive aux formes suivantes 

r le I) J=const., y’' = (2); 

ia Il) J=O(z), y =yo@%)+¥@); 


Ml) J=O(y), y' = (2). vy); 
IV) J=0(y), y =2o(y’) + ¥(y’). 
une On obtient plus de résultats utiles quand J dépend de deux quelcon- 
ques des variables x, y, y’. 
1 cas: J = O(a, y). L'équation (18) devenant 
of od 1 OJ\ Of 
Jay ~& +9 55) oy =~ % 


la fonction f(a”, y, y’) coutient « comme un paramétre. On s’assure 
sans peine, que |’équation ye sera de la forme 


fond 


port 


(19) Jy’ + oF ay + 9(z)=0, 


g(x) étant une fonction arbitraire de w, L’équation (19) est identique 
a celle (3), si lon y pose N= 1 et si l’on détermine M d’apres la 
formule (5) dans laquelle on a pris J = E. 
2m cas: J =O (x, y’). Dans ce cas, on détermine la forme de 
la fonction f(x, y, y’) par léquation 
oJ of os it oJ of 
ay ta t T+ iy) ay — Ga ay 
dont Pintégration exige celle du void 
___ ew § 
Os er 


ay’ ry oy ox 
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On obtient aisément deux intégrales 


J=—a, 


, dlogd 
i+y — 
= —_— 
ey 


y' sous le signe d’intégration étant remplacée par son expression en 
fonction de x et @ au moyen de l’équation J — a; lintégration étant 


. 


faite, on pose a= J. On arrive ainsi 4 |’équation 


1+ y oe 
(20) y+ od) =f - “Glog I dx, 


- 
g étant le signe d’une fonction arbitraire. 
3™¢ cas: J =O(y, y’). L’équation (18) prend la forme 


dont le systeme conjugué sera 
Oe ee, 


On calcule sans peine deux intégrales de ce systéme 


Jy = a, 


d’od Von conclut que Véquation (1) doit étre de la forme 


ad 
(21) x [% dy’ = 9(Jy’). 


Y Oy 


Pour les équations (19), (20), (21) l’intégrale f, (7, y, y’) = a, sera 
donnée par l’une des formules (15), (16), (17). 
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§ 6. 
La méthode de différentiation pour l’intégration des équations 
différentielles d’ordre x. 

Considérons une équation différentielle d’ordre n 


(22) f[z,y,--.y) =0. 
Liapplication de la méthode de multiplicateur pour la recherche de 
lintégrale générale nous conduirait aux calculs de méme qu’aux résultats 
compliqués; nous n’insistons pas sur ce point. La méthode de dif- 
férentiation, nous donne, au contraire comme on le verra, des résultats 
aussi simples qu’intéressants. Nous étudierons cette méthode avec 
plus de détails. 

Différentions l’équation (22), en supposant que la fonction y ait 
les dérivées y’, y”,... yt; on aura léquation 


(23) gat gy to ton Som, 
dont f(z, y,...y™) =a sera une neiine premiére. Les » autres 
intégrales premieres 

Ales y,---y™) =a, 

Ales Y--- 9") = a, 


fale, y,...y™] =a, 
étant connues, nous obtiendrons l’intégrale générale de |’équation (22) 
en éliminant y', y”,...y™ entre les équations 

teahh fh, = 4, os oy Shy 

Arrétons-nous 4 l’hypothése la plus simple: toutes les m +- 1 intégrales 
premiéres de l’équation (23) nous sont connues 

Po [Z,y,--.y™] = %, 
(24) Y; ma Yrres y) =a, 


i Yr +. ¥™) = a. 
On démontre, sans peine, que 


f[z, Yyees y) — P(g, Pires Pl j 
par suite, l’équation (22) sera de la forme 


(25) D[q, Pir+ ++ Pn] =O 
et son intégrale générale est représentée par le systéme (24), en méme 
temps que les constantes a, a,,..., sont liées par la relation 


D[a,, a, ... Gn] = 0. 
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De méme, étant donnée |’équation 


(26) P[P,Pir>---Pel=9 kon 
le systéme 


Po = &, 

.S —«a ? 

(27) ts av Dla, a, ... a) =O 
Pe = OX 


représentera son intégrale avec & constantes arbitraires. Toutes ces 
propositions sont dues & J. Serret*). 

Revenons au cas général. Toutes les fonctions f; (i—1,2,...n) 
satisfaisant a )équation de la forme 


oe +t yin. se > 


r+y 


nous avons, pour déterminer ces fonctions des arguments 2, y,...y, 
Véquation aux dérivées es du premier ordre 


oF oF oF 
$y ey. py 9% b 

(28) _ z aye) __ ay 
n of or 

Ox +: “+P c y" 1) ay™ 


avec le systéme conjugué 





. da oa dy _ tes dy'*—-)) 
(29) ja? ile 
ay” a y™ by” 
dy” 
w 724 Of 
por gt +e. aye 


Pour le systeme (29) l’une des intégrales nous est déja connue: c'est 
f(w,y,... y™) =a. D’aprés le principe du multiplicateur dernier, 
si l’on nous donne les » — 1 autres intégrales du méme systeme aussi 
que le wmultiplicateur J, la derniére intégrale sera trouvée au moyen 
des quadratures. Or, donner a cdté de l’équation (22) les n — 1 inté- 
grales du systeme (29) c’est la méme chose que donner pour cette 
équation (22) une intégrale avec les m — 1 constantes arbitraires. On 
vient ainsi 4 la conclusion: étant données une intégrale de l’équation 
(22) avee les m — 1 constantes arbitraires aussi que le multiplicateur J 
du systéme (29), lintégrale générale cherchée se déterminera par des 
quadratures. Cela posé, il est bien intéressant d’étudier de plus pres 


*) Oeuvres de Lagrange, t. 1X, Note de M. J. Serret, p, 415—421. Paris, 1881. 
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la relation existante entre J et la fonction f. On trouve sans peine 
pour J |’équation 








af (at, .. as as al 
(30) alts a ees py 2] 
of ~ re af 
-|z +y ay aid a ye =a lag t J aye) 


et il y a lieu de considérer quelques hypotheses particuliéres relatives 4 J. 
le hypothése. J étant constante, on voit tout de suite que 


- j= 0 et V’équation (22) sera de la forme 
(31) y = g[z,y,-.. y*)]. 
2m hypothése. Ayant J = O(zx), léquation (30) devient 


of oJ of 


ay”) dx ~~ jaye 
et on trouve aisément que |’équation (22) doit étre de la forme 
(32) yo) = Xy*9 + ple, y,... ye], 
X ne dépendant que de z. 


3° hypothése. Supposons J = O[y], k recevant les valeurs 
k=0,1,...m—2 et y étant y; on a 
of dad = Ss 
fh ow ay™ ay® aye J 
et on caleule, que l’équation (22) deviendra 
(33) oy == Yzy*rYy—-) 4 plz, y,...y*], k=0,1,...n—2 
ot Y;, est une fonction d’une seule variable y. 
4me hypothése. En cas J = O[y-)], on a 
n) Of Od of 
oak ay™ aye) aye J; 
et l’équation (22) prendra la forme 
(34) y) = Y,-1 9 [z, Yr++- y*-*)], 
Y,-1 ne dépendant que de y*—), 
5"¢ hypothése. Enfin, en res J = [Oy] on aura 


of 0 — _ ae. 
da +y ft.. -+ y! 7s a + Y,, dy 5,(n—1) = 0, 


et on caleulera que l’équation (22) sera de la forme 


(35) y™) = @ [Uys Uay-- + Und, 
ot lon a désigné 





ty = yr) — Zyret) WSO a Sv + Gy, 


eon l,2,...% 
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En nous rappelant tout ce qui est dit plus haut, nous concluons: 

L’intégrale générale des équations (31), (32), (33), (34) et (35) se 
trouve au moyen des quadratures, si l'on donne pour ces equations wne 
intégrale avec les n — 1 constantes arbitraires. 

La proposition concernant l’équation (31) a été déja indiquée et 
démontrée (en cas nm = 2) par Jacobi*). Nous rencontrons aussi chez 
Jacobi**) un cas particulier m2 du théoreme relatif 4 /équation (32). 
Quant aux autres équations, les propositions leur correspondantes, 
paraissent ici, aussi bien que nous le savons, pour la premiére fois. 


§ 7. 
L’application de la méthode de différentiation au probléme des 
isopérimetres. 


Considérons le cas, ov il s'agit de déterminer y en fonction de z 
de telle maniére que l’intégrale 


{ Fle,y,... yaa 


soit un maximum ou un minimum. Le probleme, comme on sait, se 
réduit & Vintégration de l’équation 
ee. "2 


f[z,y,-.-y@] = > ih -+(—1)P, =0, 


ot lon pose 





dx” 


oF oF oF 
Rh=5 ,R=-S,--- R=. 
dy” e ay 
En nous reportant a wien de la forme (30) déterminant le multi- 
plicateur J, calculons 
wile 
dy") 
a 
ay?” 
Les termes avec y®") et y@"—") ne proviennent que des expressions 
a” 2. q’— | 


a? at En cas x > 1 on trouve 





@P, &'P 1 ‘ d BS 
a es =o j a+ ny?m) © log ~ 5 ort v[x,y, ---y]; 
*) C. J acobi, -- Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum dif- 


ferentialium applicandi. Gesam. Werke, Bd. IV, pag. 399. — Vorlesungen iiber 
Dynamik, Gesam. Werke, Supplementband, pag. 81-— 82. 
**) C, Jacobi, — Theoria novi... pag. 408. 
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en supposant, que J ne dépend pas de y®*), on vient sans peine a 
la formule 


28 Wn 
La méme formule, comme on s’assure directement, est vraie aussi en 
cas exclu m=1. Vu ceci, la méthode de différentiation avec le 
principe du multiplicateur dernier nous améne & cette proposition de 
Jacobi*): Pintégrale générale de Véquation @ordre 2n (35) des isopéri- 
metres s'obtient au moyen des quadratures toutes les fois, quand on sait 
pour cette équation une intégrale avec 2n — 1 constantes arbitraires. 


Varsovie, 7.—19. octobre 1897. 


*) C. Jacobi, — Theoria novi.... Gesam. Werke, Bd, IV, pag. 498. 
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Ueber die Entwickelungscoefficienten der lemniscatischen 
Functionen*). 
Von 
A. Hurwirz in Ziirich. 


Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf gewisse Zahlen, 
welche aihnliche Eigenschaften besitzen, wie die Bernoulli’schen Zahlen. 
Die letzteren lassen sich bekanntlich durch die Gleichung 


1 __ (2)** 
> + ae (2n)! B, (m= 1, 2,3,...) 


definiren, wobei die Summe iiber alle positiven und negativen reellen 
ganzen Zahlen x mit Ausschluss der Null zu erstrecken ist und die 
Zahl x als Werth des Integrales 


1 
dx 
owt £22.. 
- Si — x 
0 
aufgefasst werden kann. In dhnlicher Weise kénnen und sollen die 
hier zu untersuchenden Zahlen E,, E,, E,,... durch die Gleichung 


1 __ (20)*" _ 
(D) avike” (4n)! E, (n=1, 2,3,...) 


definirt werden. Dabei ist die Summe auf alle complexen ganzen 
Zahlen r + is mit Ausschluss der Null auszudehnen; ferner bedeutet @ 
den Werth des Integrales 





1 
dx 
ou 2 Iya = 2622057 .... 
Vv 


Die Zahlen EZ, nehmen also, ihrer Definition nach, eine entsprechende 
Stellung in der Theorie der Gaussischen complexen ganzen Zahlen 


*) Vgl. eine vorliufige Mittheilung in den Nachrichten der k, Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gittingen. Mathematisch-physikalische Classe. 1897, 
pag. 273. 
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ein, wie die Bernoulli’schen Zahlen in der Theorie der reellen ganzen 
Zahlen. 

Die Zahlen E, sind iibrigens, ebenso wie die Bernoulli’schen 
Zahlen, positive reelle rationale Zahlen. Es wird sich dies weiterhin 
als unmittelbare Folge der Thatsache ergeben, dass die Zahlen E, im 
Wesentlichen mit cen Entwickelungscoefficienten einer gewissen lemnis- 
catischen Function, d. h. einer doppeltperiodischen Function, deren 
Periodenparallelogramm ein Quadrat ist, identisch sind. Hierin liegt 
eine weitere Analogie der Zahlen E, mit den Bernoulli’schen Zahlen. 
Denn die letzteren sind bekanntlich im Wesentlicken die Entwickelungs- 
coefficienten einer einfach periodischen Function, der Cotangente. 

Aber auch eine tiefer liegende Eigenschaft der Bernoulli’schen 
Zahlen, nimlich diejenige, welche sich auf ihre Partialbruchzerlegung 
bezieht und in dem v. Staudt-Clausen’schen Satze ihren Ausdruck 
findet, besitzt ihr véllig entsprechendes Gegenbild bei den Zahlen E,. 
Dieses nachzuweisen, also die Herleitung desjenigen Satzes iiber die 
Zablen E,, welcher dem v. Staudt-Clausen’schen Satze von den 
Bernoulli’schen Zahlen entspricht, bildet das Hauptziel der folgenden 
Untersuchungen. Dabei sind die Methoden, deren ich mich bediene, 
zum Theil von allgemeinem Charakter, so dass dieselben auch iiber 
den vorliegenden speciellen Zweck hinaus bei Untersuchungen ahn- 
licher Art brauchbar sein diirften. 


§ 1. 
Ganzzahlige Potenzreihen. 


Um den Gang der Untersuchung spiter nicht unterbrechen zu 
miissen, schicke ich hier einige allgemeine Sitze itiber Potenzreihen 
voraus, welche weiterhin zur Anwendung gelangen. Diese Siitze be- 
ziehen sich auf Potenzreihen einer complexen Variabeln u, welche 
die Gestalt 


(1) Peatat+ast+---tas+--: 


besitzen, WO Cy, C,,Co,.++ Cn, --. ganze rationale Zahlen bezeichnen. 

Zur Abkiirzung will ich eine derartige Potenzreihe ,,ganzzahlig“ 
nennen. 

Der Inbegriff aller ganzzahligen Potenzreihen bildet einen ,,Inte- 
grititsbereich“, d. h. Summe, Differenz und Product irgend zweier 
ganzzahligen Potenzreihen sind wiederum ganzzahlige Reihen. Oder 
in anderer Ausdrucksweise: im Systeme aller ganzzahligen Potenz- 
reihen sind Addition, Subtraction und Multiplication unbeschrinkt 
ausfiihrbare Operationen. Fiir die Addition und Subtraction leuchtet 
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diese Thatsache unmittelbar ein. Fiir die Multiplication folgt sie aus 
der Bemerkung, dass das Product der Reihe (1) in die Reihe 


(2) Baht ntaste taste. 
durch die Reihe 
(3) B=—q tet tee t---ta +e: 


vorgestellt ist, wenn man allgemein 


Cn = Cydn + 2,0, Ans + My Cydn_e +--+ + Cady 
setzt, unter ,, ”,, ... die Binomialcoefficienten zur Basis » verstanden. 
In dem Systeme der ganzzahligen Reihen sind aber iiberdies auch 


die Operationen der Differentiation und der Integration von u = 0 ab 
unbeschrankt ausfiihrbar. 


Denn bedeutet $$ die ganzzahlige Reihe (1), so sind offenbar auch 


d % u” 
Bema taste ten te 


und 


[Baum quta wt taas pe 


ganzzahlige Reihen. 
Die Division ist im Gebiete der ganzzahligen Reihen nicht w- 
beschriinkt ausfiihrbar, und hierauf griindet sich die Definition: 
»Hine ganzzahlige Reihe $3, heisst durch eine andere 8 theilbar, 
wenn der Quotient : ebenfalls eine ganzzahlige Reihe ist.“ 
Die Theilbarkeit einer Reihe $8, durch eine andere $8 deute ich 
auch an durch die Congruenz 
¥%, =0 (mod. $f), 
und allgemeiner schreibe ich 
$, = f, (mod. P), 
wenn $, — $, durch § theilbar ist. 
Im Folgenden werde ich namentlich soleche Congruenzen zu be- 


trachten haben, deren Modul $8 sich auf eine ganze nicht verschwindende 
Zahl m reducirt. Offenbar ist eine derartige Congruenz 


$ =, (mod. m), 
wo $ und §, die Reihen (1) und (2) bezeichnen mégen, vdllig gleich- 
bedeutend mit den unzahlig vielen gewohnlichen Congruenzen 

Cp =d, (mod.m) (n=0,1,2,...). 
Wenn die ganzzahlige Reihe (1) Divisor jeder beliebigen ganzzabligen 
Reihe, also insbesondere auch Divisor der Zahl 1, sein soll, so ist 














aus 


den. 
uch 
) ab 


auch 


ule 


ilbar, 


2 ich 


u be- 
dende 


leich- 


hligen 
so ist 








Entwickelungscoefficienten der lemniscatischen Function. 199 


offenbar erforderlich, dass c, = 1 ist. Diese nothwendige Bedingung 
ist aber auch eres wie aus der ee ae 


hervorgeht, In dem Gebiete der ganzzahligen Reihen spielen also die- 
jenigen Reihen, welche sich fiir « =O auf 1 reduciren, die Rolle der 
Kinheiten. Diese Reihen will ich deshalb ,,Einheitsreihen“ nennen. 
Von Wichtigkeit wird weiterhin der folgende 
Satz I. Ist 8 eine ganzzahlige Reihe, die mit u verschwindet, 
also kein constantes Glied enthiilt, so ist fiir jede positive Zahl m 


(4) 3" = 0 (mod. m!). 
Die Behauptung des Satzes, dass a 8" ganzzahlig ist, bedarf fiir 


m==1 keines Beweises. Daher geniigt es die Richtigkeit des Satzes 
nachzuweisen unter der Voraussetzung, dass der Satz schon fiir den 
Fall bewiesen sei, wo die Zahl m — 1 an die Stelle der Zahl m tritt. 
Nun ist aber 


1 1 
=i? =f pr. Pdu, 


und da a Di $"—' und $° ganzzahlige Reihen sind, so folgt aus der 
vorstehenden Gleichung, dass ps 8” ebenfalls ganzzahlig ist, w. z. b. w. 


An den Satz I kniipft sich ein anderer, welcher ebenfalls Bezug 
hat auf die m'* Potenz einer ganzzahligen Reihe ohne constantes Glied. 
Ks sei 


Prqutast tae +: 


eine solche Reihe und es werde 


Pr =Cn a + Ons Soa te +0 6+: 





, on C4. _ ‘ 
gesetzt, Dann ist —*= cr, 5 pi mer -S, u. s. w.; allgemein 
_ Ce Se —m+1 
ist 7; eine ganze peti Function von ¢, 54, °° *&—myi U nd 


C 
folglich wird der Nenner von ai , wenn man diese Zahl auf die kleinste 


Benennung bringt, keinen Primfactor enthalten, der grdésser ist als 

k—m-+1. Wenn daher k! durch eine Primzahl p > k—m-4 1 

theilbar ist, so muss p nothwendig in C, aufgehen. Somit gilt der 
Satz Il. Wenn die Reihe 


™m m+1 k 
Cn git Cnt weep tt Ot: 
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die m* Potenz einer ganzzahligen Rethe ist, so enthdlt C, yede Primzahl 
als Factor, die zwischen k — m-+-1 und k + 1 liegt. 

Eine unmittelbare Folge des Satzes I ist der weitere Satz: 

Setzt man in einer beliebigen ganzzahligen Reihe an Stelle von u 
eine andere ganzzahlige Reihe ohne constantes Glied und ordnet sodann 
nach Potenzen von wu, so erhiilt man wiederum eine ganzzahlige Reihe. 

Wenn beispielsweise {}(u) eine mit « verschwindende ganzzahlige 
Reihe ist, so wird die Entwickelung von e®™ nach Potenzen von » 
eine ganzzablige Reihe, und zwar offenbar eine Einheitsreihe sein. 
Ebenso ist die Entwickelung des Logarithmus einer Einheitsreihe eine 
ganzzahlige Reihe, und man erkennt hieraus, dass die aus der Fune- 
tion e* ) entspringende Reihe die allgemeinste Einheitsreihe vorstellt. — 

Man kann dieser ganzen Betrachtung eine andere, fiir manche 
Zwecke geeignetere Wendung geben, indem man an die Stelle der 
Potenzreihen die analytischen Functionen setzt, welche sie definiren. 
Dann hat man es offenbar mit dem Inbegriff derjenigen analytischen 
Functionen zu thun, welche an der Stelle « =O regulir sind und an 
dieser Stelle ebenso wie alle ihre Ableitungen ganzzahlige Werthe 
annehmen. 

Von dieser Auffassung ausgehend, beweist man leicht noch die 
folgenden Satze, welche ich hier anfiihre, weil sie weiterhin — freilich 
in speciellerer Form — zur Geltung kommen. 

Erstens: Es sei p(w) eine analytische Function, welche an der 
Stelle « = 0 regulir ist und einer Differentialgleichung der Gestalt 


(5) p")(u) = G (p(w), o'(u), ... #9 (u)) 
geniigt. Dabei soll G eine ganze rationale Function der eingeklammerten 


Argumente bedeuten mit Coefficienten, welche ganzzahlige Reihen 
sind. Wenn dann 


9(0), gO), -.- p90) 
ganze Zahlen sind, so ist die Entwickelung von p(w) nach Potenzen 
von & eine ganzzahlige Reihe. 


In der That ergiebt sich successive, indem man die Differential- 
gleichung (5) wiederholt nach w differenzirt, dass 
p™ (0), pPetn(0), pet (0),... 
sammtlich ganze Zahlen sind*). 


*) Der Satz gilt, falls m(0)=0 ist, auch dann noch, wenn die rechte 
Seite der Differentialgleichung (5) eine ganze rationale Function von 


p(u), p’(u),... pu) 


dae (gt. @® "= 


ist, wobei die Coefficienten A ganzzahlige Reihen bedeuten. 


der Gestalt 
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Entwickelungscoefficienten der lemniscatischen Function. 
Zweitens: Durch Umkehrung der Reihe 
ue u” 
=P@)mutagt +a gt::: 
modge die Reihe 
? ‘x 
v= PQ—t+aot::-+act::: 


entstehen. Wenn nun §{(w) eine ganzzahlige Reihe ist, so gilt das 
Namliche von der Reihe §;, (2). 


2n— 
Ks ist namlich ae (a) eine ganze ganzzahlige Function von 


3 , Pas + = und folglich (wie die Annahme ¢ — u = 0 ergiebt) 
d, eine ganzzahlige Function von ¢,, ...¢,, woraus die Richtigkeit 
der Behauptung folgt. 

Schliesslich bemerke ich noch, dass die vorstehenden Betrachtungen 
und Sitze ohne wesentliche Aenderung auch dann noch gelten, wenn 
man an die Stelle der ,,ganzzahligen“ Reihen diejenigen Potenzreihen (1) 
treten lasst, fiir welche ¢,, c,,¢,,... complexe ganze Zahlen a + ib 
im Gaussischen Sinne oder, noch allgemeiner, ganze algebraische Zahlen 
eines endlichen Zahlkérpers sind. 


§ 2. 
Die Zahlen E,, als Entwickelungscoefficienten. 


Aus der Definitionsgleichung (D) der Zahlen E, ist ersichtlich, 
dass diese Zahlen bei der Entwickelung der Weierstrass’schen Function 


1 a : 
(6) 9M) = at Diaetinay ~ (Fine) 


nach aufsteigenden Potenzen von u zum Vorschein kommen werden. 
In der That ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass 





4E, 8 6 4n—2 
(1) pwye ite. Yeas. Gani 


ist. Durch die Substitution z = - erhalt man fiir die reelle Periode 
w die Darstellung 


1 ° 
dz ds 
ils 27; —n" 2 Tana 
0 
Folglich haben die Invarianten von ¢(u) die Werthe 
9. = 4, a= 0, 
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und die Differentialgleichung der Function g(x) lautet daher: 
(8) 9? (u) = 49% (u) — 49(u). 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich zuniichst in bekannter Weise eine 


Recursionsformel fiir die Zahlen E,, E,, E,,.... Man differenzire 
namlich (8) nach «, wodurch man 


9” (u) = 6p*(u) — 2 
findet ; hierin setze man nach (7) 


~.."— n—2 
pu) =4 e+e bf 


(4m —2)!? 


°”(u) = s+ — 


(4n— 4)! 


Der Vergleich der Coefficienten der einzelnen Potenzen von u ergiebt dann 


E, = i 
und 
(9) (2n—3)(4n—1)(4n+ 1) E, = 3 >) (4r—1)(4s—1) (An)ar E,E, 
r+s=n 


(n—=2,3,4,...) 


wobei die Summation auf alle positiven Zahlen r, s auszudehnen ist, 
welche der Bedingung r-+-s—vn geniigen. Unter (4m), ist der 
4r'e Binomialcoefficient zur Basis 4” zu verstehen. 

Aus der Formel (9) geht hervor, dass die Zahlen £, positive, 
reelle rationale Zahlen sind. Am Schlusse dieser Arbeit findet man 


eine Tabelle der Zahlen E,, die ich auf Grund der Formel (9) her- 
gestellt habe. 


§ 3. 
Die Function g(u). 


Die Function 


nl 
(10) 9”) =/ = uth~+h 4. -+ geet 


befriedigt die Differentialgleichung 
(11) gy ?(u) = 1 — pf(u). 
Sie ist diejenige eindeutige doppeltperiodische Function, welche Kisen- 


stein seinen Untersuchungen iiber die biquadratischen Reste zu Grunde 
gelegt hat*). Die Werthe 


*) Eisenstein, Beitriige zur Theorie der elliptischen Functionen I. (Crelle’s 
Journal, Bd. 30 oder Mathematische Abhandlungen, Berlin 1847, pag. 129.) 
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2@, (1+)a 
bilden ein Paar primitiver Perioden von m(u). Das Additionstheorem 
dieser Function spricht sich in der Gleichung aus: 


(12) p (up v) = 2 9 O) + OC) ow) | 


1 + 9 (u) 9*(0) 
Ferner geht aus (10) hervor, dass 


(13) | (iu) = ip(u) 
ist. Durch Differentiation von (11) ergiebt sich 
(14) p” (u) = — 2g%(u), 


und diese Differentialgleichung hat die Gestalt (5) in § 1. Daraus folgt, 
dass die Entwickelungscoefficienten 


kh, a= 1, &,, by, ... dy, - > 
der Function g(u) simmtlich reelle ganze Zahlen sind. 


Bemerkenswerth und fiir die weiteren Untersuchungen wichtig ist 
die Thatsache, dass sich die Entwickelungscoefficienten der Functionen 


my und = 9 (u) in einfacher Weise durch die Zahlen E,, ausdriicken 
lassen. Die Entwickelungen dieser Functionen will ich in folgender 
Form ansetzen: 

= SRE 7a 1 1 F, us F, u? F, yin 
(8) Ve@—sG este att: at -+ee@ont 


1 1 3 6 10 4n+2 
(16) ip@ a? = & See bee atte ey +:+. 
Um die Entwickelungscoefficienten F',, e, durch die Zahlen FE, aus- 
zudriicken, gehe ich aus von der Gleichung 


(17) 1+? gy (w) 


p((i-fiju) ow)? 


welche aus (12) und (13) leicht folgt. Durch Quadrirung von (17) 
ergiebt sich 


2ig((1+4) u) = Sa — 9H) = e(u) — 9*(u), 


oder 
i on 1 ; , 
(18) = P(u) = 5 e(u) — ip (1+i)u). 
Benutzt man nun die Gleichung (7), so folgt: 
E, 
(19) ena = 21 (1L—(1+i)*")=*, (w= 1,2, 3...) 


wobei man beachten mége, dass (1-++7)** reell, nimlich — (— 4)" ist. 
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Andererseits erhalt man durch Differentiation aus (17) 
iif) - eae. sys. 2 
bere 1++t gy r+i(et 9") 

u 
1+% 
d i 1 € u ° 
tu (sqm) = — wea (20(Fa) — 20), 
und endlich 
1 — 
(20) 9 (tw) = fie + tg (=) du. 


Hieraus folgt nun 
(21) F, = (1+7%)"((1+2)* —2]Z,. (m—1, 2,3,...) 





oder, wenn man « durch 





ersetzt und (18) bertcksichtigt, 


§ 4. 
Die complexe Multiplication fiir die Function g(w). 


Die Function m(u) lisst bekanntlich ,,complexe Multiplication“ zu. 
Die hierauf beziiglichen Sitze stelle ich, soweit sie im Folgenden An- 
wendung finden, in diesem Paragraphen zusammen*). Es bezeichne 
m=a-+ib eine complexe ganze Zahl, die ungerade, d. h. durch 
1+ nicht theilbar ist. Ueberdies sei m primar, d. h. m geniige 
der Congruenz 

m= a -+ib= 1 (mod. 2+ 22). 

(Unter vier associirten ungeraden Zahlen m, — m, im, — im ist stets 
eine und nur eine primar). Die Function m(mu) ist nun, wie aus 
functionentheoretischen Griinden unmittelbar folgt, rational durch » (u) 
darstellbar. Und zwar hat man, wenn zur Abkiirzung 


(22) p(mu)=y, p(u)—2 
gesetzt wird, 
(23) y= mx + a5 + agx® +--- + a* U(z) 





1b byt Ogee fe -- mat Ve)” 
Der Grad mw des Zahlers U(x) ist die Norm der Zahl m, also 
p =a’ + d* 
Ferner sind die Coefficienten a,, a,, ... b,, b,,... simmtlich complexe 
ganze Zahlen. Zwischen ihnen besteht zuniichst die Beziehung, dass 


die Coefficienten von U(x) in umgekehrter Ordnung geschrieben genau 
mit den Coefficienten von V(x) tibereinstimmen, so dass 


V (x) = x u(=) 


*) Vgl. wegen dieser Sitze: Eisenstein, 1. c. 





is 


(2 


la 


S80 






















An- 
hne 
rch 
lige 


stets 
aus 


p(w) 


plexe 
dass 








Entwickelungscoefficienten der lemniscatischen Function. 205 


ist. Sodann sind diese Coefficienten so beschaffen, dass die ganze 
Function 


(24) D(x) = V(a) U'(x) — U(a) V'(z) 
lauter durch m theilbare Coefficienten besitzt. 
Setzt man 
U (a) =>) agat*1, Vc) — >’ batt, (am, b= 1) 
k=0,1,2,--- k=0,1,2,--+ 


so ergiebt sich nach kurzer Rechnung 


D(x) -> (4h — 4k+ 1) Gy b, a8 A+h) — > cit. 
kh 


r=0,1,2,+++ 
Die Coefficienten von D(x) haben also der Reihe nach die Werthe 
% =a =m, 
¢, = 5a, — 3ayd,, 
Cy = 9a, + a,b, — Tayby, 
¢; = 13a, + 5a,b, — 3.a,b, — llayd,, 


neds (4r-4+1) . 4 a a 7 ? et (—4r4 1) agbe. 


Wenn nun m eine zweigliedrige complexe Primzahl ist, so wird 

u = N(m) eine reelle Primzahl von der Form 4K+4+ 1. In diesem 

Falle ist keine der Zahlen 5, 9, 13,...— 4 durch m theilbar, Daher 

folgt aus der Thatsache, dass ¢, ¢,,¢,,... durch m theilbar sind, 

successive a, =0, a, =0, ay =0,... Gus = 0 (mod. m). D. h. es 
4 


sind alle Coefficienten des Zihlers mit Ausnahme des Coefficienten 
von a“, welcher gleich 1 ist, durch m theilbar. 

Wenn zweitens m = — q ist, wo gq eine reelle Primzahl von der 
Form 4k + 3 bezeichnet, so ist die erste Zahl der Reihe 5, 9, 13,..., 
welche durch m theilbar ist, offenbar gleich 3q. In diesem Falle 


sind also wenigstens die ersten ae Coefficienten des Ziihlers U(z), 
namlich 





Qos ay, Qo, eee a3q—5 
4 





durch m = — q theilbar. 
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§ 5. : da 

Der Nenner der Zahl £,. vi 

Die Zahl E,, ist eine reelle positive rationale Zah] und lisst sich 4] 
also auf die Form bringen on 
(25) —_ 2 lie 


wo Z,, N, positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind. 














Mit den bisher entwickelten Hiilfsmitteln gelingt es nun, Niheres Cc 
iiber die Primfactoren des Nenners N,, festzustellen. 
Zu diesem Zwecke betrachte ich die Function du 
2 m* 1 
(26) F (u) = m’ e(mu) — g(u) = gp (mu) g®(u)? | as 
wobei m eine ungerade primaire complexe ganze Zahl bedeutet. Die eit 
Entwickelung dieser Function nach aufsteigenden Potenzen von « lautet: en 
de 
@ _ ‘. E,, ut? R 
(27) Fw) — 2)? (m1) 7 : 
Andererseits ist nach dem vorigen Paragraphen : 
3 
__ m*V*(z) 1 [mV (x) a — U(x) |(mV (a) x + U(ax)] ( 
eo a -ao eU%@) cin 
= { (mb, — a, )a* + (mb, — ay) x° + ++ -] [2m + (mby-+ ay) wet + (mby+ ag) 28+---) 
[mp a0! a,28- +--+ pa!) ‘ 
ca 
Ersetzt man in dieser Gleichung u durch mu, so geht 
t= o(umuth oth ot: “ 
in eine durch m theilbare ganzzahlige Reihe iiber. Dasselbe gilt von Ww 
allen Potenzen von x, so dass die Gleichung (28), nachdem man Ziahler q 
und Nenner rechts durch m? dividirt hat, die Form erhilt 
im 
_ Bw) : 
Fo) — Bi : 
wo $,(w) und $3,(w) ganzzahlige Reihen sind, von denen die letztere we 
das Anfangsglied 1 besitzt, also eine Hinheitsreihe ist. Folglich ist 3 
F (mu) selbst eine ganzzahlige Reihe, Man erkennt somit: 
Wenn m eine ungerade complexe ganze Zahl bezeichnet, so ist Hi 
ein 
E, 
29) (2m)'"—2(mt" — 1) 5" = Gan Pe 


eine ganze Zahl. 
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Die beim Beweise gemachte Voraussetzung, dass m primir sei, 
darf unterdriickt werden, weil die linke Seite von (29) héchstens das 
Vorzeichen andert, wenn man m durch eine associirte Zahl i*.m ersetzt. 

Fiir den Fall, wo m = — q ist, unter q eine Primzahl der Form 
4k+ 3 verstanden, lasst sich der vorstehende Satz noch wesentlich 
verschirfen. Auf der rechten Seite der Gleichung (28) ist dann nim- 
lich im Nenner 

m + a, %* + aya ++ - + wer? 
eine durch m theilbare ganzzahlige Reihe. In der That sind die 
Coefficienten 
Gy, Any we ey a3q—5 
4 


durch m theilbar und die Glieder a,2*", in welchen r >*4—", also 


4r 
4r sicher > q ist, sind ebenfalls durch m theilbar, weil ae nach § 1 


eine ganzzahlige Reihe ist und (4r)! den Factor g mindestens ein Mal 
enthalt. Aus entsprechenden Griinden ist jeder Factor im Zihler auf 
der rechten Seite der Gleichung (28) eine durch m theilbare ganzzablige 
Reihe. Hieraus folgt nun, dass in dem jetzt betrachteten Falle schon 
F(u) eine ganzzahlige Reihe ist, oder: 

Wenn q eine reelle Primzahl von der Form 4k + 3 bezeichnet, so ist 


E 
(30) 2t= (gis -—— 1) - 7 = Ayn 
eine ganze Zahl. 
Aus dieser Thatsache geht zuniichst hervor, dass der Nenner von 
E, eine Primzahl g von der Form 4k + 3 nicht als Factor enthalten 
kann. Denn aus der Gleichung 
nH, , 
En = Singin =) 
ist ersichtlich, dass 24*-*(q*" — 1) ein Multiplum des Nenners N,, ist. 
Wire also N, durch qg theilbar, so miisste auch 24"-2(g4" —1) durch 
q theilbar sein, was aber offenbar nicht der Fall ist. 
Die Annahme, p sei eine Primzahl von der Form 44+ 1, welche 
im Nenner N, von E, aufgeht, zieht folgende Consequenzen nach 
sich. Es sei p* die héchste Potenz von p, welche in N, enthalten 
ist, so dass @ > 1 sein wird; ferner sei p* die héchste Potenz von p, 
welche in  aufgeht, wobei « >0O. Aus der Gleichung (29) folgt nun 


(31) (2m)*™—? (mi — 1) Z, = nN, Gy,» = 0 (mod. p*+’), 
Hier wihle ich fiir m eine ungerade Primitivwurzel (mod, p*+@’), also 


eine solche ungerade (reelle) ganze Zahl, fiir welche keine niedrigere 
Potenz als die mit dem Exponenten 


p (pet?) = prte—l(p — 1) 
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congruent 1 (mod. p*+’) ist. Da die Factoren (2m)**—? und Z, theiler- 
fremd zu p sind (denn Z, und N, haben keinen gemeinsamen Theiler), 
so folgt aus (31) 

m= — 1 =0 (mod. p*t@) 
und daher 
(32) 4n = M.ptt-1(p—1), 


wo M eine ganze Zahl bezeichnet. Die héchste Potenz von p, welche 
4n theilt, ist aber p*; folglich ist a1. Ferner zeigt die Glei- 
chung (32), dass 4m durch p — 1 theilbar ist. 

Die Resultate dieses Paragraphen fasse ich in folgenden Satz 
zusammen : 

ydede ungerade Primzahl p, welche im Nenner der Zahl E,, auf- 
geht, ist nothwendig von der Form 4k + 1 und so beschaffen, dass 
p — 1 ein Divisor von 4n ist; sie kann ferner nur in erster, nicht in 
hioherer Potenz im Nenner von E, aufgehen.“ 


§ 6. 
Erster Ansatz zur Partialbruchzerlegung der Zahl £,. 


Bezeichnet p eine Primzahl, welche im Nenner einer rationalen 
Zahl R entweder gar nicht oder nur in der ersten Potenz enthalten 


ist, so kann man die ganze Zahl ¢ so bestimmen, dass der Nenner 
der Zahl 


| oe 
P 


den Primfactor p sicher nicht enthilt. Die Zahl ¢ ist (mod. p) villig 
bestimmt; sie ist = 0 (mod. p), wenn der Nenner von RF nicht durch p 
theilbar ist; andernfalls ist ¢ incongruent 0 (mod, p). 

Die Anwendung dieser Bemerkung auf die Zahl R = EL, fibrt 
zunachst zu folgendem Ergebniss: Aus den Divisoren 0, 0’, 0”, ... 
der Zahl » bilde man die Zahlen 


(33) 468+1, 40°+1, 40’+1,... 
und bezeichne diejenigen unter ihnen, welche Primzahlen sind, mit 
(34) yy Poy ++ +> Dre 


Dann hat die Partialbruchzerlegung von E, jedenfalls die Gestalt 
5 - Pee. YS ae £0 AJ 
(8) E-G+epe+24.--+F—G4+24 D0, 


wo G eine ganze Zahl, 2¢ die héchste Potenz von 2, welche im Nenner 
von E, aufgeht, und &, &,, €,-.., & ganze Zahlen bezeichnen. 


Die nahere Bestimmung der Zahler ¢,, ¢,,..., & ist nun das Ziel 
dieses und der beiden folgenden Paragraphen. 
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Es bedeute p irgend eine der Primzahlen Pi, Po+++ Py und es sei 
e der zugehérige Zihler. 

Die Primzahl p zerlege man in ihre primiire complexe Primfactoren 
(36) p=m.m = (a+ ib) (a — tb) 


und multiplicire dann die Gleichung (35) mit m. Man erkennt so, 
dass nach dem Modul m die Congruenz gilt*) 


(37) mE, = 5 = aia = ig (mod. m), 


m wa @=& 


die nun zur naheren Bestimmung des Zihlers ¢ dienen wird. 
Die Gleichung (23), in welcher 


p—Nm)—a +h =p 
zu setzen ist, ergiebt, in Riicksicht darauf, dass die Coefficienten 


dy, Gy, -++, b,, b,, ... simmtlich durch m theilbar sind, die Con- 
gruenz: 


1 
(38) 4 = y(mu): sy =P) = — Gai (mod. m), 


wobei von dem Wilson’schen Satze (p — 1)! == — 1 (mod. m) Gebrauch 
gemacht ist. Die linke Seite der vorstehenden Congruenz entwickele 
ich nach Potenzen von wu, indem ich nach (10) und (15) 


yin ti 
(4n+1)!? 


ut*—} 
a oes t+ Da (G@n—1)! 


we In dem Producte dieser beiden Reihen ist der Coefficient von 


y (mu) = mu + Di mire 


ii imi gleich 


(39) mF, +k, ™ a -5% ™ (4) Fy—2 +: 


min +1 
+b Ia Fy ay (Anan a Fy + I mer 


Hier sind nun alle Glieder vom zweiten ab congruent 0 (mod. m). 
Denn in dem Producte 


4r+1 
k, Mare (4 n)4 a 


=k,-(4n)ar GAD -m E,—(1+i)*— (1 ase —2) 


*) Die Congruenz r= s (mod. m), in welcher r und s rationale Zahlen be- 
zeichnen, bedeutet, dass die Differenz r—s einen durch m theilbaren Zihler 
besitzt, vorausgesetzt, dass diese Differenz auf die Form eines Bruches gebracht 
ist, dessen Ziihler und Nenner theilerfremd sind. 
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dr 
enthalt mZ,_, sicher nicht den Factor m im Nenner, und Gr+i 


enthalt in reducirter Form den Factor m mindestens ein Mal im Ziahler. 


Anderenfalls wiirde niimlich m*” ohne Rest in 4r +- 1 aufgehen miissen, 
also auch p*” ohne Rest in 4+ 1, wiihrend doch 
pt > 54 = (14 4)" > 1+ 16r 

ist. 

Die Zahl (39) ist also nach dem Modul m congruent 

mF, = m(1 + i) ((1 + i)" — 2) E,. 

Da nun 4” Multiplum von p — 1 ist, so hat man nach dem Fermat’- 

schen Satze (1 + 7)** = 1 (mod. m) und folglich 
mF, = — mE, (mod. m). 


4n 
Die Congruenz (38) besagt nun, dass der Coefficient von “—_, in der 


(4n)! 
Entwickelung von yr (mod. m) denselben Werth hat, wie der ent- 


1 
@—m %” 


Bezeichnet also — ¢, diesen letzteren Coefficienten, so ist 
mE, = c¢, (mod, m), 


sprechende Coefficient in der Entwickelung von — 


folglich nach (37) 
é = (2a).c¢, (mod. m) 


und da beide Seiten dieser Congruenz reell sind, so gilt die niimliche 
Congruenz auch (mod. p). Hiermit ist folgender Satz bewiesen: 

Ist = irgend einer der Briiche, welche in der Partialbrucheer- 
legung (35) der Zahl E, auftreten, so gilt die Congruenz 
(40) é = 2a.C¢, (mod. p). 
Dabei bedeutet a den reellen Theil des priméren complexen Primfactors 


u 


(4n)! 


4n a 
ay der Ent- 


m=—=a-+ ib der Zahl p und c, den Coefficienten von 
wickelung der Function 


1 
po 9? *()- 


g 7. 


Entwickelung der Ableitungen von p*(u) nach den Potenzen von 9*(u). 


Die Bestimmung der Reihe i pi?” 1(u) (mod. p) gelingt nun 


vermége derjenigen Gleichungen, welche die Potenzen von g?(w) durch 
die Differentialquotienten von g?(u) ausdriicken und umgekehrt diese 
durch jene. 

Die gemeinsame Quelle dieser Gleichungen (deren Existenz iibrigens 
auch aus allgemeinen functionentheoretischen Griinden folgt) bildet 
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das Additionstheorem (12) der Function g(u). Aus diesem ergiebt 
sich zuniichst, wenn zur Abkiirzung 


(41) P(uy—2, gr(v)—t 
gesetzt wird, 
(42) 5 [p2(u+ 0) + ¢%(u—o)] 


— l[eu)o'(r) + 9(u) o(e)? + [e(u)o'(v) — 9(u) p(v)}? 
2.[1 + 9*(u) p*(v)]? 
(e+ t) (1 — st) 
(ist 


Entwickelt man hier die linke Seite nach Potenzen von v, die rechte 
Seite nach Potenzen von z, so kommt 





23 eo t+ Sy lert nett — @r—e-tpe, 


r=1 


oder, indem man beriicksichtigt, dass 


Oo = Br (Br — I) gt-H(0) — Br(@r + gt), 


also 
at” 9 9 ri r—1 
w= r[{(2r+ 1)t — (2r—1)t } 
ist, 
dz yr » a et 
(43) 25 (r)! =14 > 1) ie 2r ° dv 
r=0 r=1 


Differentiirt man nun endlich diese Gleichung 2 Mal nach v und 
setzt sodann v =0, so ergiebt sich die gewiinschte Darstellung der 
2n' Ableitung von z= m?(u) durch die Potenzen von z, nimlich: 


w Dut Vor LEO. 


Zur Vereinfachung fiihre ich hier die Entwickelungscoefficienten der 
Potenzen von ¢ = ?(v) ein, indem ich setze: 


7 j id r+4 Pd 
(45) & = g*(0) = a 4 tarp to be? Se te 


Diese Entwickelung enthilt nur solche Potenzen von v, deren Ex- 
ponenten = 2r (mod. 4) und > 2r sind; es ist daher 


g2) 
fox =0, 


wenn » nicht =k (mod. 2) ist und ebenso, wenn r > k ist. 
14* 
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Die Gleichung (44) nimmt nun folgende definitive Gestalt an: 





; a” 2 ( . ‘ ‘ 27 (uy) 

(46) io - e+ > (— ty. (@r—1)! ef, BY. 
r=1,2,--- 

Die Summe braucht man hier nur auszudehnen auf diejenigen Werthe 

von r, welche =n +1 (mod. 2) und iiberdies <-+1 sind; denn 

alle iibrigen Glieder der Summe verschwinden. 


Nach Satz I in §1 ist °-™ eine ganzzahlige Reihe; ferner ist 


‘r)! 
nach Satz II in §1 die Zahl oe durch jede Primzahl theilbar, die 


zwischen 2n — 2r + 3 und 2n + 3 liegt. 

Wenn also 2x +1, wie ich jetzt voraussetzen will, eine Prim- 
zahl ist, so wird ¢"\, durch 2m + 1 theilbar sein, sobald r > 2 ist, 
Daher gilt dann die Congruenz 

a” 2 ( oe 2 
Se = Oh + hs FI” (mod. 20+ 1). 

Der Gleichung (16) zufolge ist 2@)—=0, wenn & gerade und 
#2) = 2.¢,-1, wenn k ungerade. Unterscheidet man also die beiden 
Fille, wo 2n+4 1 = p eine Primzahl der Form 4k +1 und wo 


2n + 1—q eine Primzahl von der Form 44+ 3 ist, von einander, 
so lautet die vorstehende Congruenz im ersten Falle: 


d?—' @® 
(47) = 1 9*(u) (mod. ») 
4 





und im zweiten Falle 


g—1 2 
(48) "ia = 2. es (mod. q). 
4 


Die r-malige Differentiation dieser Congruenzen fiihrt zu den weiteren: 





‘ dP —1+r 92/4) - a’ 2 u) 

(47’) 7ea- = Crt ~. = (mod. p), 
. qai—tt+r 2 ( \ 

(48") i = 0 (mod. q). 


Diese Congruenzen gelten fiir jeden positiven (ganzzahligen) Werth 
von r; die Congruenz (47’) auch noch ftir r 0, in welchem Falle 
sie mit (47) zusammenfillt. 
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§ 8. 
Entwickelung der Potenzen von g*(u) nach den Ableitungen von *(w). 


Die Gleichungen, welche die Potenzen von z= g?(w) durch die 
Ableitungen dieser Function darstellen, sind die Umkehrungen der 
Gleichungen (46). Man erhilt sie in expliciter Form vermége der 
Gleichung (43) auf folgende Weise. Man setze 

, t= t?, 
so dass (nach (10)) — 
(49) t= oo) =o+h ++ +h Ga t+ 


ist. Integrirt man sodann die beiden Seiten der Gleichung (43) zwei 
Mal zwischen den Grenzen 0 und v, so ergiebt sich zunichst 


yy ag2%_ ptt? . -- — 
r=0 % 9 r=1 


Durch Umkehrung der Gleichung (49) lisst sich nun v in eine nach 
Potenzen von + fortschreitende Reihe entwickeln und diese Reihe ist 
nach § 1 ganzzahlig*). Daher hat man fiir jeden positiven ganz- 
zahligen Werth von r: 


9 


v-" 
Ol) Gym tz 





+ + neh, nan +++ af tet: 
wo die ‘icitcainanettiniiins yr) ganze Zahlen sind. Analog 
wie bei dex Reihe (45) ist auch hier 
m= 9, 
wenn 7 nicht =k (mod. 2), oder wenn r > k ist. 


Entwickelt man nun in der Gleichung (50) Alles nach Potenzen 
von t und vergleicht sodann die Coefficienten von t?" so ergiebt sich 


nar) 27 
_ ad*"z 
(62) (-9*-| Pk “emt dwar — Az, 


wobei Ay, den Costeienten von tv?" in der Entwickelung 





fav frtdo— Aye + Aye of Ange po 
0 vi 


*) Die betreffende Reihe ist die folgende: 








dt 1.3.5...2— grnee 
= fre mit ar +--+ ee oe antait 
0 
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bedeutet. Um den Werth von Ag, zu bestimmen, differenzire ich vor- 
stehende Gleichung zwei Mal nach v; hierdurch entsteht 


t? = — A,(2.3r* — 2.1) — A,(4.57° — 4.327) — -- 
= er Az, (2n(2n + 1)c?*+? _— 2n(2n aie 1)s%*—4) rae 


und durch Coefficientenvergleichung findet sich nun leicht 


-1.5.9...(2n—3) 1 
Az, =0 oder Agy = 3.7.11...Qm—1) 2n 





je nachdem » ungerade oder gerade ist. Demnach nimmt nun die 
‘Gleichung (52), mit Unterscheidung der Fille m gerade und n ungerade, 
die folgende definitive Form an: 

Es ist 


" . - —* p?(u) 1.5.9...(2n — 3) 
(53) g?*(u) = eT 2 Tae wr = + $.7.11...@n—1)’ 





wenn gerade ist; dagegen 


r—2 9 
(54) gy?" (u) = ca DE a Tan ce ) ? 
r=1,2,- 
wenn » ungerade ist, 

Vermége dieser Gleichungen lisst sich das Ergebnis des vorigen 
Paragraphen erheblich verallgemeinern. 

Sei zunichst p eine Primzahl von der Form 44+ 1. Die in (53) 
und (54) auftretende Zahl n werde der Bedingung 2” < p unterworfen, 
so dass (2m — 1)! theilerfremd zu p ist. 

Nun differenzire ich die Gleichungen (53) und (54) p —1 Mal 
nach « und benutze sodann die Congruenz (47'), der zufolge sich die 
Ableitungen von g*(w) bis auf den Factor e,_1 (mod. p) reproduciren. 


Auf diese Weise ergiebt sich der Satz: 
Ist 2n < p, so gilt die Congruenz 


q?-! bones 1.5.9...(2n—3 
(55) de 20) — 1 (9**(w) ae? 3.7.11 pa ‘ =—- (mod. Pp); 


oder die Congruenz 


d?~*y?*(u) __ 
(56) or he = <3: gy*"(w) (mod. p), 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. 


In entsprechender Weise ergiebt sich fiir eine Primzahl g von der 
Form 4k + 3 der Satz: 















lie 
de, 


zen 


53) 


en, 
Mal 
die 


ren. 


der 
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Ist 2n <q, so gilt die Congruenz: 


a?— 2 
(57) ae "(u) = (—1)"+'. cay 1-3 fn (mod. q). 
Fiir » =1 geht (56) in die Congruenz (47) und (57) in die Con- 
gruenz (48) iiber. 


§ 9. 
Die Entwickelungscoefficienten der Potenzen von (wu). 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Congruenzen enthalten 
gewisse Kigenschaften der Entwickelungscoefficienten der Function 
g’"(u), wie ich jetzt des Niheren darlegen will. 

Zur Abkiirzung setze ich 


__ 1.5.9...(2”% — 3) as 
(58) C.= 5 7.i1...@n—1, Mer C.=0, 


je nachdem m gerade oder ungerade ist. Dann lassen sich die beiden 
Congruenzen oo und (56) in die folgende: 


oe Sat (g*" (wu) — C,) (mod. p) 





(59) 


vereinigen. Hier bedeutet » eine beliebige positive ganze Zahl und p 
irgend eine Primzahl von der Form 4k + 1, die grésser als 2n ist. 
Nun ist nach Gleichung (45) 


2k 
. : en " 
(69) p?"(u) = ef ~ ar + & Dnt on ee iii de 2k! an 


Indem man diese Entwickelung in die Congruenz (59) einfiihrt, ergiebt 
sich durch Coefficientenvergleichung : 


(61) £9, = — as -C, (mod, p) 


und ESktp—1 = Cp—1 ehh (mod. p), welch’ letztere Congruenz durch 
i; 


wiederholte Anwendung zu 
(62) eie-r(p—1) = (p-1) etx” (mod. p) (k= 1,2,...) 
4 


fiihrt, unter 7 eine positive ganze Zahl verstanden. 

Durch die Congruenz (62) werden die Reste der Entwickelungs- 
coefficienten von g?"(w) nach dem Modul p zuriickgefiihrt auf die 
Reste derjenigen unter ihnen, deren Index nicht grésser als p —1 ist. 

Fiir das Hauptziel dieser Arbeit ist der Fall 2x — p —1 von be- 
sonderer Wichtigkeit. In diesem Falle ist 
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0") = ei = (p —1)! = — 1 (mod. p) 

und die Congruenz (61) lehrt also, dass 
a. S38... f—f 
(63) 2 sees (mod. p) 
ist. Nach einem bekannten Satze von Gauss*) ist die rechte Seite 
dieser Congruenz = 2a (mod. p), wenn a-+ dé den primiiren com- 
plexen Primfactor von p bezeichnet. Daher ist auch 
(64) €p—1 = 2a (mod. p). 
4 


Endlich sind im Falle 2x — p—1 alle Coefficienten ef”, deren 
Index 2k unter p — 1 liegt gleich Null. Folglich sind, in Riicksicht 
auf (62), simmtliche Coefficienten <%;) durch p theilbar, deren In- 
dices 2k nicht Multipla von p—1 sind, Dieselbe Congruenz (62) 


= setzt und sodann r —1 an Stelle von r 


liefert, indem man k = p ; 


schreibt: 
(65) ep) = =— (- * —(2 a)" (mod. p). 





Diese Resultate fasse ich in folgenden Satz zusammen: 
Bezeichnet p eine Primzahl von der Form 4k +-1 und a-+ ib 
den primdren complexen Primfactor derselben, so gilt die Congruenz 


re —~ 
(66) anit => ear. ae _ + (mod, p). 
Der Vollstaindigkeit halber will ich noch die Congruenz (57) in ahn- 
licher Weise entwickeln, wie es soeben mit den Congruenzen (53) und 
(56) geschehen ist. 
Die Congruenz (57) besagt, dass 


(67) ate) = (—1p. ey_a Wh (mod. 9 


ist, und dass alle Coefficienten <2"), deren Indices 2k grésser als 


q—1 sind, den Factor g haben. Die in (67) auftretenden Coeffi- 
cienten 7%) sind durch die Gleichung 





2k 
(68) FoW Rte at +Rapt: 


*) Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio prima. Werke Bd, Il 
pag. 90. 
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definirt, wobei 








1 1.3.5...(2k—1) ct#+! 
(69) v= ee ie ee i — -( )t 
0 


6...2m 4k+1 


ist. Da nun v? der Differentialgleichung 





(l—) 35 





= 2 





geniigt, so kann man die Coefficienten 7?) recurrent berechnen. Man 


findet auf diese Weise, dass das Quadrat des elliptischen Integrales 
(69) folgende Entwickelung besitzt 








6 _ 4n+2 
(10) omer pS Sp St .. 4 STin ds 





om .4n+1) 2n41 7 °°” 
dass also 
my, = 0 
oder 
. (2k— 3) 1 
= (2k)! 5 ~~. @k—1) "2k 


ist, je nachdem & eine gerade oder eine ungerade Zahl bezeichnet- 
Hiernach nimmt die Congruenz (67) (welche fiir ein gerades n 
eine Identitaét vorstellt) fiir den Fall, wo m ungerade ist, die Gestalt an 





8. 2n—3 
(71) en) = Qe,» 2 a i) (mod. q): 


4 


Wenn hier 2” den gréssten zulissigen Werth gq — 1 erhilt, so ergiebt 
sich, weil 





| et) = (q — 1)! = -—— 1 (mod. q) 
ist, 
— (q—2) 
3 = — pT ees (mod. q) 
4 
oder 
—_ > —6) 

(2) Cat = BT gae (Me 


4 
und die Congruenz (71) lisst sich in Folge dessen auch so schreiben: 


(2n) —— _ (2-+38) (2u+7).. = 2 
(73) fot @n-Fi) Rn$5).. y (mod. ¢). 
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§ 10. H 
Die Partialbruchzerlegung der Zahl £,. ; / 
Aus den Congruenzen (40) und (66) geht nun hervor, dass ( 
an 
€ = (2a)? (mod. p) 
ist und dass folglich die Partialbruchzerlegung der Zahl E, die Ge- 22,= 
stalt hat: 
4n 
—G+* (2a)? | resp. 
cw B= 6+ s+ 3 
Hier ist die Summe iiber diejenigen Primzahlen p von der Form 22, = 
4k + 1 auszudehnen, fiir welche » — 1 ein Divisor von 4m ist, und 
fiir jede einzelne dieser Primzahlen p bedeutet a den reellen Theil - 
ihres primiiren complexen Primfactors a+ ib. Die Zahl a kann 
hiernach auch definirt werden als die Basis des ungeraden Quadrates D 
bei der Zerlegung von p in die Summe zweier Quadrate: 
7; = a? + b?, 
und zwar diese Basis mit solchem Vorzeichen genommen, dass die 


Congruenz 
a = b+ 1 (mod. 4) : 
besteht. ( 


Es eriibrigt noch, den auf die Primzahl 2 beztiglichen Theil - 


I 

der Partialbruchzerlegung von E, zu bestimmen, Zu diesem Zwecke i 
bediene ich mich der Recursionsformel (9). e 
1 Z 


Aus dieser Formel ergiebt sich leicht, dass *° = - 


ca =» Oder was 
dasselbe besagt, dass : 
(75) 2 E, = 1 (mod, 2) « 


ist. In der That: die Formel (9) lisst sich, je nachdem ” gerade oder 


ungerade ist, in die Gestalt bringen: . 
(76) (2n —3)(16n? —1).(2E,) 
= 
= 3} >) (4r—1)(4n—4r—1)(4n)u(2 Ey) .(2 Ex) + (2n—1)*(An)on 4 (2B) ' 
r=1 2 
: 


respective 


n—1 


2 
(77) (2n—8)(16n?— 1) 2E,)=3- >) (4r —1)(4n—4r —1) (An), (2B) (2 Ee}: 


r=l1 















ie 


aS 


er 


| 
(2 Ey; 


2 E,-+) 





| resp. 





2E,= 
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Hierbei ist, wie man leicht erkennt, der Factor (4n)ea- > in (76) eine 


ganze Zahl. Nimmt man nun an, die Congruenz (75) sei schon fir 
die Zahlen E,, E,, ... E,-1 als richtig nachgewiesen, so folgt aus 
(76) resp. (77) 


n 


=—-1 


22,= >) (4n)ar-+ + (4n)on =. (1+ 1)" + (1+ é)™+ (1 —1)"+ (1 —i)" —8)] 


(mod. 2) 


> Ande = 10+)" +(01+ "+014 18] (mod. 2), 


vo! 


oder 
2 E, = 1 (mod. 2). 
Da aber fiir EF, =a die Congruenz (75) erfillt ist, so gilt sie all- 
gemein. 
Hiermit ist nun das Hauptziel dieser Untersuchung erreicht: 
Die Partialbruchzerlegung der Zahi E,, lautet wie folgt: 


4n 
ee | (ear 
(78) E,=@+5+>)°" 


Dabei bezeichnet G, eine ganze Zahl und die Summe ist tiber diejenigen 
Primzahlen p von der Form 4k + 1 zu erstrecken, fiir welche p — 1 
ein Divisor von 4n ist. Die der einzelnen Primzahl p entsprechende 
Zahl a ist die Basis des ungeraden Quadrates in der Zerlegung 


p=a +b, 
und zwar mit solchem Vorzeichen genommen, dass 
a=b-+ 1 (mod. 4) 
ist. 
~ § 11. 
Die ganzzahligen Theile in der Partialbruchzerlegung der Zahlen £,. 
Vermige der Gleichungen (76) und (77) gelingt es, den Rest der 


Zahl 2, nach dem Modul 16 zu bestimmen. Fir die niedrigen 
Werthe von m findet man nach dem Modul 16: 


34-7 
2E,=f=—3, 2h, f=1, 2B = =, 
2E, =i =—lus. Ww. 
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Durch Fortsetzung der Rechnung wird man auf die Vermuthung 
gefiihrt, dass vom Index nm = 3 ab die Congruenz 

(79) 2E, = 8n — 1 (mod. 16) 

besteht, dass also 2H, =7 oder — 1 (mod, 16), je nachdem n un- 
gerade oder gerade ist. 

Diese Vermuthung bestatigt sich durch folgende Schliisse. Aus 
den Gleichungen (76) und (77) folgen zuniichst nach dem Modul 16 
die Congruenzen: 

r= >-1 
(2n—3) (2 E,)=(4n—1).3. iz (4”),,(2 E}) (2E,--) + 5 (4n)on (2E,)* 
r=1 2 


resp. 
n—l 


r=— 


(2n—3)(2E,)=(4n—1).3. {> (An)i(2E,)(2E4-1)} 


und hieraus, durch Multiplication mit 4m + 1, in beiden Fillen 


r=n—1 


(4n-+1)(2n—3).(2E,) =— 3 >" (4n)-(2E,)(2En-+). 


2 


Sei nun » > 4 und iiberdies die Congruenz (79) schon bewiesen 
fir n = 3,4,...%—1. Dann folgt*) 


(4n-4-1) (2n—3) (2E,) =— | 2. (4)e(2E,) (2En—1)-+2(4n),(2E2) (2E 2) 


r=n—3 


+ D> (4nji(2E,) (2E,--)| 


=+ 3/2. (4n),.3.(8(n—1)—1) 
—2.(4n),.7. (8 (n—2)—1) 


r=n—$ 


— >) 4n).-(8r—1) (8n—8r —1)]. 
r=8 
Nach I¢ichten Reductionen und unter Benutztfng der Congruenz**) 


*) Die folgenden Congruenzen beziehen sich simmtlich auf den Modul 16, 
sofern nicht ein anderer Modul ausdriicklich angegeben ist, 
**) Es ist 
r—l1 


- [4(m—k)—1] [4(n—k)— 3] 
(4%)4, = (2M)o, Tl (4k-+-1) (4k-+3) : 





und fiir jeden Werth von k 
[4(n—k) — 1] [4(n—k) —3] = (44+-1) (44+3) =1.3 (mod. 16), 





ko 


SO 


(4 
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(4n)4, = (2m)o, (mod. 16) 
(4n+1)(2n—3)(2E,) onties 
=3| (2), (8m-+5) + (2n),(8n-++7) + (8n—1)-+ 2m) - 
r=3 


Beriicksichtigt man nun, dass 


kommt: 


r= 2 — 


3 
+ >) Cnr =F [1+ 1)" + (1—1)** — 2— 22n), — 2(2n),] 
, “=— 1 — (2n), — (2n), (mod. 16), 
so erkennt man, dass die vorhergehende Congruenz 
(4n-+1) (2n—3) (2 E,) = 3[6.(2n), + 8(2n), — (8n—1)] 
= 2n(2n—1) + 2n(2n—1) (2n—2)(2n—3) 
+8n+3 
= 2n(2n—1) + 4n(n—1) + 82+ 3 
= 8n?+2n+3 
liefert. Da 8? = 8n (mod, 16), so ergiebt sich scbliesslich 
OK. = 10m +8  _. 10n +3 


% 
I 


~~ (dn+1) (2n—8) =—sn—3 =8n—1 (mod. 16), 
woraus nun die Giiltigkeit der Congruenz (79) fiir n > 3 folgt, da sie 
fir n= 3, n= 4 feststeht. 

Die Congruenz (79) giebt Aufschluss iiber das Verhalten der 
ganzzahligen Theile G, der Partialbruchzerlegung (78) der Zahlen EF, 
in Bezug auf den Modul 8. Setzt man, unter der Voraussetzung n > 2, 
die Partialbruchzerlegung von E, in (79) ein, so ergiebt sich zunichst 


4n 
»=4n—1— >) C2" (mod. 8). 


Die hier auftretenden Primzahlen p sind von der Form 40 + 1, 
wo 0 Divisor von » ist. 


Der Exponent rr = 5 wird daher, falls nicht d= “ oder 0=n 


3 
ist, grésser als 2 und folglich das entsprechende Glied oe = 0 (mod, 8) 
sein. Fir d =~ resp. 0 =m ist der Exponent + gleich 2 resp. 1; 


zugleich wird p= 2n-+ 1 resp. p=4n-+ 1. Ich unterscheide nun 
folgende Fille: 

1. Fall: Weder 2n + 1 noch 4n + 1 ist eine Primzahl von der 
Form 44+ 1. Dann ist 


(80,) G, =4n — 1 (mod. 8), 
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2. Fall. Es ist 2%+ 1 eine Primzahl] von der Form 4k + 1, 
4n-+ 1 dagegen nicht. Dieser Fall kann nur fiir gerades m eintreten. 


, : 4n ee 
Ferner ist nun der Exponent Pay stets >2, ausgenommen fiir p=2n-+-1. 
Also ist 


a (2a)? 
G, = 4n—1 — 2n+1 (mod. 8). 


Da a = 1 (mod. 2), so wird (2a)? = 4 (mod. 8); ferner ist 


—_— ¢ 
a 2n “bE 1 (mod. 8), 
weil » gerade ist. Daher kommt: 


(80), G, = 3 (mod. 8). 


3. Fall. Es ist 4n-+ 1 Primzahl, 2” + 1 dagegen nicht Prim- 
zahl von der Form 44 -+ 1. In diesem Falle ist 





-_ 2a 
G,=4n—1— re (mod. 8). 


Nun folgt aus der Gleichung 
4n+1—a’?+ Db’, 
b? = 4n (mod. 8), 


dass 


und hieraus successive : 
b = 2n (mod. 4), 
a=b+1=2n+1 (mod. 4), 


2a " ¢ tas ¢ 
in +1 =a + 2a sy 4n fb 2 (mod. 8) 
und schliesslich: 
(80,) Gy = 5 (mod. 8). 


4. Fall. Es sind 2»+ 1 und4n-+ 1 Primzahlen von der Form 
4k+ 1. Dieser Fall kann nur fiir gerades m eintreten. Die Glieder 


4n 
2q)P—) 
der Summe > eer » wWelche den Primzahlen p=—2n-+1 und 


p=4n-+ 1 entsprechen, werden respective = 4, 2 (mod. 8), 80 
dass jetzt 


(80,) ‘n = 1 (mod, 8) 
wird, — 


Wenn » ungerade ist, so kénnen nur die Fille 1 und 3 statt- 
finden. Man hat demgemiiss den Satz: 
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Ist n > 1 eine ungerade Zahl, so ist 
G,=5 oder G, =3 (mod. 8) 


je nachdem 4n +- 1 eine Primzahl ist oder nicht. 

Wenn gerade ist, so kann jeder der vier Fille cintreten. Die 
Jongruenzen (80) ergeben jetzt den Satz: 

Ist n > 2 eine gerade Zahl, so ist 


G, = 1, 3, 5, 7 (mod. 8) 


je nachdem die Zahlen 2n +- 1 und 4n + 1 beide Primzahlen sind, oder 
nur 2n-+-'1 oder nur 4n-+-1 Primezahl ist oder endlich keine von beiden. 

Betrachtet man die Reste der Zahlen G, (mod. 4), so erhilt man 
aus den beiden vorstehenden Sitzen (wenn man noch beachtet, dass 
G, = — 1=3 (mod. 4)) das Resultat: 

Ist n > 1, so liisst die Zahl G, durch 4 dividirt den Rest 1 oder 
den Rest 3, je nachdem 4n +1 Primzahl ist oder nicht. 

Dass die Zahlen G,, abgesehen von G, = 0, siimmtlich ungerade 
sind, ist eine selbstverstiindliche Folge der vorstehenden Siitze. 


§ 12. 
Die Entwickelungscoefficienten der Function a y*(u). 


Die Congruenzen (62) und (67) bestehen unter der Voraussetzung, 
dass 2n < p resp. 2n < q ist. 

Diese Voraussetzung ist fiir » — 1 stets erfiillt. In diesem Falle 
ist tiberdies, wie schon oben bemerkt wurde, ¢?”) = e?) = 0 oder 


= 2¢,-1, je nachdem & gerade oder ungerade ist. Daher fihrt die 
= 


Annahme »=1 zu folgendem Satze iiber die Entwickelungscoeffi- 
cienten der Function +P (w), welche durch die Gleichung (16), niimlich 
ay 3 FU) HO eb bey 

definirt sind : 

Bezeichnet p eine Primeahl = 1 (mod. 4) und ist p' = po so 
besteht die Congruenz 
(81) Cn+-p' = Cp’ Cn (mod. p), (n= (0, 1,2,...) 
durch welche die Reste der Zahlen e, (mod. p) auf’ die der ersten p' — 1 
unter ihnen zuriickgefiihrt werden. Ueberdies ist nach (63) und (64) 


8.7.11...(p—2%) __ 


Y= 7i2...6-5 — 


2a (mod. p). 
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Beseichnet andererseits q eine Primzahl =3 (mod. 4) wnd ist q' = is 
so ist nach (72) 


’ 


1.6.9... (q—6) 
v's. y.a...a— (mod. q) 





und die Zahlen ey+41, €y42,... sind stimmtlich durch q theilbar. 
Diese Kigenschafien der Zahlen e, lassen sich, vermége der Glei- 
chung (19), auf die Zahlen LZ, iibertragen. 
Beispielsweise ergiebt sich so, dass der Zihler der Zahl 
E, 
(1 — (1+!) = 


n 


den Factor q besitzt, sobald » > tt ist. Indessen diirften diese Siitze 


nur ein untergeordnetes Interesse beanspruchen, da fiir die Zahlen E, 
allgemeinere Congruenzen zu gelten scheinen, welche jene Sitze in 
sich enthalten. 


Zur Berechnung der Zahlen e, kann man sich einer Recursions- 
formel bedienen, die sich folgendermassen ergiebt. Die Function z= *(u) 
geniigt der Differentialgleichung 


(82) a2) = 4(e—s°), 


aus welcher durch Differentiation 
(83) C* an 86H 
folgt. Setzt man hier 


9 = yt ete 
s=2 Diem (in-+2)!’ 
n=0 


so ergiebt sich durch Coefficientengleichung 


(84) expr =— 12 S4n+Aurizere, (m=0,1,2,...) 


wobei die Summe iiber alle nicht negativen Zahlen r,s zu erstrecken 
ist, welche die Bedingung r + s = n befriedigen. 

Die Recursionsformel (84) vereinfacht sich noch etwas, wenn man 
(85) Cn = (—12)".0, (n=0,1,2,...) 
setzt. Man erhalt dann offenbar fiir die Zahlen 2, die Gleichung 


(86) deta = >) (4n+4)ury29,2, (n=0,1,2,...) 


aus welcher hervorgeht, dass diese Zahlen positive ganze Zahlen sind. 
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I. Tabelle der Zerfaillungen p = a? + b%, (a=b + 1 (mod. 4), 














An 


° 1 
Il. Tabelle der Zahlen EF, — G, +5425" 2a)? 


(Wegen des raschen Anwachsens der ganzzahligen a4 G, sind 
diese nur bis » = 6 in der Tabelle angegeben.) 








i, = ra _ ; —F 

n= i - Ee 

Wai - 84+4g-Fth 

= grit - M4345 +7 

Rw va = 3929945 — 

_ e a = 13265939-++ > += om oa 

R- se Lg atk U8 

a- SORe - 9 tet +8 

Ro “Oma _ g 4i-THe A 

us seats s1.281 gg. +4 : +2 

E,=— 315, 79, aes “ar Ln 

7 ae BT: Ee ee G,, +149 ‘+eler 
Mathematische Annalen, LI. 15 
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Zur Theorie der Maxima und Minima einer Function von 
n Verinderlichen. 


Von 


Victor v. DANTSCHER in Graz. 


Die Untersuchungen von A. Mayer*) und O. Stolz**) iiber die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine Fune- 
tion von ” Veriinderlichen x, ...2, an einer Stelle a,...a@,, in deren 
Umgebung eine Entwickelung nach ganzen positiven Potenzen von 
XL, — A,--+ Xn — Gy Stattfindet, welche mit einer semidefiniten Form 
beginnt, ein eigentliches Maximum oder Minimum habe, gaben mir 
die Anregung dazu nachzusehen, wie sich die Liésung dieser Frage 
gestaltet, wenn man von der Grundanschauung ausgeht, die ich fiir 
Functionen von zwei Verinderlichen in der Abhandlung ,,Zur Theorie 
der Maxima und Minima einer Function von zwei Verdnderlichen“ ***) 
entwickelt habe. 


In dem vorliegenden Aufsatze sollen die Resultate dieser Studien 
mitgetheilt werden. 


Die reelle Function f(a, ...%,) der m reellen Verianderlichen 
x,..., hat an der endlichen Stelle a,...a, ein eigentliches Maxi- 
mum, bezw. Minimum, wenn sich eine positive Zahl r so klein an- 
geben lasst, dass fiir alle Werthesysteme 2, ... %,, welche der Be- 
dingung 


(1) 0< (@%—a,)? + +--+ Gr—an)? Sv? 
geniigen, die Differenz 


f(@,.. + Xn) — f(a, ... Gn) <0 
ist im Falle des Maximums, > 0 ist im Falle des Minimums. 


*) Zur Theorie der Maxima und Minima der Functionen von n Variabeln, 
Berichte der Kénigl. Siichs, Ges, d. Wissensch, zu Leipzig, Januar 1892. 

*®) Die Maxima und Minima der Functionen von mehreren Verdnderlichen. 
(Mit zwei Nachtrdgen). Sitzungsber. d. Kais. Akad, d, Wissensch, in Wien, Juni 
1890, Nov. 1891, Febr. 1893. 

***) Math. Ann. Bad, 42. 
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Lisst sich diese Differenz, wie im Folgenden durchweg voraus- 
gesetzt wird, nach ganzen positiven Potenzen von 


x —@,—h,,...Ln—Qna=—h, 
entwickeln, so wird diese Entwickelung in der Form angesetzt 


(2) f(%,- +. %n) — f(a, +. Gn) = G9 (hy. - » Rn) 
= gi(hy ..- Rn) + giai(hy .-. Aa) +--+, 


wobei g(h, ...h,) eine gewdhuliche Potenzreihe der reellen Veriander- 
lichen h,...h,» bezeichnet, welche mit diesen zugleich verschwindet, 
gi(h, ...h») eine ganze homogene Function 7'** Dimension von h, ... hn 
ist, u. Ss. W. 

Die Frage ist damit darauf zuriickgefiihrt, ob sich eine positive 
Zahl r so klein angeben lasst, dass fiir alle reellen Werthesysteme 
h,...h,, welche der Bedingung 


(3) O<hP +e thi Se 


geniigen, die Function g(h, ...h,») durchaus negativ ist im Falle des 
Maximums, bezw. durchaus positiv ist im Falle des Minimums. 

Ks sind nun, wie bekannt, drei Fille zu unterscheiden 

1) gi(h,.-.hn) ist eine definite Form (i gerade), dann ist f(a, ...an) 
ein eigentliches Maximum, wenn g; < 0 ist, ein eigentliches Minimum, 
wenn g; > 0) ist. 

II) gi(h,... hn) ist eine indefinite Form, dann ist f(a, ...a,) weder 
ein Maximum noch ein Minimum. 

Ill) gi(h, ... hn) ist eine semidefinite Form, d. h. eine solche, 
welche den Werth Null fiir von 0...0 verschiedene reelle Werthe- 


systeme h, vo hn annimmt, im Uebrigen aber fiir alle anderen reellen 
Werthesysteme h, ... h, nur Functionswerthe von einem und demselben 
Vorzeichen annimmt, welches kurz als das Vorzeichen von g; bezeichnet 
wird; ist dieses Vorzeichen das positive, so nennt man wohl auch g; 
eine semidefinite positive Form, andernfalls eine semidefinite negative 
Form. In diesem Falle entscheidet das Vorzeichen von g; allein nicht, 
ob g(0...0) ein Maximum oder Minimum ist. 

Die Beweise der Sitze I) und I) — die tibrigens lingst erledigt 
sind — sowie die Untersuchung des Falles III) stiitzen sich nun auf 
folgende Ueberlegung. : 

Wenn fiir die Function g(h, ...h,) der Werth 0 auf jeder durch 
den Nullpunkt O des Bereiches h,...h, gehenden Geraden 


(4) h, = 4,0,..-he = Ane 
(wobei @ eine reelle Verinderliche ist, welche sowohl positive als 


negative Werthe annehmen kann, 4, ... 4, reelle Veriinderliche sind, 
fiir welche 4,7 +----+-4A,? = 1 ist, so dass h,? +.---+-h,? = Q? ist) 
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in einem Intervalle P,OQ,, nimlich — py < 9 < qa, (wobei der Zeiger 
4 auf das Werthesystem 4, ...4, hindeuten soll und pj, g, wesentlich 
positive von O verschiedene Gréssen sind), welches den Nullpunkt in 
seinem Inneren enthilt, ein eigentliches Maximum, bezw. Minimum ist, 
und wenn die untere Grenze r der positiven Verinderlichen 7,, welche 
den absoluten Betrag der kleineren der beiden Strecken P,O und OQ, 
bezeichnet, oder die kleinere der Gréssen pz und q,, fiir den Bereich 
A? +-++-+ 4,2 = 1 von Null verschieden ist, so ist g(h,... ha) in 
der Umgebung der Stelle 0...0 vom Radius r, d. h. im Bereiche 
O<h? +---+h. <9? durchaus negativ, bezw. durchaus positiv, 
also g(0...0) ein eigentliches Maximum, bezw. Minimum. 
Setzt man daher 


(5) 9(A,@ + -- Ano) = ODA. - s Ang @); 

wobei 

(5) (Ay. Ans @) = gi(Ay +» An)  QGiti(4y-.+ An) + > 

ist, so handelt es sich nur darum zu entscheiden, ob sich eine positive 
Zahl r so klein angeben lisst, dass m(4,...4,;@) fiir alle reellen 
Werthesysteme 4, ... 4, des Bereiches 4,2 + ---+ 4,2 = 1 durchaus 
von Null verschieden ist, solange nur 0 < 9? < 1? ist. 

Diese Entscheidung ist nun eben in den Fallen I) und II) sehr 
leicht zu treffen. 

Der Voraussetzung nach convergirt die Potenzreihe g(h, .. . hn) 
solange |h,|...|hn»| eine gehérig klein gewihlte positive Zahl ¢ nicht 
iiberschreiten. Ersetzt man in gi4:(h,... 2a) (kK=1,2,...) die Coef- 
ficienten durch ihre absoluten Betrage ‘a bezeichnet das Resultat 


mit Gi4i.(h,..+ha), so giebt es demnach eine positive Zahl Mt so 
beschaffen, dass 


(7) Gian (€ “oe c) = citk Gi4n(1 ic ee l)< MM 
ist fiir alle k. 
Daraus folgt aber 
| M 
(8) |Gitn(Ay ...An)) < ae 


fiir alle betrachteten Werthesysteme 4, ... An. 
Macht man also nur |e| < ¢, so ist 


(9) loger(Ay + ++ An) + @?gize(4y ++ An) +--+] < i may 
und kann somit durch Verkleinerung von || beliebig klein gemacht 
werden. 

Ist nun g;(h,...hn) eine definite Form, so ist auch g;(A,... An) 
im Bereiche 4,?>-++-----++ 4,2? == 1 eine solche und stimmt im Vor- 
zeichen mit gi(h,... hn) tiberein. 
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Der absolute Betrag von g;(A,...4,) hat also eine von Null ver- 
schiedene untere Grenze m. Wahlt man daher r < ¢ und so klein, dass 


mir 


é C= 





<m 


ist, so ist im Bereiche 0 < h,?-+ +--+ h,? <x? das Vorzeichen von 
g(h,..-ha) mit dem von g,(h,...h,) tibereinstimmend, also g(0...0) 
ein eigentliches Maximum, weun g;(h, ... hn) < 0 ist, ein eigentliches 
Minimum, wenn g;(h, ... hn) > O ist. 

Ist dagegen g;(h, ...hn») indefinit, so giebt es einerseits Werthe- 

systeme h,’ =4/,'0'...h,’ =A, '9’, fiir welche 
gilh, ..- he) = @ 4g, (a, ... ae) 
positiv ist, somit (da 9 positiv gewahlt werden kann) auch g;(A,’...An’) 
positiv ist; andrerseits Werthesysteme 
h,” = A,"0",...hg =md,y Q’, 
fiir welche 
gi(h,” .. . Rn”) = Q' 8 g(a,” .. . An”) 
negativ ist, somit (da 9” positiv gewahlt werden kann) auch g;(A,"...4n”) 
negativ ist. 

Macht man daher wieder r < ¢ und so klein, dass > = kleiner 
ist als g;(A, ... An) und |g;(A,”....An”)|, so folgt, dass g(h,... hn) 
in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle 0 ...0 sowohl positive 
als negative Werthe annimmt, somit g(0...0) weder ein Maximum 
noch ein Minimum ist. 

Im Falle III), wo g;(h,.., hn) semidefinit ist, miissen zur Ent- 
scheidung, ob g(0...0) ein Maximum bezw. ein Minimum ist, jeden- 
falls noch Glieder von héherer als der i‘ Dimension herangezogen 
werden, wie die folgende Betrachtung zeigen wird. 


Ist h, aon hn ein von 0... 0 verschiedenes Werthesystem, fiir 
welches gi(h,...hn) verschwindet, so ordnen sich demselben sofort 
unendlich viele andere Werthesysteme von derselben Beschaffenheit zu, 

0 0 
die sich von h,...h, nur durch einen reellen Proportionalitiitsfactor ¢ 
unterscheiden, nimlich die Werthesysteme th, ete th; unter diesen giebt 
es stets zwei, deren Quadratsumme gleich 1 ist; sie werden mit &,---&,, 


—§,---—&, bezeichnet. Fasst man im Falle n=3 h,,h,, h, als Parallel- 
coordinaten eines Punktes auf, so stellen die Formeln 


h, = §, 0, h, = §0, h, = §30 


die Gerade dar, welche den Nullpunkt O mit dem Punkte (&,, &,, &) 
verbindet, 
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Ich gebrauche daher fiir die Gesammtheit der Werthesysteme 


h, = &0.-.hn = &n0 
auch fiir ein beliebiges » die Bezeichnung Nullgerade der semidefiniten 
Form gi (h, ..+ Mn). 
Da g; sein Vorzeichen nicht wechselt, so miissen in der Entwickelung 
von gi(& +7,---§ + yn) nach Potenzen von y,...%. die Glieder 
1, Dimension identisch verschwinden, also die » Gleichungen 


09 —¢. . 0% 
(10) , i at 


durch ein soleches Werthesystem &, ... &, erfiillt sein; die Discriminante 
von g; ist daher nothwendig gleich Null. 
Verschwindet eine der partiellen Ableitungen identisch, z. B. 


= () 





ae so dass g; die Verinderliche h, nicht enthilt, so wird offenbar 


durch 
(11) hy thg:...thgrcth,=0:0:...:0:1 

: ‘ . 7) 
eine Nullgerade von g; bestimmt; verschwindet auch 5 — 
n—1 
so werden, wenn ¢,—; eine willkiirliche reelle Constante bezeichnet, 
durch 


identisch, 


hy thy st... chung thy sh, we 020:...:0:q4:1 
einfach unendlich viele Nullgerade dargestellt. Enthilt g; nur die 
Veranderlichen h,,h,,...hy (v<m), so werden, wenn ¢)4;... Cn—1 
n — v — 1 willkiirliche reelle Constanten sind, durch 
(12) Ry tha: 2.2 Ry t hops there: ... chyna th, 
mm Q:0:...s Occurs tenet... ta I 


n — vy — 1-fach unendlich viele Nullgerade dargestellt; dieselben er- 
schépfen die Gesammtheit der Nullgeraden von g,, wenn g; im Bereiche 
der wirklich darin vorkommenden Veriinderlichen h, ... h, definit ist; 


eine Nullgerade im Bereiche h, ...h,, so entspringen aus ihr fiir den 
Bereich h, ...h», die »— v — 1-fach unendlich vielen Nullgeraden 


(13) Ay: .. thy tRngas.. «2 Aynat Ay om § 2.003 Ges Ceged.. 2G: 1. 
Wenn die Hesse’sche Determinante von g;(h, ...h») nicht identisch 
verschwindet, so besteht zwischen den partiellen Ableitungen von g; 


keine Relation und kénnen somit unendlich viele Nullgerade nur dann 
vorhanden sein, wenn die partiellen Ableitungen von g; sammtlich 


, ¥ ' , 7 89; 
einen gemeinsamen Theiler #(h,...h,») besitzen; aus ig= > h, 
v1 . 


folgt sofort, dass @ auch Factor von g;, ist; setzt man also g; = ty, 
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so folgt - = + y ok hat also @ selbst keinen quadratischen 
Factor, so muss # auch Factor von y und somit #* Factor von g; sein. 
Damit ist gezeigt: 

Wenn die semidefinite Form g;(h,...hn), deren Hesse’sche Deter- 
minante nicht identisch verschwindet, unendlich viele Nullgerade be- 
sitzt, so hat sie nothwendig einen quadratischen Factor, 

Ks soll nun zunichst fir x = 3, wo die geometrische Interpretation 
zur Verfiigung steht, das Verfahren beschrieben werden, durch welches 
man zu gewissen nothwendigen und unter Umstiinden auch zu hin- 
reichenden Kriterien dafiir gelangt, dass g(0, 0,0) ein eigentliches 
Minimum, bezw. Maximum ist, wenn die Entwickelung 
9 (ry 5 Ita ig) = Gilley» ar Ng) + Gita (ys ey hy) + Gite (hy, hy, hy) ++ >> 
mit einer semidefiniten Form gi(h,, h,,h,) beginnt, deren siimmtliche 
Nullgeraden als bekannt vorausgesetzt werden. 

Um die Sache anschaulich zu machen fasse ich h,, h,, h, als recht- 
winklige Punktcoordinaten auf. Aus dem Anfangspunkte O werde die 
Kugel & vom Radius 1 geschlagen; auf ihr sei § mit den Coordinaten 
£,, &, & ein Punkt, fiir welchen g; verschwindet; dann wird durch 


(14) hy = £0, hp = 8&0, hy = &0 
die Nullgerade M; dargestellt. Bildet man 


(15) (E101 8201, £50) = OF [9141(8,, bo, &3) + Ogi4e (Ess S25 83) °°] 
(die Convergenz der Entwickelung steht nach der Voraussetzung iiber 
die Convergenz von g{h,, h,,h,) fiir hiureichend kleine |h, |, |hy|, \h, 
ausser Frage) und erinnert sich, dass i gerade ist, so erkennt man 
sofort, da fiir hinreichend kleine g, falls g;4:(&,, &, &) ZS 0 ist, das 
Vorzeichen des Klammerausdruckes mit dem von g;+4:(&,, &, §) iiber- 
einstimmt, als erste nothwendige Bedingung: 

I. Jede Nullgerade von g; muss auch Nullgerade von gi+1 sein. 

Ist sie erfiillt, so beginnt die Entwickelung (15) mit dem Gliede 
o' +2 9,40(&,, &, &); daraus ergiebt sich als eine weitere nothwendige 
Bedingung: 


Il. gi+2 muss auf jeder Nullgeraden von g; entweder Functions- 
werthe vom Vorzeichen der semidefiniten Form g; annehmen oder ver- 
schwinden. 

Ist eine dieser Bedingungen nicht erfiillt, so weiss man sicher, 


dass g(0,0, 0) weder ein Minimum noch ein Maximum ist. 
Fir 


9 (hy, hy, hg) = hy* + Zhy?hs? + Shy h,7hs? + Shyhs + - - 
z. B. giebt es einfach unendlich viele Nullgerade der Anfangsform h,', 
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nimlich das ganze Biischel der Geraden durch den Nullpunkt in der 
h.h, Ebene: 

h,=0, h,=60, hs = 80 (62+ 6&,?—1). 
Greift man eine solche heraus, fiir welche §, und & von Null ver- 
schieden sind, so verschwindet auf ihr das Glied 5h,h,* aus g, nicht, 
folglich ist g(0, 0,0) gewiss kein Minimum. 

Oder bei 

9 (hy, Ng, hg) = hy* + 2h,Ph,? + 4h,h.?h, + hh, hs? — hy! 

+ (hy, hy, hs)y + >>> 
ist fiir diejenigen Nullgeraden, bei welchen &, 2 0 ist, die Bedingung 
IT) nicht erfiillt. 

Ebenso erkennt man: 

Ti) Ist gi42(&,, &, &) = 0, so muss, damit g(h,, hy, hs) auf der 
Nullgeraden Nez sein Zeichen nicht wechsle, gi+s (&,, &, §) =O sein, 
Gi+s (&,, 2, & 3) mit gi im Vorzeichen iibereinstimmen oder verschwin- 
den U. 8. W. 

Verschwinden auf einer Nullgeraden Q¢ alle g,4:, also auch g 
selbst, so ist g(0,0,0) jedenfalls kein eigentliches Maximum bezw. 
Minimum. 

Diese nothwendigen Bedingungen ergeben sich daraus, dass g auf 
jeder Nullgeraden von g; in einem hinreichend kleinen Intervalle 
P:O0Q: zu beiden Seiten des Nullpunktes von Null verschieden und 
im Vorzeichen mit dem von g; iibereinstimmend sein muss; sie sind 
aber keineswegs auch schon ausreichend dafiir, dass g(0,0,0) ein 
Maximum bezw. Minimum sei. Dazu ist durchaus nothwendig und 
hinreichend, dass sich um den Nullpunkt eine Kugel mit einem so 
kleinen Radius ry schlagen lisst, dass innerhalb derselben g(h,, h., hg) 
von Null verschieden ist; diese Méglichkeit ist aber eben durch die 
eingefiihrten Bedingungen noch nicht festgestellt. 

Der Grund dafiir wird sich sogleich ergeben. Schliesst man auf 
der Kugel & die Gesammtheit der Nullpunkte § von g; aus, so handelt 
es sich noch darum zu untersuchen, ob fiir alle iibrig bleibenden 
Punkte 4 auf §, deren Gesammtheit mit & bezeichnet sein mag, sich 
'e| durch eine gehérig klein gewihlte positive Zahl vr’ so begrenzen 
lisst, dass der Ausdruck 


Gi(Ayy Ags As) + OGi41(Ay, Ae, Ag) + 07 Gi42(4y, dos 43) + - >> 
fiir alle in Betracht kommenden Werthesysteme 4,, 4,, 4, von Null 
verschieden ist und in seinem Vorzeichen mit g; iibereinstimmt, wenn 
nur 0 < |e| <1" ist. 

Das ist aber eben durchaus nicht nothwendig der Fall und zwar 
deswegen nicht, weil die untere Grenze von |g;(4,, 4), 4,)| dadurch, 
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dass man aus & die Nullpunkte § von g; absondert, zufolge der Stetig- 
keit von g; nicht geindert’wird, also jedenfalls auch auf § gleich 
Nall ist; daher kann es wohl geschehen, dass es zu noch so kleinen 
Werthen von @ immer noch Werthesysteme 4,, 4,, 4, giebt, fiir welche 


|i(Ay, Ao, 43)! < [OGeqs(Ay, Aa, Ay) + O?gite(Ays 40545) + + +| 
ist und zugleich das Vorzeichen des Ausdruckes 09;41(4,, 4), 4,) +++: 
verschieden ist von dem des g;. Dann nimmt aber g(h,, h., hg) in 
jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpunktes sowohl positive als 
negative Werthe an. 

Ein Beispiel dafiir bietet die Function 

g (hy , ho, hy) = hy? + Bh, hy? + 4h, hg? + 2hyt + Sh. hy? + Bhg!; 
hier ist jede Nullgerade von g, auch Nullgerade von g, und g, ist 
sogar auf jeder Nullgeraden iiberall mit Ausnahme des Nullpunktes 
positiv wie h,?, und doch ist sehr leicht zu sehen, dass diese Func- 
tion g in jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpunktes sowohl 
positive als negative Werthe aunimmt, wenn man die Zerlegung 

G (hy, hg, Rg) = (hy + hy? + hg?) (hy + 2h? + 3h,”) 
bemerkt. 

Der eigentliche Grund dafiir, dass die angefiihrten Kriterien fiir 
das Vorhandensein eines Minimums bezw. Maximums nicht ausreichen, 
liegt, wie bereits hervorgehoben wurde, darin, dass durch die Ab- 
sonderung der Nullstellen & von g; auf & die untere Grenze von 
|gi(hy, ha, hg)| auf &’ nach wie vor Null ist. 

Um diesen Umstand zu beseitigen umgebe man jede Nullstelle & 
von g; auf R mit einem gehérig klein gewiahlten Flichenstiicke 6;, 
auf dessen Form es gar nicht ankommt, wenn es nur so gebildet ist, 
dass der Punkt — wirklich in seinem Innern und nicht etwa auf der 
Begrenzung liegt. 

Nach Absonderung des von diesen siimmtlichen Flichenstiicken 
6: bedeckten Theiles von , der mit @ bezeichet wird, bleibt nun 
von & ein Stiick & iibrig, von dem man jetzt mit Sicherheit be- 
haupten kann, dass auf ihm die untere Grenze von |g;| von Null ver- 
schieden ist, weil nirgends weder im Innern noch auf der Begrenzung 
von & eine Nullstelle & von g; liegt. 

Wenn g(0, 0, 0) z. B. ein eigentliches Minimum ist, so liisst sich 
gewiss um jeden Punkt & ein Flichenstiick 6: so klein beschreiben, 
dass g(h,,h.,h,) innerhalb der Pyramide, die entsteht, wenn man 
6; aus O projicirt und das Biindel der projicirenden Strahlen durch 
eine Kugel von gehoérig kleinem Radius rg schneidet, tiberall mit Aus- 
nahme des Punktes O selbst positiv ist; aber auch umgekehrt: wenn 
jedem Punkte € ein solcher Bereich zugeordnet werden kann und wenn 
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im Falle, dass unendlich viele solche Punkte vorhanden sind, die 
unteren Grenzen der Flichenzahlen o¢ und der Radien rg von Null ver- 
schieden und g;(h,, h,, h,) >0 ist, so ist, wie noch niher ausgeftihrt 
werden wird, g(0, 0,0) ein eigentliches Minimum. 

Fiir diese pyramidenférmigen Bereiche ist nur wesentlich, dass 
sie die betrachtete Nullgerade in ihrem Inneren enthalten; auf ihre 
besondere Gestalt kommt es gar nicht an und man wird sie daher so 
wihlen, wie es fiir den vorliegenden Zweck am vortheilhaftesten ist. 
In diesem Sinne werden nun diese Bereiche folgendermassen gebildet. 

Man construire um den Punkt &€ als Mittelpunkt den Wiirfel 
Ws,a, von der Seitenlinge 2d;, der von den drei Paaren von Ebenen 
begrenzt wird, welche im Abstande + 0; von & parallel zu den Co- 


ordinatenebenen liegen. Dann ist YW;,5. der Bereich der Punkte mit 
den Coordinaten 


(16) k=E th, Q=—i& +m, hy=—' +45, 
wenn die reellen Verinderlichen u,, u,, uv, die Bedingungen 
(8) —O8Su% <9, —Ofu,Cd;, —& Su Sd; 
erfiillen. 


Verbindet man dann alle Punkte von We,s, geradlinig mit O und 
schneidet die dabei entstehende Pyramide durch die Kugel vom Radius 
rg aus dem Centrum O, so wird derjenige Theil der Pyramide, welcher 
nicht ausserhalb dieser Kugel liegt, nach Ausschluss des Punktes O 
selbst, als Bereich [0;,r¢] bezeichnet und im Folgenden verwendet. 

[d:, rg] ist demnach der Bereich der Punkte mit den Coordinaten 
(17) hy = (8 +14)0, hy = (E+), hy = (Ey+us)0, 
well U,, U), Us die Bedingungen (%) erfiillen und 
O< ese 
ist, 

Wenn sich nun fiir jeden Punkt & ein Bereich [d¢, rz] so klein 
angeben liisst, dass in demselben g(h,, h.,h3) von Null verschieden 
ist und im Vorzeichen mit g; iibereinstimmt und wenn im Falle, dass 
unendlich viele Nullgerade vorhanden sind, die unteren Grenzen 0 
und ¢ der Gréssen 0; und rg von Null verschieden sind, so kann man 
in der That behaupten, dass dann g(0, 0, 0) ein eigentliches Minimum, 
bezw. Maximum ist, je nachdem g; > 0 oder < 0 ist. 

Da nimlich jetzt die untere Grenze x von |gi(h,, h., As)| im 
Gebiete ® von Null verschieden ist, so lisst sich eine positive Zahl t 
so klein angeben, dass 


1QGi41 (Ay, Ay Ag) + OP gite(dy, e543) +--+ |< % 
ist, wenn nur |g| <7 ist, und zwar fiir alle Werthesysteme 4,, A,, A, 
des Gebietes &. 
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Wahlt man also die positive Zahl ry nur nicht grésser als F und 7, 
so ist in der That g(h,, h,,h3) im Gebiete 0 < h,? + h,? + h,? <r? 
durchaus von Null verschieden und von demselben Vorzeichen wie g;; 
g(0, 0, 0) ist somit ein eigentliches Minimum, wenn g; > 0 ist, ein 
eigentliches Maximum, wenn g; < 0 ist. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass die Existenz eines 
Intervalles P;OQ¢ auf der Nullgeraden Jt;, in welchem g ausserhalb O 
durchaus von Null verschieden ist, keineswegs schon hinreicht um die 
Existenz eines Bereiches [0:, rz] sicher zu stellen. 

Man sieht dies sehr deutlich an dem Beispiele 


g (hy, hg, hg) = (hy hy? hg?) (hy + 2h,? + 3h,?) 


in welchem g(h,, h.,h,) auf jeder Nullgeraden ausserhalb O durchaus 
positiv ist. 

Der Ort der Nullpunkte € ist hier der Hauptkreis auf & in der 
Coordinatenebene h, = 0; schliigt man um einen Punkt § auf diesem 
Hauptkreise eine Kugel mit dem Radius rt; und legt aus O daran den 
Beriihrungskegel und schneidet diesen durch eine Kugel vom Radius r; 
aus dem Centrum QO, so ist es nicht mdglich tz; und r¢ so klein zu 
wihlen, dass g(h,, h,, hj) innerhalb des Beriihrungskegels und der 
kleinen Kugel iiberall ausserhalb O von Null verschieden ist. Jede 
Nullgerade beriihrt niimlich die beiden Paraboloide {$, und $,, deren 
Gleichungen h, +h,?+h,?>=0O nnd h, + 2h,? + 3h,? =0 sind, 
und jeder noch so spitzige Kegel aus O, dessen Axe eine Nullgerade 
ist, dringt innerhalb jeder noch so kleinen Kugel aus O in das Gebiet 
zwischen $3, und $8, ein, in welchem g(h,, h,, hy) negativ ist. 

Diese Ueberlegungen kénnen nun ohne Weiteres auf den Fall 
eines beliebigen » > 3 ausgedehnt werden, da die arithmetischen 
Formulirungen, welche zur Anwendung kommen, dies ohne Weiteres 
gestatten; auf eine wirkliche Veranschaulichung der Dinge muss man 
dabei natiirlich verzichten; die Uebertragung der geometrischen Be- 
zeichnungen fiir die Bereiche hat sich als vortheilhaft fiir die Dar- 
stellung bereits eingebiirgert. 

Ich gehe jetzt daran zu zeigen unter welchen Umstinden im Falle 
t= 2 die angegebenen nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir das Vorhandensein eines eigentlichen Minimums, bezw. Maximums 
erfiillt werden. 

Soll die quadratische Form 


Go (hy ere hy) =>) Dd ahah, 
a 


=1 w= 


semidefinit sein, so muss ihre Determinante A = ||a,,'| = sein, da 





= «2885 eS 485 ow 


nelckhe..dlU 


o = = 
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es von 0...0 verschiedene Werthesysteme hy i%e ihn giebt, welche 
die linearen Gl, (10) erfiillen. 

Verschwinden in A alle Unterdeterminanten von héherem als dem 
ven Grade (Unterdeterminanten aus v Reihen und vy Zeilen gebildet), 
aber nicht alle Unterdeterminanten v'* Grades, so lisst sich bekannt- 
lich g, als quadratische Form von v (aber nicht weniger) neuen Ver- 
iinderlichen darstellen, welche homogene lineare Functionen von 
h, ..-h, sind, zwischen welchen keine lineare Relation besteht. 

Diese regulire quadratische Form von v Veriinderlichen liasst sich 
als Summe von v (aber nicht weniger) Quadraten darstellen: hitten 
diese v Quadrate nicht gleiche Vorzeichen, so wire die Form indefinit 
und damit auch g, indefinit. 

Die Nullgeraden der Summe von v gleichbezeichneten Quadraten 
im Bereiche von » Verinderlichen bilden eine » — v — 1-fache Mannig- 
faltigkeit. 

Man kann also sagen: 

Kine semidefinite quadratische Form g,(h, ... hn»), deren Null- 
gerade eine » — v — 1-fache Mannigfaltigkeit bilden, lisst sich durch 
lineare Substitutionen von nichtverschwindender Determinante auf die 
Form ¢(H,?-+ ----+ H,?) bringen, wobei H,...H, von einander 
unabhiingige lineare Formen von h, ... h, sind, und ¢=-+ 1 das 
Vorzeichen von g,(h, ... hn) bezeichnet. 

Ich betrachte zuniichst nur den Fall 


(18) g(hy..-An) = hy? +++ hy? + gg (hy. - Dn) + gy (hy. + In) +e 


(v<n—1). 
Damit g(0...0) ein eigentlich Minimum sein kann, ist nach I) unbe- 
dingt erforderlich, dass g,(0...0, hy41..-h») identisch verschwinde, 


also g, die Form habe 


(1) ») 
(19) gy(hy..- hn) = 2h, go(hy ..- In) + +++ + Zhygo (hy .. +n). 
(1) (v) 
Die quadratischen Formen g,...g, sind dabei im Allgemeinen nicht 


véllig eindeutig bestimmt, da ja z. B. ein Glied, welches h, und h, 
(1) (2) 
enthalt, sowohl in g, als in g, aufgenommen werden kann. Nach Il 


ist weiter erforderlich, dass g,(0...0, hy41... hn) fiir reelle Werthe 
von fyi; ...h, niemals einen negativen Werth annehme, also ent- 
weder definit oder semidefinit positiv sei oder identisch verschwinde. 
(20) Angenommen es sei g,(0...0, hy41...h,») eine definite positive 
biquadratische Form, so reichen doch die Voraussetzungen (19) und 
(20) im Allgemeinen fiir das Vorhandensein eines eigentlichen Mini- 
mums noch nicht hin; es muss untersucht werden, unter welchen 
weiteren Bedingungen man jedem Nullpunkte 











238 V. v. Danrscuer. 


(21) hy =O... hy = 0 Ings = Sept. eden = En (Baga +++ E—1) 
von g, auf § einen Bereich [0¢, re] so klein zuordnen kann, dass in 
demselben g(h, . .. hn) positiv ist, und zwar so, dass die unteren 
Grenzen 6 und Tf fiir unendlich viele Gréssen d; einerseits, rg; andrer- 
seits, von Null verschieden sind. 

Um nun das Verhalten von g in der Umgebung der Nullgeraden 

hy 0... hy = 0, hops — £410... ha = &20 
zu beurtheilen fiihre man ein 
(22) hy = U,@ .. hy = Uy, Rts = (Erg1 + Ur) O~.. An—=(En+ ttn) 0. 
Setzt man 
(23) 9 (u, Q..- Uy@, (Ev41 + Ur41) 0 see (En + Un) ¢) 
= 97 p(u, ... tn; 03 Sati... En) 

und bezeichnet fiir den Augenblick 
July +. yy Engr Mgt, «+ » En + Un) 


Yn (u=2,4,5...), 


mit 
so ergiebt sich 
2h) Putten pi + 20m 72+ +20 7+ OM + OP, + OtME 
= [bento t let era el — Pe — 7) 
™ m +O? ¥s+0Ye+:: 
ZO lM — + — Pe HOMO MT}. 
Bemerkt man nun die Zerlegungen 
Ve =G,(0...0, Sapr. .- En) gy (ty --. Uns Seti. - Sa) 
a. oe ee eh 
ee 2 Nee ee ee 


(¥) 
Yo = G2(0... 0, Expr. - En) + Go (ty -~. thes Ever. En), 


(1) (») 3 
in welchen g,, go .-- 2 ganze Functionen von wu, ...%, sind, welche 


simmtlich verschwinden, wenn jede dieser Verinderlichen den Werth 
0 annimmt, und die Groéssen 


(1) (») 
Ga... 0, Baga. -- G.)-..ge(O...0, Bas... 8) 
von jener Unbestimmtheit frei sind, welche fiir die Formen 


(1) (v) 
Ga (Ry, -.. hu). . + Go(h, ... he) 
angedeutet wurde, so liisst sich in der That zeigen, dass die auch als 
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hinreichend erkannten Bedingungen fiir das Vorhandensein eines eigent- 
lichen Minimums erfiillt werden, wenn der Ausdruck 


(1) (v) 
94 (0. m £,41.--n)—go(0...0, E,41--- En)? —+--—g,(0.. .O, S4.2--€5)* 


im Bereiche Br peer t £2 — 1 eine von Null verschiedene positive 
untere Grenze f hat, oder mit anderen Worten, wenn 


A, (Ings - - . Ten) 
(1) (v) 
=, (0.1.05 Feypt + Ten) — Gy (0.0.0, hygs. + -Ien)? — +++ — go (0...0, Iygr.s In)? 


eine definite positive Form in den Veriinderlichen h,4;... hy ist. 
Vorerst sei noch darauf aufmerksam gemacht, wie sich die Formen 


(1) (v) 
ai... . Olas... A)... as ke. 


aus g;(h,...h,) unmittelbar gewinnen lassen. 
Ist 


eT Se hott 2 Em (ay +++ ty = 3) 


ein Glied von g,(h,... hn), so liefert dasselbe ein Glied von 


(1) 
29,(0..-0, Aygr.. + In) 
dann und nur dann, wenn a, = 1, a, =--- =a, = 0 ist; alle diese 


‘ . —— . 
Glieder und nur diese kommen aber auch in a vor, wenn man darin 
1 


(2) 
h, = +--+ == h, = 0 setzt; dasselbe gilt beziiglich 2g,(0...0, Ay41...hn) 
und 2% y. s, w. 


Ohg 
Bezeichnet man also eos mit 9s,n, SO ist: 
n 
q@) 1 
9.(0...0, hogs... Rn) = yz 9(O... O, hysst .-~ In) 
(25) a are . oe oe ok oe 


(v) ? 
G2(0. «+O, Ievgs + Bn) = > 9x0. 0, Inga - +. I) 


Bringt man, um den versprochenen Nachweis zu geben, 
(1) (r) 


ai. semis 
auf die Form . ’ ; 


1 v 
9, (0.-.0, Enga-+-Be) —94(O-+.0,Enst-.-Es)?—+++ —gp(0-.-0,Erga-- Es)? 
+ G(u,...un; Evyi-.-8a), 
so ist G eine ganze Function der eingeschriebenen Argumente, welche 
verschwindet, wenn jede der Verinderlichen u,...%, den Werth 0 


annimmt; ersetzt man in ihr die Coefficienten durch ihre absoluten 
Betriige, jede der Gréssen §,,...§, durch 1, und bezeichnet das 
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Resultat mit [(u,...%,.), so kann man fiir den absoluten Betrag 
jeder der Veriinderlichen u,..., eine Begrenzung @ sicher so klein 
angeben, dass 

|F (as, .-. Mel < tf 
ist, wenn nur 

|u|... |u| <9 


ist; dann ist aber gewiss auch 
. f 
[Gu .-- Uns Epa. .- ba)| << | 


bei derselben Beschrinkung von u,..., und zwar fiir jedes reelle 
Werthsystem &.,...§, des Bereiches Bas +..- p= 1. 


Andrerseits kann man fiir |@| eine Begrenzung T so klein angeben, 
dass auch 


f 
+ 


10% + OMe +s -1< 
ist, wenn nur |g|<T ist, und zwar fiir alle soeben betrachteten 
Werthesysteme uw, ...u, und §4,...&,. Die Potenzreihe g(h, ... hn) 
convergirt ja der Voraussetzung zufolge, wenn |h,| ...{h,| sammtlich 
die gehérig klein gewihlte positive Zahl ¢ nicht iiberschreiten; es 
convergirt daher sicher auch die Potenzreihe ~ in den Verinderlichen 
Uy... Ua: @, wenn nur |u,|<d...\u,|<d und (1+0)\e|<e ist 
und zwar gleichmissig fiir alle Werthsysteme &,,...&, des Bereiches 
Bai t---+ & —1; dies gilt auch noch, wenn man die Coefficienten 
in g(h,...h,») durch ihre absoluten Betrige ersetzt. 

Ersetzt man also in y;, y,,... die Coefficienten der friiheren 
Potenzproducte hi"... h*" durch ihre absoluten Betriige, die Gréssen 
E41... § sammtlich durch 1, die Veriinderlichen wu, ...u, saimmtlich 
durch 8, und bezeichnet die Resultate mit [,,T,,.. 


., So convergirt 
die Potenzreihe in @ 


Tse+loe?+--- 


sicher solange |@| < ‘* ist und kann man die positive Zahl T so 
klein wahlen, dass 
, 
[Tse+le +---|< 1 
ist, wenn nur |e| < T ist. 
Dann ist aber sicher auch 
f 
Iretrwet-::-|< Zz, 
wenn |u,|<0...|u,| <0, |o| < TF ist und zwar fiir jedes reelle Werth- 
system §,,...&, des Bereiches Bs t+eeet+ ae 
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Damit ist nun in der That jedem solchen Werthesysteme &4;...&, 
ein Bereich [d¢, rg], niimlich der Bereich 


hy = U,0.-. hy = WO, Aygr = (Erpitagilo.-. ha = (Eatunde, 
lay) < 9... \tal <0, OC lel<F 


zugeordnet, in welchem » > £ @” ist, also auch g(h, ...h,) durchaus 
positiv ist. 

Da fiir alle in Betracht kommenden Werthesysteme §& 41... & 
dz einen und denselben Werth @, rg einen und denselben Werth 7 hat, 
so ist auch im Falle, dass unendlich viele solche Werthesysteme vor- 
handen sind, die Bedingung sicher erfiillt, dass die untere Grenze der 
Gréssen ds: und ebenso die der Gréssen re von Null verschieden ist. 
Schneidet man dann aus dem Bereiche h,? + ----+ h,? = 1, der als 
die Kinheitskugel & bezeichnet wird, die Gesammtheit & derjenigen 
Stellen aus, welche den Bereichen [d;, rg] angehéren, und bezeichnet 
den iibrig bleibenden Theil von & mit &, so ist fiir diesen Bereich 
die untere Grenze m von h,? + ----+ h,? sicher von Null verschieden, 
weil im Inneren und auf der Begrenzung von & keine Nullstelle dieser 
quadratischen Form liegt, welche als stetige Function in jedem end- 
lichen Bereiche ihre untere Grenze im Inneren oder an der Grenze 
des Bereiches wirklich erreicht. 


Ist 4;...A, irgend eine Stelle in &, so ist 


g(Ar@,..-4n@) i 
=o? [AP +7,? + 095(Ai.. An) +0%Gy (Ar... dn) oe], 


nun kann man wieder die positive Zahl ¢ so klein wihlen, dass 


Tm > |egg(4r.. an) + eg, (Ar... dn) ++ -| 
ist, wenn nur |g|<T ist, und zwar fiir alle Stellen von &. 
Ersetzt man nimlich wieder in g,, g,... die Coefficienten durch 
ihre absoluten Betrige, die Gréssen 4,...4, simmtlich durch 1 und 
bezeichnet die Resultate mit G,, G,,...so convergirt die Potenzreihe 


G;o + Ge? +---, wenn |g|<c ist und kann man 7¢ so klein 
machen, dass 


m> |G,e+Goe?+---:| 
ist, wenn nur |@| < 7 ist. 
Dann ist aber g(h,...h,) sicher in dem ganzen Bereiche 
hy =Ao..-dn=Ano, O< |e|<T 
fiir alle in Rede stehenden Werthesysteme A, ... A, positiv. 
Wihit man also jetzt die positive Zahl r nur so, dass sie nicht 
grésser ist als T und T, so ist g(h,...h,) in dem Bereiche 
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O<hi+---+h2 <r? 
durchaus positiv und somit g(0...0) in der That ein eigentliches 
Minimum. 

Es ist also bewiesen: 

IV. Beginnt die Entwickelung von g(h,...hn) nach ganzen posi- 
tiven Potenzen von h,..-h» mit der semidefiniten quadratischen Form 
hy? +---+h? (v<n—1), so ist dazu, dass g(0...0) ein eigent- 
liches Minimum sei, nothwendig, dass die Glieder 3. Dimension mit 
hi? + ----+ h,? eugleich verschwinden, sich also auf die Form 


(1) @) 
2hygo(hy ~~~ hn) +--+ + 2hyga (hy... In) 
bringen lassen, und hinreichend, dass 


A; (Av4t eee ha) 


a ’ 
ee ee ee a. a! a) 
eine definite positive Form der Veriinderlichen hy... hn sei. 

V. Nimmé A, (hy... hy) fiir reelle Werthesysteme hy41 ... h», auch 
negative Werthe an, ist also definit oder semidefinit negativ oder indefinit, 
so ist g(0...0) sicher kein Minimum. 

Es beginnt niimlich, wenn z. B. A, (&41... &) < 0 ist 


(S41 +-+- +8? = 1), 


die Entwickelung von p(w, ... tn; @3 &41.-..&,) mach (24) mit der 
indefiniten quadratischen Form 


(1) () 
[u,;+og,(0...0, B4i...8,)P? +--+ [m+ 09,(0...0, Bai... 8,)P 
+ Ay (Eps. - - Eng? 

und nimmt daher diese Function y in jeder noch so kleinen Umgebung 
der Stelle wu, —0...%, —0, g@ =O sowohl positive als negative 
Werthe an und daher nach (23) und (22) auch die Function g(h,...hn) 
in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle h, =0...h, =0 
sowohl positive als negative Functionswerthe an. 

VI. Unentschieden bleibt der Fall, dass A,(hy+1 . . « ln) semidefinit 
positiv ist, oder identisch verschwindet. 

1. Beispiel. 


9 (hy, he, hy, hy) = hy? + hy? + 6h, — 8h Ph, + 2h, hh, + 2h, h? 
+ 2hahs? + 2h hgh, — 11h,* — 40h, 3h, — 6OR,?h,* 
— 100h,* + 6h,* — 2h,5h, + 2h,! 
+ (hy, he, hg, hy)s +°°- 


die Glieder 3. Dimension verschwinden mit h, und h, zugleich; man 
kann setzen: 











BS 


—™~—" Ww VS 
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«) 2) 
Jy = Bh,2 — Ahyhy + Whghy + hy, gg = hg? + Ig hy; 


also ist 


(1) (2) 
92(0, 0, hy, hy) = h,?, 92(0,0, hs, hy) = hg? + hgh, ; 
ferner ist 
9,(0, 0, hg, hy) = Ghy* — 2h,sh, + 2h,'; 
somit ist 
A, (hs, hy) = 5h,* — 4hyh, — hgh? + hy! = hg? (2h, — hy)? 
+ (hs? —h,?)? 
eine definite positive Form, also g(0, 0, 0, 0) ein eigentliches Minimum. 
2. Beispiel. 


Gg (hy, ho, hg) = hy? + 8h, hhg — 4h, hg? + hy" + 20h,"h,? + 8h,! 
+ (hy, hg, hs)s +++, 
die Bedingungen I und II sind erfiillt; 


ts (0, hy, hy) = 4hyh, — 2h,*, gy (0, ho, hg) = h,* + 20h,*h,? + 8h,!, 
Ay (he, hg) = hot + 4h." h,? + 16h,h,° + 4h,! 
ist indefinit, weil 
A, (hy, — hy) = — Th! 
ist; somit ist nach V g(0,0, 0) kein Minimum. 
3. Beispiel. 
g(hy, hz, hs) = hy? + 2h, (Ah, hy +Bh,?) + (hy? +-hs*) (hy —hs)? 
+ Brh,* + (hy, he, hs)s + +++; 
die Bedingungen I und II sind erfiillt, 


(1) : 
G2(0, hy, hg) = Bhy?, Ay (hy, hg) = (he, + hg?) (hy — hg)? 


ist semidefinit positiv; es bleibt unentschieden, ob g(0, 0, 0) ein eigent- 
liches Minimum ist, oder nicht. 
4. Beispiel. 


G (hy, hy, hs) = hy? + hy? + 2Ah,h,? + 2 Bh, h,? + (A?+ B*)h,' 
+ (hy, hy, hs), +++, 
die Bedingungen I und II sind erfiillt, 
(1) (2) 
g(0, 0, hy) = Ah,?, g,(0,0,h3) = Bh,?, A,(hg) = 0; 


es bleibt also unentschieden ob g(0, 0, 0) ein Minimum ist, oder nicht. 


16* 








= 
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Beginnt die Entwickelung von g(h, ...h,) mit der semidefiniten 
quadratischen Form H,? + ----+ H,? (v<n) wobei 
(26) Hy = ah, +--+ + einkn, ... Hy = Gyihi +--+ + Gyaln 
von einander linear unabhingige Linearformen sind, in deren Coef- 
ficienten-Matrix also mindestens eine Determinante v'** Grades von 
Null verschieden ist, so kann dieser Fall durch eine lineare Substitution 
auf den friheren zuriickgefiihrt werden und damit die entsprechenden 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir abgeleitet werden, 
dass g(0...0) ein eigentliches Minimum sei, wenn g,(h, . . . ha) eine 
semidefinite positive quadratische Ferm ist. 

Wihit man nimlich » — v weitere Linearformen 
(27) Hyss = Gygayrly eee Opi nliny «++ Hn = Oar hy +--+ Ganka 
nur so aus, dass die Determinante A der » Linearformen H,... H, 
von Null verschieden ist, so lassen sich aus (26) und (27) h,... hy 
durch H, ...H, ausdriicken in der Form 
(28) h, = 6, A, +--+ + BarHn, +++ hn = Bin Hy +-+-+ Ban An; 


damit geht nun g(h,...h,) tiber in 

(29) G(H,...H,)=H?+.---+ H/’+ G,(A,... An) 

; + G(H,...Hi)+---, 

wobei 

(30) G(H,..-Hn) = 9(By, Ay + +++ Bai An, -.+ Bin Hy +--+ Bun An) 
Gy (H, . .-H,) _— 9n(B; 1 H, + 3 “+ Bai Hn,... Bin, + = “+ Bun Hn) 

(n = 3, 4,...) 

gesetzt ist. 
Da h,...h, zugleich mit H,...H, verschwinden, so steht die 

Convergenz der Entwickelung G(H, ... H,) fiir hinreichend kleine 

H,\ ...\H,| ausser Frage. 


Damit nun G(0...0) ein eigentliches Minimum sei, ist nach LV. 
nothwendig, dass G, auf die Form 


(1) v) 
(31) G@,(H,...H,) = 2H,G,(H,...H») +----+2H,G,(H,... Hs) 


gebracht werden kénne, und weiter hinreichend, dass 


(32) A, (Hii... Ay) = G,(0...0, Hai... Ay) 
(1) (») 
— G,(0...0, Hs... H,)*?—>:- — G,(0---0, Hy... As) 


eine definite positive Form sei. 
Nach (31) muss also 
(33) 93(Br41,1 Hyg +++ Bar Ha, >>> BrttnAygi+-:++ Ban Hs) = 0 


identisch erfiillt sein; dann lisst sich aber g,(h, ...h,) auf die Form 
bringen 
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(34) gy (Ie, . son) — 2 Hy fy (hy oe Irn) eo 2H fo (Iyy-- Irn), 


wobei 


(1) (1) (») (») 
(35) fa(hy--- Wn) = G,(H,...An),..-fo (hy. +-hn) = G, (A, .... Hn) 
gesetzt ist. 


Nach (32) muss dann 
(36) 94 (Brt3,1 Hogi-t +» +B nt Hay Beton Hopi t+ + Ban ) 
— fr (Bos Hots+ ++ Bas Hay: Bottin Bogut +++ Ban Ba)? — + 
ro i ay eee ee See ee fee 


eine definite positive Form sein. 

Dazu sei noch folgendes bemerkt. 

Wenn es einen Bereich 0 < H,?+---+ H,?< * giebt, in 
welchem G(H,...H,) durchaus positiv ist, so giebt es sicher auch 
einen Bereich 0 < h,? +--+ + ha? <r?, in welchem g(h,... hn) 
durchaus positiv ist. 

Bezeichnet niimlich q den gréssten absoluten Betrag unter den 
Substitutionscoefficienten @,,, so ist nach (26) und (27) 


(37) H,? < (nah)’,... H,? < (nah)’, 
wenn 
(38) AZFck...47 <i 


ist, wobei die positive Grésse h mit Riicksicht auf die Convergenz 
von G hinreichend klein gewihlt ist, 
Solange also nur 
n(nah)? < KR? 
ist, ist g(h, ... Rn) = G(H,...H,) fiir alle von 0...0 verschiedenen 
reellen Werthesysteme h, ... ha, welche die Bedingungen (38) erfiillen, 
positiv; diese Bedingungen erfiillt aber sicher jedes Werthesystem 
h,...hn, fiir welches 
0O<h?+-:- ‘thi ch? 
ist; daraus folgt also, dass g(h, ...h,»)-in dem Bereiche 
2 
0< hy? + lets +h2< *, 
durchaus positiv ist, wenn G(H,...H,) im Bereiche 


O<Hi+---+He<S® 
durchaus positiv ist. 
Wenn somit G(0...0) ein eigentliches Minimum ist, so ist auch 
g(0...0) ein solches, 
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Die Functionen 


f, h( > Bn Hy, oe > Pua) (k==1,2,...0) 


n=7-+1 n=97+1 
kénnen direct aus g,(h, ,..h») abgeleitet werden. 
Nach (25) ist nimlich 


k) 
G,(0...0, Hig. +. Hy) = + G5.0...0, Hy... Hh); 
nach (30) ist 


Gs, (0..-0, Hogs. Bi) — 5 btns( SF bas hee Pun aD +) 


also ist aisle 
(39) hs (> a Pa. B) 
n=v7-+1 n=9-+1 
— 5 Soarsus( 3 By... 3) tax Be), 
n=v-+1 


Die Linearformen H,,,...H, kénnen in mannigfacher Weise so ge- 
wahlt werden, dass die Determinante A nicht verschwindet. Ist 

(27) Aya =Fy411 h,+:: HG ii alas . H, =n 1 h, + bind + Gn nln 

ein anderes solches System, welches ebenfalls der Bedingung geniigt 
dass die Determinante A der » Linearformen | ee 3 yas <a 
von Null verschieden ist, so folgt aus (26) und (27) 


nm) 


dias sda egiatalll Pea Me + Posse Bie Rt aie 
@ ; ; — 
nie tik +: ee eee ee ce. +h ns 


Die entsprechenden Bedingungen dafiir, dass g(0. 


. 0) ein eigent- 
liches Minimum sei, sind dann: 


(33) gs (Bvt Hogs + +++ + Bur An, +++ Brtiyn Bega +++ + Brn Hn) =0 
muss identisch erfiillt sein, und 


(36) af > Bn, A adc > Pus A, ) 


n=v-+1 n=v-1 


— SP S bak — 7 .) 


n=v-+1 n= +1 


muss eine definite positive Form sein. 
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Es ist also zu zeigen, dass die Bedingungen (33) und (36) mit 
den Bedingungen (33) und (36) zugleich erfiillt und zugleich nicht 
erfiillt sind. 

Dies folgt aber einfach daraus, dass aus den linearen Gleichungen 

Oz, 1h, + eee -{- Gk,n Ibn = 0 (k= 3 2,...9) 
zusammen mit (27) und (27) sich Hy4,... H, linear und homogen 
durch H,4,...H, ausdriicken lassen und umgekehrt. Fiihrt man diese 
Ausdriicke fiir H,,,...H, in die Bedingungen (33) und (36) ein, so 
ergeben sich eben die Bedingungen (33) und (36). 
Setzt man voraus, dass die Determinante 


Os, oe My | 








Gra + 0 0 Mpp 
von Null verschieden ist, — was ja nur Sache der Bezeichnung ist — 
so ist es wohl am einfachsten 
Aya = Iyyi,.... Ay hy 
zu wihlen; dann lassen sich aus den Gleichungen 
Oy hy e+ + inky =O, +++ Gyihy f+ + + Grnha = 0 

h,...h, als lineare homogene Functionen von hy; ...h, darstellen: 
(40) hy = 1, Dvn... lin), » . » Ry = Ly (Iayga . . . Ben). 

Es ist also gezeigt: 

VII. Beginnt die Entwickelung 


g (hy «++ Mn) = go(hy .. - ln) + gy (hy. Ten) + gy (hy... hn) +--> 
mit der semidefiniten positiven quadratischen Form 


Go (Ny +++ Ten) = (04 Ry ++ Gi nln)? + + (G1 hy +++ Gynln)’, 


und ist die Determinante 


| @pg ooo Mey 
von Null verschieden, so dass sich aus den Gleichungen 
Ory hy eee + ialn =0,-++ Gy rhy +--+ + Oyahkn = 0, 
hh, = 1, (ongr.. hn)... by = Ly (Ieoga - . . fae) 
als lineare homogene Functionen von hyi1...h» darstellen lassen, so 
ist dafiir, dass g(0...0) ein eigentliches Minimum sei, nothwendig, 


dass gg(l,...ly, het... hn) identisch verschwinde, also dass g,(h,.. .hn) 
sich auf die Form bringen lasse 


| Aar®) - 
2 (04 hy eo + i nlin) fo (Rye en) ee + 2(Grrhy eo + ty alin) Lo(hy ++ in), 
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und dann auch hinreichend, dass 
9 : (2) 
Di (Tints -+sTin) = Gully oly ongreseIen)® => fy (Uy olay tngr-oeItn)? 
k=l 


eine definite positive Form in der Verénderlichen hy: ... Ia sei. 

VIN. Nimmt D, (hy4i... hn) fiir reelle Werthesysteme hyii... In 
auch negative Werthe an, ist also definit oder semidefinit negativ oder 
indefinit, so ist g(0...0) kein Minimum. 

IX. Unentschieden bleibt der Fall, dass D, (hy41 ...hn) semidefinit 
positiv ist, oder identisch verschwindet. 

Es darf nicht unberiicksichtigt bleiben, dass eine semidefinite 
quadratische Form g,(h,...h»), wenn sie nicht gerade ein vollstaindiges 
Quadrat ist, sich auf verschiedene Arten als Summe von Quadraten 
darstellen lisst, wie dies die Theorie der orthogonalen Substitution lehrt. 

Angenommen also es existire ausser der oben betrachteten Dar- 
stellung g, = H,?>+----+ H,* noch eine andere 
(41) g, = Hy? +--+ Hy", 
in welcher 
(42) Ay’ = aiihy + +++ + inks, ~~ Hy = ayihy +--+ + Gy aha 
ebenfalls von einander linear unabhingige Linearformen sind. 

Dass in jeder solchen Darstellung alle Quadrate mit positivem 
Vorzeichen auftreten, ist selbstverstiandlich, da ja sonst g, indefinit ware. 

Es ist nun leicht zu zeigen, dass vy = v’ sein muss und dass sich 
H, ...H, linear und homogen durch H,’... H,’ ausdriicken lassen 
oder umgekebrt. 

Unter der Voraussetzung 
Qin. « » Ay 


20 








yi. « . Ayy 

lassen sich aus den Gleichungen (26) h,...h, als lineare homogene Func- 

tionen von H,...H,, hy41.--h, ausdriicken, welche fiir H, =0...H,=—0 

in 1, (Appi. i: ts ane - h,) tibergehen, also die Form haben 
a= bi H, 7 -+ 0,,H, bd l 1 Pps ee _ 

(43) . 

h, htgelit- 40,2, +h a, . Is). 

Fuhrt man diese Ausdriicke fiir h,...h, in die Formeln (42) ein, so 

ergiebt sich 


Hi,’ = Cy A, “il tie (1, H, * Dy (hips + . hn), 
(44) 


H; oe ee ivedil ie. i, 
wobei L, ... Z, Linearformen bezeichnen. 











it 
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Wenn H,...H, simmtlich den Werth Null erhalten, so wird 
9o(hy «- +n) gleich Null und somit nach (41) auch jede der Gréssen 
H,'...H,; dabei bleiben die Verinderlichen h,4,...h, noch ganz 
willkirlich; es verschwinden somit DL, ... Ly identisch und lassen 
sich demnach H,’...H,' linear und homogen durch H,... H, aus- 
driicken, da aber H,’... Hy yon einander linear unabhiingig sind, so 
ist v < v. 

Ganz analog lisst sich zeigen, dass sich auch H, ... H, linear 
und homogen durch H,’ ... H, ausdriicken lassen; also ist auch »< ’, 
somit nothwendig v = v’ und aus (44) 


(45) H,’ = ¢,,H, 4. =< + Ci» H,, be -H/ = Cy1 H, + “ss + Coy ty. 
Setzt man in diesen Formeln fiir H,...H, die Ausdriicke aus 


(26) ein und vergleicht die Resultate mit den Formeln fir H,’,..H,’ 
in (42), so ergiebt sich 


a1 = Cyy Oy + es + CiyMy, > ** iy = Cy, Ay + stad + Ciy Ayy, 


Oy, = Cy1 Hy + re + Cyy Upp + Gre = Cyi M1, + “dhl + Cyy Ayye 
Also ist 


, 











, 
| Mn++. Oy Cy... Cty yyw eo Ay 
|. = 
, , 
| ef... ve Cy1> + + Cry | yt. + Ayy 
zugleich mit 
Oy. + - Ayy 
Ayi. ++ Ayy 








von Null verschieden, da zufolge der Unabhingigkeit von H,’...H,’ 


a 


20 





| Cy1 ee Cy» 
ist. 
Man kann daher auch aus den Gleichungen 
0 = auh; +-: >+ Ginhn, re -O = aih + .7s + ay alhn 
h, ... hy linear und homogen durch h,4; . . . h, ausdriicken in der Form 
h, = Ly’ (Popa eee Nin); eee hy = Ly (Iyss eee hn); 
offenbar ist aber identisch 
Uy’ (Torta. : Ion) = Uy (Tyga -.» Tan), «Uy (lovga . - In) = by (Irepr. . » Irn). 


Damit ist gezeigt, dass die in VII, VIII und IX ausgesprochenen Be- 
dingungen ganz unabhingig davon sind, welche Darstellung von 
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G2 (h, ...hn) als Summe von Quadraten unabhingiger Linearformen 
man beniitzt. 

Handelt es sich darum zu untersuchen, ob eine Function g(h,...hn), 
deren Entwickelung mit der semidefiniten quadratischen Form 
— H,? —---— GH, beginnt, an der Stelle 0...0 ein eigentliches 
Maximum habe, so sind die oben aufgestellten Kriterien auf die 
Function — g(h, ...h,) anzuwenden. 

Die weitere Untersuchung der Falle VI und IX, in welchen die 
Entscheidung nicht erreicht wird, sowie die Betrachtung derjenigen 
Fille, in welchen i > 2 ist, médge einer spiiteren Gelegenheit vor- 
behalten bleiben. 

Ich méchte noch hervorheben, dass die in den Sitzen VII und 
VIII ausgesprochenen Kriterien in vollkommener Uebereinstimmung 
stehen mit denjenigen, welche A. Mayer in der Eingangs citirten 
Abhandlung in den Sitzen IV und VI angegeben hat. 

Um dies nachzuweisen, wende ich die Mayer’schen Kriterien auf 
die Function 


v v (k) 
g (Ir « «« Ton) = >” Ha? + 2S) He fy (Tey «++ Ten) ga(Iey «-Ieg) hoe 
k=1 k=l 


unter den Voraussetzungen des Satzes VII an; die Numerirungen in 
der Mayer’schen Abhandlung werden durch ein beigesetztes M. 
angezeigt. 

Ersetzt man &;' durch h;, & durch hj (i=1,2,...), so sind 
die bei Mayer auftretenden Ausdriicke V, und V, die folgenden 


=D Jock 2 > He, 
k=1 
=D Deh = 3.4 Hh 
k=1 


os 


ow 


ferner ist 
SD! cena hilg aly = 2.3.49, 
(t,*%,4,mu—=1,2,...m). 
Die Werthesysteme h, ...hn, fiir welche V, verschwindet, sind 
hey = 1, (vga... Dn), -- hy = (vgs, ten), Dever, .- » Ren 


Die nothwendige Bedingung, dass V, zugleich mit V,, verschwinde 
(M. IV, p. 71) ist durch die Form von V, schon erfiillt. 














, 
n 


~ Vs 


Lar) 














251 


Maxima und Minima einer Function von » Verinderlichen, 


Setzt man 
Oe h,’ + = + Senn —_ Ay’, 


so lisst sich das Mayer’ sche Kriterium fiir ein Minimum von g(h,...hn) 
an der Stelle 0...0 so aussprechen: 
Der Ausdruck 


+ V, => H + PP Cixahi Rela + gy 
. t=l 


soll fiir alle Werthesysteme h,...hn, h,',...hn, welche den Glei- 


chungen V, = 0 und Ae = 0 (M. (18), p. 70) geniigen, positiv sein. 


Bemerkt man, dass 


Et Cina hi Ie ha = + » apy 


“ (1) (v) “ye 
= 4 Dh leh +--++ af] —4 2m ho 


ist, so ergiebt sich 


1 a : a) 
SY => He+2 SH A+. 
k=l k= 1 


Von den Gleichungen M. (18) sind nach dem Lehrsatze II (M. p. 17) 
fiir die Werthesysteme 


h, = L, ee «Re = is In4a; eee hn 


die » — v letzten mit den v ersten zugleich erfiillt; deutet man die 
Einfiihrung von J, ...1, an Stelle von h, ...h, durch Ueberstreichen 
an, so verlangt also das Mayer’sche Kriterium, dass der Ausdruck 


v v (k) 
1s ’ ‘ = = 
2 “= > Hi? +2 >) Hi fo + 9s 
k=1 k=1 


positiv sei, fiir alle Werthesysteme h,'...h,, welche die v Gleichungen 


a) (») 
= (Hy + fr) +++ ++ ei (Ee +f.) =0 
(¢= 1,2...) 


av, 
oh; 





1 
4 


erfiillen. 
Da aber der Voraussetzung zufolge p 4 +a... yy S 0 ist, so 
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(k) 


kénnen diese Gleichungen nur dadurch erfiillt werden, dass H;’ + f, = 0 
ist fir k = 1,2...v; damit wird aber 


ee —y (2) 
Sym ga (by «+ bay Brngt ++ otha) — >) f(y Dey Inga s+ «Ien)? 
k=1 


d. h. genau jene biquadratische Form der Verinderlichen hy 1... hn, 
welche im Satze VII auftritt. 


Graz am 27. December 1897. 
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Bestimmung aller terniren und quaterniren Collineations- 
gruppen, welche mit symmetrischen und alternirenden Buch- 
stabenvertauschungsgruppen holoedrisch isomorph sind. 


Von 


H. Mascuxe in Chicago. 


Das in der Ueberschrift bezeichnete Problem soll nach folgender 
Methode in systematischer Weise gelést werden. Nehmen wir an, wir 
wiren im Besitz einer Reihe von Collineationen E,, E,,...£, in n 
Variabelen, von denen wir wissen, dass sie eine endliche Gruppe Cy, 
erzeugen, welche mit der symmetrischen Gruppe G;, von Vertauschungen 
von k Buchstaben holoedrisch isomorph ist. Auch soll bekannt sein, 
welchen Buchstabenvertauschungen die einzelnen Erzeugenden F£,, E,,... E, 
entsprechen, Der Kiirze wegen sollen auch diese Buchstabenvertau- 
schungen entsprechend mit E,, E,,... E, bezeichnet werden. Als- 
dann kann man mittelst Hinzunahme eines neuen k + 1'" Buchstaben 
eine Buchstabenvertauschung E,4, angeben, welche mit den Vertau- 
schungen E,, E,,... E, die symmetrische Vertauschungsgruppe Ga +1: 
von k + 1 Buchstaben hervorbringt. Diese Vertauschung E,,, wird 
eine bestimmte endliche Periode besitzen, und auch die Perioden der 
Combinationen FE, E,+;, FE, E£,+4:,...E,E,-+1 werden leicht anzugeben 
sein. Wir setzen nun £,,, mit unbestimmten Coefficienten als Colli- 
neation in » Variabelen an und unterwerfen E,+, fiir sich sowohl, als 
auch in Combination mit den bereits bekanuten Collineationen den 
angegebenen Periodenbedingungen. Diese fiir die Bestimmung der 
Collineation E,+, nothwendigen Bedingungen sind nun miteinander 
entweder vertraglich oder nicht. Im ersteren Falle entsteht dann die 
weitere Frage, ob sie fiir den holoedrischen Ilsomorphismus der Cy +1): 
mit der Ga+1); auch hinreichend sind. Diese Frage, welche tibrigens 
ein Problem der abstracten Gruppentheorie vorstellt, lisst sich, wie in 
§ 1 mittelst eines Satzes von Herrn Moore auseinandergesetzt werden 
soll, in dem Sinne entscheiden, dass sich in der That eine bestimmte 
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Anzahl von Operationen F fiir jedes k stets so wiihlen lisst, dass die 
angegebenen Periodenbedingungen fiir den holoedrischen Isomorphismus 
nothwendig und hinreichend sind. Genau das Gleiche gilt fiir die 
alternirenden Gruppen. Geht man jetzt von den niedrigsten Werthen 
fiir k aus, fiir welche die betreffenden Collineationsgruppen ohne Wei- 
teres angegeben werden kénnen, so fiihrt das auseinandergesetzte Ver- 
fahren successive in allgemeinster Weise zu den Collineationsgruppen 
fiir héhere Werthe von k. 

Ist somit theoretisch eine Methode zur Lisung unseres Problems 
gegeben, so wird es noch sehr fraglich bleiben, wie weit sich dieselbe 
rechnerisch durchfiihren lisst. Hier ist nun insbesondere folgendes zu 
beachten. Durch Einfiihrung neuer Variabelen oder, was auf dasselbe 
hinausliuft, Transformation durch eine beliebige lineare Substitution 
im gruppentheoretischen Sinne, lisst sich jede Collineationsgruppe auf 
unendlich viele Weisen (linear) transformiren. Wir werden zwei Col- 
lineationsgruppen, die sich in einander transformiren lassen, als iden- 
tisch betrachten, und als verschieden uur solche, die sich nicht in ein- 
ander transformiren lassen. Hieraus folgt noch nicht, dass zwei Colli- 
neationsgruppen, welche mit ein- und derselben Buchstabenvertauschungs- 
gruppe holoedrisch isomorph sind, im soeben genannten Siane iden- 
tisch sein miissen. Vielmehr werden wir im folgenden viele Beispiele 
kennen lernen, wo sich zwei derartige Gruppen nicht in einander trans- 
formiren lassen. Es wird nun darauf ankommen, unter allen identi- 
schen Collineationsgruppen in jedem Falle eine soleche zu Grunde zu 
legen, welche in méglichst iibersichtlicher Form erscheint. Dies lisst 
sich erreichen, wenn man die Gruppen durchgingig in die sogenannte 
Hermite’sche Normalform transformirt, wie in § 2 des Niheren aus- 
einandergesetzt werden soll. 


Mit den genannten Hilfsmitteln lisst sich nun unser Problem in 
der That mit einem relativ geringen Aufwand von Rechnung vollstindig 


erledigen. Als besonders bemerkenswerth sei noch erwihnt — man 
ist es sonst in der Mathematik anders gewohnt — dass die zur Be- 


stimmung der C,, und C, erforderlichen Rechnungen im allgemeinen 
rH 
um so einfacher werden, je grésser k ist. 

Eine Zusammenstellung der Resultate fiir die terniren Gruppen 
findet sich in § 7. Hier giebt es fir k —4,5,6 immer nur je eine 
Ch. und C;:. Die erst in neuerer Zeit entdeckte C; x erscheint hier 

2 : z : 
in einer besonders einfachen und iibersichtlichen Gestalt (43). 

Fiir quaternare Gruppen sind die Resultate am Schluss der Arbeit 
zusammengestellt, Die Anzahl der von einander verschiedenen Grup- 
pen ist hier wesentlich grésser. In Uebereinstimmung mit den Resul- 
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taten der Untersuchungen von Herrn Wiman*) ergiebt sich, dass keine 
quaterniren C; * fiir k > 7, und keine C,, fiir k > 6 existiren kénnen. 
5H 


$1. 
Auseinandersetzung der Methode. 


Es kommen hier zuniichst in Betracht zwei Siitze der abstracten 
Gruppentheorie, welche Herr Moore in seiner Arbeit**) ,,Concerning 


the abstract groups of order k! und sh! holoedrically isomorphic with 
the symmetric and the alternating substitution-groups on k letters“ 
als Theoreme A und B entwickelt hat. 


Theorem A: Die abstracte Gruppe, welche definirt ist durch die 
k—1(k> 1) erzeugenden Operationen 


B, (4=1,2,...k—1), 
zwischen denen die Relationen bestehen: 


(1) at Quth:..8+®, 

(2) Gh Pat «1,%...8—4, 
intt...b—9 

¢€ f De es ’ 

(3) at Chie woe 


ist von der Ordnung &! und ist holoedrisch isomorph mit der symme- 
trischen Vertauschungsgruppe von k Buchstaben. 
Theorem B: Die abstracte Gruppe, welche definirt ist durch die 
k = 2(k > 2) erzeugenden Operationen 
E, (A4=1,2,...k— 2), 
zwischen denen die Relationen bestehen : 


(4) Eioi, jal @=2,8,...k—9%), 

(5) (E,E,y:3—1 (4=1,2,...% —3), 
te oe 

(6) (HP = 1 Matos yee 


ist von der Ordnung 1k und holoedrisch isomorph mit der alterniren- 


den Vertauschungsgruppe von & Buchstaben. 

Ich kniipfe zuniichst an das Theorem B an. Nimmt man in der 
Buchstabenvertauschungsgruppe EF, = (123) = (12)(13), FE, —(12)(34), 
E, = (12) (45), ... Hy = (12)(4+ 1,442), ... Bee = (12) (k —1, kh), 
so sieht man, dass hierfiir die Bedingungen des Theorems B erfiillt 
sind; diese E’s erzeugen also zunichst die G; ve Hat man k— 2 

*) A. Withan ,,Note iiber die Vertauschungsgruppe von acht Dingen‘* und 
»Note iiber die symmetrischen und alternirenden Vertauschungsgruppen von 
n Dingen“, Géttinger Nachrichten, 1897, Heft 1 und 2. 

**) E. H. Moore, Proceedings of the London Math. Soc., vol. XXVIII, No. 597. 
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Collineationen EF, welche denselben Bedingungen gentigen, so erzeugen 
diese also eine der Gi 7 holoedrisch isomorphe C, i Man geht jetzt 
2 2 
zur C, — iiber, indem man, wenn mdglich, eine weitere Collinea- 
E 4 
tion E,_, bestimmt, welche im Verein mit den bereits vorhandenen 
E’s wiederum den Bedingungen des Moore’schen Satzes (fiir k + 1 
statt k) geniigt. 
Die Handlichkeit des Moore’schen Theorems gerade fiir die vor- 
liegende Untersuchung besteht nun darin, dass bei einer weiteren Aus- 


dehnung von C; m auf C, ee immer nur eine (die letzte) Erzeugende 
5 5 


neu zu bestimmen ist, und dass das mit Hinzunahme des neuen E 

erhaltene System der FE, alsdann wiederum als Grundlage zur Er- 

weiterung auf C, ; mittelst einer einzigen neuen Collineation E dient. 
= 


k-+2)! 
Wir haben demnach zur Bestimmung der ,,alternirenden Collinea- 
tionsgruppen‘* — dieser Ausdruck, sowie der entsprechende ,,sym- 


metrische Collineationsgruppen“ mége im folgenden statt des liingeren 
,Collineationsgruppen, welche alternirenden (resp. symmetrischen) Buch- 
stabenvertauschungsgruppen holoedrisch isomorph sind“ angewandt 
werden — folgendes einfache Verfahren zu befolgen: Man gehe aus 
von einer Collineation E,, welche die Periode 3 besitzt — diese liefert 


mit ihren Potenzen die G, ae und bestimme eine neue Collineation 
2? 


E, von der Periode 2, so dass (E, E,)> = 1. Dann erzeugt EF, und E£, 
die alternirende C, - (Tetraedergruppe). Nun bestimme man FE, von 
2 


der Periode 2 so, dass (EZ, E,)* = 1, (£,£,)’ = 1; alsdann erzeugen 
E,, E,, E, die alternirende C; ™ (Ikosaedergruppe). Bestimmt man 
2 


ferner E, von der Periode 2 so, dass (£,E,)? —1, (£,£,)?=1, 
(E, E,)* = 1, so erzeugen E,, E,, E,, E, die alternirende Ci 4 ete. 
2 


Was die symmetrischen Gruppen anbetrifft, so gelangt man zu 
denselben, statt sie mittelst des Theorems A abzuleiten, in einfacher 
Weise von den alternirenden Gruppen aus. Wenn niamlich eine alter- 


nirende C; ,, bereits bekannt ist mit Z,, E,,... Ey» als erzeugenden 
2 


Collineationen, so erhailt man hieraus die symmetrischen C,, durch 
Hinzuftigung einer weiteren Collineation F von der Periode 2, welche 
den Bedingungen (E,F)? = (Z,F) =—-.-- = (K_2:F)?=1 geniigt. 
Um dieses zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dass aus den 
E,, E,,...Ex-2, F sich k — 1 Collineationen B,, ... By_1 ableiten 
lassen, welche den Bedingungen des Theorems A geniigen, und welche 
so beschaffen sind, dass sich aus ihnen riickwirts die 
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E,, B,, ... Kes, F 

ableiten lassen. Ich setze: 

FoB,, E,F=B,, E,F=—B,,... h»F— Bex, 
so sind zunichst unmittelbar E,, Z,,...Ex-2, F aus B,, B,,... Ber 
ableitbar. Die Bedingungen (1) sind laut Annahme erfiillt, und die 
Richtigkeit von (2) und (3) lasst sich leicht beweisen. 

In der Buchstabenvertauschungsgruppe kann man z. B. F' = (12) 

nehmen, wihrend wie vorher 

E, = (123), E, = (12) (34), ... Ey» = (12) (k—1, k). 
Alsdann wird 

B, = (12), D, = (23),... By = (4,4+1),... Bra = (K—1, &). 


§ 2. 
Die Hermite’sche Normalform. 


Die Substitutionen einer jeden linearen Substitutionsgruppe G in 
nm Variabelen zg; von endlicher Ordnung lassen, wie Herr Moore be- 
wiesen hat*) eine positive Hermite’sche Form 


(7) > on eits (p= On; 1,h—=1,2,..,m) 

i,k 
ungeindert, und durch Transformation der Gruppe kann stets erreicht 
werden, dass (7) die einfache Form 
(8) #2, + 29% + +++ + enka 
aunimmt, Hierbei soll, wie auch sonst iiblich, durch eine mit einem 
horizontalen Strich versehene Grésse ihr conjugirter Werth bezeichnet 
werden. Die specielle Form (8) wollen wir die Hermite’sche Normal- 
form nennen, und von einer Gruppe, fiir welche diese Normalform 
ungeiindert bleibt, wollen wir der Kiirze wegen sagen, sie sei auf die 
Hermite’sche Normalform reducirt. 

Andererseits lisst sich nun G@ stets so transformiren, dass irgend 
eine beliebig aus G herausgegriffene Substitution S in die kanonische 
Form 
(9) By = Ay 8, By HAL, 2 Bi AGB, .. . Bn An Sn 
tibergeht, wobei die Coefficienten 4; nicht nothwendig von einander 
verschieden zu sein brauchen**). Bei der so transformirten Gruppe 


*) E. H. Moore, A Universal Invariant for Finite Groups of Linear Substi- 
tutions: with Application in the Theory of the Canonical Form of a Linear Sub- 
stitution of Finite Period. Math. Ann, Bd. 50, p. 213. 

**) Vgl. H. Maschke, Die Reduction linearer homogener Substitutionen von 
endlicher Periode auf ihre kanonische Form. Math, Ann. Bd. 50, p. 220. 
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wird eine positive Hermite’sche Form H’ = 2 «a;, 2;%, invariant bleiben. 
Da insbesondere auch S (9) die Form H’ in sich selber iiberfiihren 
muss, so folgt sofort, dass alle diejenigen Coefficienten a,,, verschwinden 


miissen, fiir welche 4,+-4,. Sei andererseits Am,, Am,» ..~- Am, eine 
Gruppe von untereinander gleichen Coefficienten, so wird sich durch 
lineare Transformation der Variabelen 2m,, 2m,,..- 2m, derjenige Theil 


von H’ welcher nur diese Variabelen enthilt, also 

Dan ee (i, k= m,, m,,... mM) 
in die Normalform @(4m,~m, + ° +--+ £m,2m,) tiberfihren lassen, wenn 
wir die neuen Variabelen wiederum mit 7 bezeichnen, wihrend gleich- 
zeitig die Substitution S (9) ungeindert bleibt. In dieser Weise sieht 
man, dass man, ohne S zu dndern, die Gruppe G@ so transformiren 
kann, dass die bei ihr invariant bleibende Hermite’sche Form in 
2B: 2:2 tibergeht. Endlich kann man durch Multiplication der 
Variabelen mit geeigneten Factoren bewirken, dass alle Coefficienten 
Bi; = 1 werden. Da auch hierdurch S nicht beeinflusst wird, so ist 
hiermit der fiir die spiitere Anwendung fundamentale Satz*) bewiesen: 

Man kann jede lineare Substitutions- (oder auch Collineations-) 
gruppe G von endlicher Ordnung stets so transformiren, dass 

1) eine beliebig aus G herausgegriffene Substitution S in 
der kanonischen Form, 

2) die Gruppe selbst in der Hermite’schen Normalform 
erscheint. 

Liegt eine lineare Gruppe G in der Hermite’schen Normalform 
vor, so lasst sich ein auf die Coefficienten der einzelnen Substitutionen 
beztiglicher wichtiger Satz beweisen. Sei die folgende Substitution S 
in G@ enthalten 


(10) ai = Sans (i=1,2,...m), 

so folgt inl 
>(z ie &e oe Gik ns) = > aii, 
i=1 \e=1 k=1 at 


eine Gleichung welche identisch fiir alle Werthe von ¢ erfiillt sein 
muss. Hieraus ergiebt sich ein System von m? in den mn? Grdéssen 
a;, und a, linearen Gleichungen. Bezeichnet man die Determinante 
der z in S mit A — dieselbe wird stets als von Null verschieden 


*) Die hiermit bewiesene Mdglichkeit der genannten doppelten Normali- 
sirung einer beliebigen endlichen linearen Substitutionsgruppe ist auch an sich 
interessant. Herr Moore machte mich darauf aufmerksam, dass dieselbe auch 
ohne Weiteres aus der Art und Weise folgt, in welcher er in seiner oben ge- 
nannten Arbeit die Reduction auf die kanonische Form bewerkstelligt. 
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vorausgesetzt — und die Unterdeterminanten der Coefficienten a;, mit 
A;, so folgt 

A. ay = Aix (, Ko 1,2...0). 
Ist A = 1, so haben wir 
(11) An =Gj, din = Ay 
und somit den Satz: Ist eine endliche Gruppe linearer Substitutionen 
mit den Substitutionsdeterminanten + 1 auf die Hermite’sche Normalform 
reducirt, so ist jeder Coefficient gleich dem conjugirten Werth seiner 
zugehorigen Unterdeterminante. 


§ 3. 
Ternare Collineationen von der Periode 2 und 3. 


Kine ternire Collineation A ist durch die Formel gegeben 
3 
(12) ee = Dian (i=1,2,3). 
k=1 


Da es auf den Werth des Proportionalitiitsfactors @ nicht weiter 
ankommt, kann man die Determinante der Coefficienten stets = 1 
setzen, also 


(13) | dix | =], 


Die lineare Substitution, welche man aus (12) fiir @ = 1 erhilt, soll 
durch A, bezeichnet werden 


8 
(14) A,: #3 = >'ane (i= 1, 2,3). 
t=1 
In gleicher Weise soll auch spiiter z. B. E;,, die aus der Collineation 


E; fir @ = 1 hervorgehende Substitution bezeichnen. 
Reducirt man A auf die kanonische Form 


(15) 02, = 4,2, O2. = Aye, Qs = Ages, 
so sind 4,, 4,, 4, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
ay, — A, A325 a3 
(16) G45 Ay, — A, G3 = 0. 
34» G32) dg, — A 


Da A, wie wir es annehmen, von endlicher Periode ist, so sind 4,, 4,, A, 
Kinheitswurzeln. Aus (16) folgt 


(17) A, + a, + a3 = A, + A, + Ay, 
und ferner in Verbindung mit (13) 
(18) A,a,d, = 1. 


ag 
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Soll nun die Collineation A die Periode 2 haben, so folgen aus (15) 
und (18) fiir 4,, 4,, 4, in irgend welcher Ordnung die folgenden Werthe 
Ai, 4g, 45 = —1,—1, +1 oder —e, —e, +8, 
wo € eine imaginire dritte Einheitswurzel bedeutet. Hieraus ergiebt 


sich fiir die Summe der Diagonalcoefficienten von A, die fortan mit 
D*) bezeichnet werden soll in Folge von (17) 


(19) entweder D = — 1, 
(20) oder D=—e, 


Im Falle (19) ist nun A,?=1, d. h. der Identitét gleich, wahrend 
im Falle (20) erst A,6==1, und A, jede der Variabelen mit einer 
imaginaren dritten Einheitswurzel multiplicirt, was durch A,? = « an- 
gedeutet werden soll, Wir haben demnach zwei Typen ternirer 
Collineationen der Periode 2 zu unterscheiden: 


Typus I: A?=1, D=—-1; 
Typus ll: AZJ=e, D=—e. 


Bilden wir nun A,—', so ergiebt sich 


3 
ai = > Anite (i= 1,2,3). 
k=1 


Fiir den Typus! ist nun A,'=4A,, folglich A,; =a, fiir den 
Typus II ist A,’ = A,’ = ¢A,, folglich Ay; = ¢a;.. Nimmt man A 
in der Hermite’schen Normalform an, so ist nach (11) Az; = G;, also 
muss sein fiir den TypusI a; = 4@;,, fiir den Typus II aj; = e@:; 
insbesondere auch a;; = a@;;, d. h. aj; reell, resp. aj, = ea;;, d. h. ai 
gleich einer mit ¢ multiplicirten reellen Grésse. Der letztere Fall 
lisst sich durch Multiplication simmtlicher Coefficienten mit ¢ auf den 
ersten reduciren, ist also als Collineation mit ihm identisch. Hiermit 
ergiebt sich folgender Satz: 

Die Coefficienten einer jeden terniren Substitution von der Deter- 
minante 1 und der Collineationsperiode 2, welche an einer endlichen 
auf die Hermite’sche Normalform reducirten Collineationsgruppe Theil 
nimmt, sind durch die folgende Matrix gegeben (‘Typus 1): 


a, Ww, v | 
(21) w, b, wi, 
e* & €¢ | 
(22) (a, b,c reell; a+b+c=— — 1), 


*) Herr Valentiner (De endelige Transformations-Gruppers Theori, Kopen- 
hagen 1889) operirt viel mit dieser Grésse, Sie ist eine, und zwar die einfachste, 
Invariante der Collineation, 
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oder durch dieselbe Matrix, worin jedoch jeder Coefficient mit einer 
und derselben imaginaren dritten Kinheitswurzel multiplicirt erscheint 
(Typus II), was durch 

a, Ww, | 


angedeutet sein moge. 

Zwischen diesen Coefficienten besteht nun ausserdem noch eine 
Reihe von Relationen, welche erhalten werden, wenn man die Elemente 
einer Reihe mit den Unterdeterminanten derselben oder einer anderen 
Reihe multiplicirt, Dies giebt mit Beriicksichtigung von (11) und (13) 


a+ vw +wwv—1, (a+b)w+uv =0, 
b+ ww+ ut =—1, (b+chu+vow =0, 
e+ uu+ vo =—1, (c+a)v +wu=0, 


woraus man leicht die folgenden Gleichungen ableitet 


(23) uvw = (1+a) (1+ 6) (1+¢), 
ut = (14d)(1+¢), vd—=(1+e(1+a), wi —=(14+a)(148). 
Es ist haufig von Wichtigkeit, einige der nicht in der Diagonal- 
reihe stehenden Coefficienten reell annehmen zu kénnen. Dies kann 
in vielen Fallen durch folgende Transformation erreicht werden, die 
auch fiir quaternire Collineationen des 6fteren angewandt werden soll. 
Man ersetze allgemein 


(24) Rj durch Pik i= i. o- -”), 
wo die p; complexe Gréssen vom absoluten Betrage 1 sein sollen 
(also p;p;—=1). Eine derartige Transformation soll kurz p-Trans- 


formation genannt werden. Bei derselben bleibt die Hermite’sche 
Normalform (8) invariant, (10) dagegen geht iiber in 


(25) ai -)'> aint, (i=1,2,...0). 
k=1 


Man sieht nun ohne Weiteres, dass sich p; : p; so wihlen lisst, dass 
der neue Coefficient a aie reell, und, wenn man will, auch positiv 
wird. Ist, wie in (21) ins = Gx, so bleibt diese Relation auch zwischen 
den transformirten Coefficienten ae und > dx; bestehen, wahrend 
die Diagonalterme iiberhaupt nicht geaindert werden. 

Was nun die Collineationen von der Periode 3 anbetrifft, so 


ergeben sich fiir die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen 
folgende Méglichkeiten 






| 


—s 
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(26) Ay, Ao, 4,= 1,8, &*; D=0, 
oder 
(27) Ay, 4g, 45 = 9, 9,7; D= 4(2+7)), 


wo » eive eigentliche neunte Hinheitswurzel darstellt. Weitere Glei- 
chungen zur Bestimmung der Coefficienten erhilt man aus der Ver- 
gleichung der Coefficienten von A,’ mit denen von A,—', wo wiederum 
A;; = @; nach (11). Es wire zwecklos, diese Bestimmung hier all- 


gemein durchfiihren zu wollen; sie fiihrt in den auftretenden Fillen 
rasch zum Ziel. 


§ 4. 
Die ternire C, . (Tetraedergruppe). 
2 


Jede terniire Collineation von der Periode 3 lisst sich, wie soeben 
gezeigt, auf eine der beiden Formen 


(28) E, : 92; = 4%, 04 = &2,, O23; = 2s, 
oder 
(29) Ey: 94; = 2,, Q2. =N%Z,, Qf; = 1'2, 


transformiren. Zugleich erzeugt E, mit ihren Potenzen, sowie E,' je 


eine Ci, Diese beiden Gruppen sind in dem oben definirten Sinne 
2 


von einander verschieden, denn zwei Collineationen S und T inn 
Variabelen sind dann und nur dann in einander transformirbar , wenn 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung von S, gleich denen von 
T, sind, multiplicirt mit einem und demselben Factor, der nur eine 
n Einheitswurzel sein kann. Wir haben hiermit ein erstes Beispiel 
vor uns fiir den Fall, dass zwei Collineationsgruppen einer und der- 
selben Vertauschungsgruppe (G: s:) holoedrisch isomorph sind, ohne 
2 


in einander linear transformirbar zu sein. Aehnliche Beispiele treten 
bei den biniiren Gruppen noch nicht auf. 
Gemiss der in § 1 auseinandergesetzten Methode erhalt man jetzt 
alle méglichen verschiedenen Tetraedergruppen C1 4 Wenn man Col- 
2 


lineationen E, bestimmt, welche den Bedingungen 


(30) Ei =1, (££, =1, 
und E,', welche den Bedingungen 
(31) Ey?=1, (E/E —1 


geniigen. Ich zeige zuniachst, dass die Bedingungen (31) nicht erfiillt 
werden kénnen. £,’ (29) nimlich ist eine perspectivische Collineation, 
aber auch EL,’ ist perspectivisch, da EF,’ als Collineation von der 
Periode 2 zu Wurzeln der charakteristischen Gleichung — 1, — 1, +1 
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hat. Sei nun A der bei £,’, B der bei EZ, mit allen hindurchgehen- 
den Geraden invariant bleibende Punkt. Alsdann muss die Verbindungs- 
gerade von A und B (im Falle, wo A und B zusammenfallen, jede 
Gerade durch A) bei E,’E,' invariant bleiben, Wahlen wir diese 
Gerade als 2, = 0, so ist in Ey: 2, = e2, und in Ey: 2, = — 2, 
wobei die Determinanten von E,,, und Ey’, +1 sind. Bildet man 
jetzt (Ey, , Dg; ,)® so erhilt man zunichst z,’—=— ¢2,, und da (E,’ E,’)=1 
sein soll, so folgt 2,’ = — é2,, 2,°— —eé2z,. Hier ist aber die Sub- 
stitutionsdeterminante — 1, was einen Widerspruch liefert. Also ist 
(31) auszuschliessen, d. h. E, darf nicht in der Form (29) voraus- 
gesetzt werden. 

In der ferneren Bestimmung alternirender Collineationsgruppen 
treten Collineationen von der Periode 3 nur auf als (E, Fas.) (5). 
Dieser Collineation entspricht in der Buchstabenvertauschungsgruppe 
die cyklische Vertauschung (4-+-1, 4+3, 4+2), und da diese durch 
Substitutionen der Gruppen auf EH, = (123) transformirbar ist, so 
muss auch die Collineation (H, E,4:) auf FE, transformirbar sein. 
Folglich kann auch bei keiner der in der weiteren Untersuchung auf- 
tretenden Collineationen der Periode 3 der Fall (27) eintreten; wir kinnen 
also iiberali die Bedingungen (26) voraussetzen. 

Wir bestimmen nun, nachdem wir £, in der Form (28) angenom- 
men haben, EF, gemiiss den Gleichungen (30). Wir setzen zuniichst 
fir E, die Matrix der Coefficienten (21) an, wo ausserdem die Be- 
dingungen (22) und (23) erfiillt sein miissen. Fir E,E, erhalten wir 
alsdann die Matrix 
SS )} 


E,E,=|ew, «é&b, eu 








ev, eu, ec 

Da hier die Periode 3 sein soll, so folgt aus (26) 
a+eb+ c=, 

was in Verbindung mit (22) ergiebt: 

1 


a=b=c=—-- 


Durch p-Transformation (24) kann man, ohne £, zu andern, in EL, 


v und w reell und positiv machen. Also folgt aus (23)u—v=w=-—- 
Hiermit ist 


—1, 2, 2 
E,=+-| 2, —1, 2 
. i «1 








eindeutig bestimmt. 











264 H. Mascaxe. 


Wir verificiren nun leicht, dass E, EZ, in der That die Periode 3 
besitzt. Also erhilt man als eingige ternire Tetraedergruppe die 
folgende 


| E,=(123)| BE, = (12) (84) 





’ 1 
Q%; a ay x (41 +22. 4225) 
(32) 
os, =| EZ, 


+( 22,— £,-+225) 


, 1 
e2, =| £725 5 ( 24,+22,— 3) | 5 





Transformirt man diese Gruppe durch Einfiihrung der neuen Variabelen 
V3%,—=%4+ M+ 43, 

(33) V3 ay = &, + 88, + &8y, 
V3 x, = 2, + 82,4 €2;, 

so erhalt man die einfachere Form 


|B | & | 

(34) ox, =| i, | 
ery =| Tz | — %% 
Q%, =| 2, | — &; 


Auch auf diese Form lasst sich demnach jede ternire Tetraedergruppe 
transformiren. 


§ 5. 


Die ternire C, . (Ikosaedergruppe). 
2 


Wir gelangen zur Ikosaedergruppe, wenn wir zu den in § 4 ge- 
wonnenen Collineationen EF, und E, (32) eine Collineation EZ, hinzu- 
fiigen, welche den Bedingungen E,? = 1, (E, E,)? =1, (£,£,)>=1 
geniigt. Wir setzen also EZ, in der Form (21) an. Die Bedingung 
(£, E,)? = 1 ergiebt: 
entweder 

be=c=0, a=—1, 
woraus sofort nach (23) 


o=w=0, sti—l 
folgt, also 


(35) Ey: 92; = — 2, Q%, =UsZ3, Qf; =Ue, 
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oder 
a=c=0, J=—l1, 
woraus sich ergiebt 


E,' : 02, = V5, 02, = aanaes 2a) 025, = Va, 
oder endlich, fir a=—=b=—0,c=——1, 
E,": 92; = We,, Q%, = We, Qf; = — 2%. 


Diese drei Falle sind aber nicht wesentlich von einander verschieden. 
Durch eine cyklische Vertauschung der Variabelen z,, 2, 2, (d. i. eine 
lineare Transformation der Gruppe) gehen niaimlich EF, und EF, in sich 
selbst, E, aber in E,’ resp. E,” tber. Also geniigt es, wenn wir fiir 
E, die in (35) so bezeichnete Collineation wihlen. Es muss nun noch 
der Bedingung (E,E,)' = 1 geniigt werden. Man erhilt fiir E,E, 
die Diagonalsumme 


D= + (14+2u+2%), 


und da dieselbe Null sein muss, so folgt u-+u— — ; - Anderer- 
seits ist uu = 1 also 


(36) w= (—1+i75)- 


Man iiberzeugt sich nunmehr — am einfachsten durch die am Ende 
des §3 angegebene Methode: A* — A-! — dass E,E, in der That 
von der Periode 3 ist. Welcher der beiden Werthe von wu in (36) 
genommen wird, ist gleichgiiltig In der That sind die mit FE, und 
E,, wo in E, der eine, in FE, der andere Werth von w genommen 
wird, gebildeten Ikosaedergruppen durch die Vertauschung (¢,2,) auf 
einander transformirbar. Hierdurch geht namlich EZ, in E,’ iiber, LE, 
bleibt ungeiindert und FE, geht zwar in E,? iiber, doch kann E,? 
ebensogut als E, als erste erzeugende Collineation genommen werden. 

Demnach erhiilt man als einzige terniire Ikosaedergruppe die folgende 


|Z, =(123)|  E, = (12) (34) [B= a2) (45)| 














| 
9%, = * )2(— 4,424,424), =—& | 
(37) ; | 1 
4% = EZ, ru 22,— #-+22;) A, 25 
, 1 
= &° fs x ( 24,+24,— 45) Ay Bo 
\ 
wo 


(88) a4 —+(—-14i715), 4,= 7(-1—iy iB). 
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Durch die Transformation (33) geht diese Gruppe iiber in 








[%| % | B, | 
Or, = | X, x | 5 (= 2) + bate + i, 2») 
(39) i 3 
O2, = | % | — % zy (Het +H, %,— 4s) 
9%; =| x, | — 2; 3 (ea Ly fy X3) 
wo 
(40) wu =5(-14+/5), » =>(-1—-Y5). 


Die Gruppe erscheint hier in reeller Form, und da sie gleichzeitig auf 
die Hermite’sche Normalform reducirt ist, so sind ihre Substitutionen 
orthogonal. 


§ 6. 
Die ternire C, a Unmoglichkeit einer C, ne 
2 ¥ 


Um ternire C; oy 2a finden, haben wir E, so zu bestimmen, dass 
sj 


(41) EP? = (£, L,Y = (£, 24," =1; (£,£,)' = 1 
wird, wo E,, E,, E, in (37) gegeben sind. Nun ist bereits in § 4 
gezeigt, dass jede Collineation E,, welche den beiden ersten Bedingungen 
(41) geniigt, von der Form sein muss 
(42) Ofa = — a, Of; = WZ, O%, = MEFs, 
wo a, B, y in irgend einer Reihenfolge mit 1, 2,3 itibereinstimmt und 
o@ = 1 ist. Bildet man nun in E, E, die Diagonalsumme, welche 
wegen (E, E,)? =1 entweder — 1 oder — ¢, — & sein muss, s0 
findet man fiir alle Werthe von a, B, y 
1 “ 

D=; (1+2a+20), 
und da dies als reelle Grésse nur = — 1 sein kann, so folgt a+ a@——2 
also wegen @©@ = 1,0=—-H—— 1. 

Untersucht man endlich E,£,, so sieht man sofort, dass der Fall 
a=1, B=—2, y=3 auszuschliessen ist, da hier E, EZ, tiberhaupt 
keine endliche Periode ergiebt. Dagegen liefert sowohl 
in iil 0%, = — fy, Qf, =—%, 0%; = — fs, 

O%, == — %, Q2, =— 2%, Of; = — 2% 
mit E, combinirt, die Periode 3. Welche dieser beiden Collineationen 








(43) 























Symmetrische und alternirende Collineationsgruppen. 267 


hier als E, genommen wird, ist gleichgtiltig, da die aus E,, E,, E,, E, 
mit beiden Werthen von FE, gebildeten Gruppen durch die Vertauschung 
(2; 2) %,) in einander transformirbar sind. 
Wir erhalten demnach als einzige terniire C, . *) die aus den folgen- 
2 


den Erzeugenden gebildete Gruppe 





| E, =(123)| E,=(12) (34) |Z, =(12) (45)| E, = (12) (56) 
443) 04, = 8 + (—4#,+22,+24,) — 4 — & 
2, = &2, = ( 22,— %+22,) A, és — 4, 
024, = | 82, 5 ( 22,+22,— 2s) Ay 2 — & ’ 














wo 4,, 4, in (38) gegeben sind. 
Transformirt man durch (33), so gehen E,, E,, E, in die in (39) 
gegebene Form iiber, wihrend an Stelle von E, folgende Collineation tritt: 


. , oak , ‘ 
Ey: 9% =—%, Q# =— 8%, Q%, = — £4. 
Versuchen wir nun, durch Hinzufiigung einer FE, zur C, 7 
Ey 


gelangen, so scheitert dies an dem Umstande, dass jede Collineation E, 
die den Bedingungen E? = (E, E)? = (£,E)* = 1 unterworfen ist, 
von der Form 
Ofa = — fa, QR = —- By, Oy = — he 
sein muss, wie soeben gezeigt. Jede derartige Collineation, also auch 
die zu bestimmende EF, liefert aber, wie wir ebenfalls gesehen haben, 
mit E, combinirt entweder tiberhaupt keine endliche Periode, oder die 
Periode 3, in welch letzterem Falle wir zur E, gelangten. Da(E, E,)?=1 
sein soll, so ist die Bestimmung einer unseren Bedingungen geniigen- 
den E, ausgeschlossen. Terniire Collineationsgruppen, welche einer 
alternirenden Buchstabenvertauschungsgruppe Gi m holoedrisch iso- 
5 hi 


morph sind, existiren daher fiir k > 6 nicht. 


*) Betreffs dieser Gruppe cf. H. Valentiner, De endelige Transformations 
Gruppers-Theori. Kopenhagen 1889, pag. 192—198, und A. Wiman, Eine einfache 
f Gruppe von 360 ebenen Collineationen. Math. Ann. Bd. 47. Eine von der 
Wiman’schen Abhandlung unabhingige Darstellung der Gruppe ist von Mr. Brown 
ausgearbeitet worden, und wird demniichst als Dissertation der Chicagoer Uni- 
versitaét erscheinen. 
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§ 7. 


Die terniren symmetrischen Gruppen. Schlussbemerkung iiber ternire 
Gruppen. 


Gemiiss den Erérterungen des § 1 haben wir zur Bestimmung von 
symmetrischen terniren C;, eine Collineation F’ zu finden, welche den 
Bedingungen F? = (E, F’)? = 1 geniigt. Hier kénnte nun £, in der 
bisher ausgeschlossenen Form LE,’ (29) vorausgesetzt werden. Allein 
der in § 4 fiir die Unméglichkeit der Relationen E,'* = 1, (E£,’ E,/)}=1 
gegebene Beweis zeigt ebenfalls die Unméiglichkeit der Relationen 
F? = 1, (EZ, F)? =1, wie man sich leicht iiberzeugt. Also kénnen 
wir auch hier EF, in der Form (28) voraussetzen. Den Bedingungen 
F? = 1, (E, F)? = 1 wird nun, wie bereits bewiesen, in allgemeinster 
Weise geniigt, wenn man fiir F die in (42) angegebene Collineation 
nimmt. In dieser Form ist E, (43) enthalten. Die Collineationen E£, 
und E, erzeugen demnach eine C3,. Fiihrt man — waz, fiir zg in (42) 
als neue Variabele ein und wendet eine geeignete Vertauschung von 
21, 29, 2, an, so zeigt sich, dass jede C3, sich auf die aus E, und E£, 
erzeugte Gruppe transformiren lisst. 

In gleicher Weise erzeugen E,, E,, F in allgemeinster Weise eine 
Cx, (Octaeder), wenn man fiir F die in (43) angegebene Collineation 
nimmt, Auch diese Gruppe liasst sich unmittelbar (durch geeignete 
Vertauschung der z) auf die aus E,, E,, E, erzeugte transformiren. 

Aus denselben Griinden endlich, die in § 6 entscheidend waren 


fiir die Nichtexistenz einer C; ‘ folgt, dass eine ternire C;, unméglich 
¥ 


ist. Die ternaéren symmetrischen Collineationsgruppen fiihren also tiber 
die schon im binaren Falle existirende Octaedergruppe nicht hinaus. 

Folgendes ist demnach das Resultat der vorangegangenen Unter- 
suchung iiber ternire Gruppen. 


Jede terniire Collineationsgruppe C1 ww? Cx, welche einer alterniren- 
2 


den oder symmetrischen Buchstabenvertauschungsgruppe von k Buch- 
staben (k > 2) holoedrisch isomorph ist, lasst sich auf eine der folgenden 
Collineationsgruppen linear transformiren: 


Zwei a 5, erzeugt aus E, resp. E,' (29); 
Eine “ - (Tetraeder) _,, » <,, E,, (32) oder (34); 
Eine C 1 gy (Ikosaeder) _,, » #,, E,, E, (37) oder (39); 
Kine C1, . » £,, E,, B,, Ey, (43); 
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Eine C3, erzeugt aus E,, E,; 
Eine C,, (Octaeder) _, » 4, BE, %, 
wo die Collineationen E,, E,, E,, E, in (43) gegeben sind. 


§ 8. 
Quaternire Collineationen von der Periode 2 und 3. 


Kine quaternire Collineation A ist durch die Formel gegeben 


a 
os = Sane (i=1,2,3,4). 
k=1 


Wie in §3, dem wir uns iiberhaupt in der Bezeichnungsweise an- 
schliessen, nehmen wir auch hier die Determinante |a;,| = 1 an, und 
bezeichnen die Substitution 


4 
i= Dane (i=1, 2,3, 4) 
k=1 


mit A,. Nennen wir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von A A,, dy, 45, 4, so ergiebt sich die Diagonalsumme 


D = Ay, + qq + Ogg + yy = Ay + AQ + Ag + AY, 
A,A, Aya, = 1. 
Soll jetzt A die Periode 2 besitzen, so erhalten wir folgende 
Moglichkeiten : 
Ay, Ay, 43, 4g = 1, +1, —1, —1; D=O: Typus Ia, 
(44) » » » » =i, ti, Fi, Fi; D—O: » Ib, 


= @ @, o,—a; D=2a: , Ii, 


und 


” ” ” ” 
wo @ eine eigentliche achte Einheitswurzel bedeutet. 
Fiir den Typus [a ist 
AZ =1. 
Setzen wir nun wiederum unsere Gruppen in der Hermite’schen Normal- 
form, also die Existenz der Gleichungen (11) voraus, so folgt ganz 
wie in §3 aus A,-! = A, 
(45) Ani = Aix, 
also a,; reell. 
Fiir den Typus [b ist ; 
Aj=1, AZ =-—1, also A,’ = AS =—A,. 
Hieraus folgt 
(46) Ai = — Aix, 
also a;; rein imaginiir. 
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Fiir den Typus II ist 
AS=1, 4f=—1, 47=+i, also A= AJ=+iA,, 
woraus folgt 
Ani = 1 tai, 
also a;; gleich einer mit  multiplicirten reellen Grosse. 
Der Typus Ia ist somit durch folgende Matrix gegeben 


|@, 6, v0, w 
+ & & 2 
(47) S F & FF 
w, 3, t, d 
wo 
(48) a,b,c,d reell, at+b+c+d—0. 


Ferner bestehen wegen Ay = ax 


(49) 4 Gleichungen, deren erste lautet a? + uu + v9 + ww—1, 
(50) 6 ” ” ” ” (a-+b)u +vr+ ws =0. 
Den Typus Ib erhiilt man aus Ia, wenn man in der Matrix (47) 
jeden Coefficienten mit + i multiplicirt, wihrend (48), (49), (50) be- 
stehen bleiben. 
Den Typus II endlich erhilt man durch Multiplication simmtlicher 


Coefficienten der Matrix (47) mit m. An Stelle von (48) ist dabei zu 
setzen 


a,b,c, d reell, a+b+c+d=—+2. 
Was ferner Collineationen von der Periode 3 anbetrifft, so werden 
hier die verschiedenen Typen in folgender Tabelle zusammengestellt. 











Typus = | oD | 48 A2 

7 = 

a ip hk =e OT he Lay A> 
Ried! «k «-—, a «<t hae 
Ie| +i, +4, +e, tie) +i |tiliar 

(51) Ila & é, e?, e | —2 +1| A,-? 
IIb| —se, —e, —e&, —e) +2 —1| —A,> 


Ie | +és, tis, tie, tie) 42) |+iltia- 








Illa 1, &, é, é| 3e+1 |+41) A, 
mai +1, ~<a ~<a <2 |—Gee2) |—1] —4-* 
IIe | +3, +%e, +e, tie | 6Ge+)) +%4|+71A--! 











Hierin sind in der zweiten Collonne die verschiedenen Mdglichkeiten 
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fiir die Werthe der Wurzeln der charakteristischen Gleichung von A 
in irgend welcher Reihenfolge, in der dritten Colonne die Diagonal- 
summen gegeben. Die in der vierten Colonne befindlichen Zahlen 
geben die Factoren an, womit die Substitution A,*® jede der vier 
Variabelen z multiplicirt. In der letzten Colonne bedeutet z. B. die 
auf den Typus Ic beziigliche Grésse +-7A,—!, dass die Coefficienten 
von A,’ gleich den mit + 7 multiplicirten Coefficienten von A," sind, 
Diese letzte Colonne ist insbesondere zur Herstellung von Relationen 
zwischen den -Coefficienten von A von Wichtigkeit. Man berechne 
dabei die Coefficienten von A,? direct (durch Zusammensetzung von 
A, mit A,), diejenigen von A,~! dagegen als Ay; = G:- 

Durch das Vorangehende ist zugleich die Bestimmung simmtlicher 
C1, erledigt. Es giebt 3 verschiedene quaternire C; 31? hergestellt 

2 2 


durch die Potenzen von: 


QZ, = &%, 02, = &%, 04, = 4, 
(2) E,: ti = 4%, E;: Of, = —_ E,”: 042 = £2, 
Q%, = E25, Q4, = & 2, O23 = &2s, 
02, = &2,, Q2, = es, 02, = &%,. 
§ 9. 


Die quaterniren C, i (Tetraedergruppen). 
2 


Wir crweilern (52) zur Tetraedergruppe durch Bestimmung von 
Collineationen E,, welche mit E, resp. E,', E,” combinirt, die Periode 2 
ergeben. 

Ich zeige zuniichst, dass eine Collineation S, deren kanonische 
Form E,” (52) ist, also vom Typus III (51), an keiner Tetraedergruppe 
theilnehmen kann. Eine derartige Collineation S lisst einen bestimmten 
Punkt P mit simmtlichen durch ihn gehenden Ebenen invariant. Sei 
nun 7’ eine Collineation der Periode 2 und zwar zuniichst vom Typus I 
(44), wobei man noch den Fall Ib auf la durch Division der Coef- 
ficienten von 7’ mit i reduciren kann. Alsdann lisst 7’ zwei sich nicht 
schneidende Geraden L, und LZ, mit allen hindurchgehenden Ebenen 
invariant. Wihlen wir nun die Ebenen PL, und PL, als 2, =0 
und 2, = 0, (falls P etwa auf LZ, liegen sollte, nehmen wir fir PL, 
irgend eine Ebene durch Z,) so ist in der Substitution 

S, 3 2, = €2,, & = Ef, 
und in 

T, 3%; = %,, = — %, 
also in 





d 
ij 


ts 56a TO 











272 H. Mascuxe. 


S,T,: 2,) = €%,, #,, = — &2); 


mithin kann ST’ nicht die Collineationsperiode 3 besitzen. 

Aber auch die Collineationsperiode 2 ist ausgeschlossen, denn wire 
(ST)? — 1, so miisste, da in (S,7;)*: 2,’ = e?2,, 2, — ez, ist, auch 
2, = e2,, 2, = ez, sein, und alsdann wire die Substitutionsdeter- 
minante von Eins verschieden. 

Falls nun 7 vom Typus II (44) sein sollte, so lisst 7 ebenfalls 
einen Punkt mit simmtlichen hindurchgehenden Ebenen invariant. Sei 
dies der Punkt Q. Wiahlt man alsdann irgend eine durch P und Q 
gehende Ebene als z, = 0, so ist in S,: 2, = ez, und in T7,: z,, = @4,, 
also in S,7,:2,) = e@z,. Hieraus folgt, dass SZ weder von der 
Periode 3, noch auch von der Periode 2 sein kann. 

Kine Collineation der Periode 3 vom Typus III (51) kann daher 
nicht an einer Tetraedergruppe theilnehmen, und auch nicht an einer 
symmetrisciien C;,. Da ferner alle in der weiteren Untersuchung vor- 
kommenden Collineationen der Periode 3 (durch Collineationen der- 
selben Gruppe) in einander transformirbar sind — die entsprechenden 
Buchstabenvertauschungen sind alle von der Form (ikl) — so folgt, 
dass Collineationen, deren kanonische Form E,” (52) ist, also Collinea- 
tionen vom Typus III (51), tiberhaupt von der weiteren Untersuchung 
ausgeschlossen werden kinnen. 

Aehnliches gilt nun aber auch von Collineationen J von der Periode 2, 
falls sie vom Typus II (44) sind. Nimmt man als S zuniichst £, in 
(52) und wahlt die durch den invarianten Punkt von 7 und die in- 
variante Gerade von S gelegte Ebene als z, = 0, so ist in S,: 2, —<2, 
und in 7,: 2, = q@z,. Hier sieht man wiederum, dass S7' nicht von 
der Collineationsperiode 3 sein kann, wihrend die Mdglichkeit der 
Periode 2 nicht ausgeschlossen ist. Nimmt man endlich £,' in (52) 
fiir S, so folgt in thnlicher Weise, wie soeben, dass SZ’ weder die 
Periode 3 noch die Periode 2 besitzen kann. Demzufolge kinnen in 
der weiteren Untersuchung, soweit alternirende Gruppen in Betracht 
kommen, Collineationen der Periode 2 vom Typus II (44) ausgeschlossen 
werden, wihrend bei der Bestimmung der symmetrischen Gruppen auch 
der Fall in Betracht zu ziehen ist, dass F vom Typus II ist. 

Bei der Bestimmung der Tetraedergruppen, und deren Erweiterung 


zu hdheren C; m hat man, wie bewiesen, entweder von E, oder von 
E 


E,' (52) auszugehen. Je nachdem man das eine oder das andere thut, 
folgt alsdann, wie oben, dass auch simmtliche in der Untersuchung 
auftretende Collineationen der Periode 3, da sie durch Collineationen 
der Gruppe auf Z, resp. EF,’ transformirbar sind, entweder alle wie 
E, vom Typus I (51) oder alle wie EF,’ vom Typus II (51) sein 
miissen. 





re 
sh 


ls 
ei 


1? 
er 


in 
cht 
sen 
ich 


ng 
on 


ut, 
ng 
jen 
wie 
ein 





Symmetrische und alternirende Collineationsgruppen. 273 


Wir gehen nunmehr zur wirklichen Aufstellung der Tetraeder- 
gruppen auf, und beginnen mit 


04, = &%, | 4, %, 0, @ | 

02, = %5 . | u, b, r, 8 
a ia: CL 

Qf, = &2;, Vv, , ¢, 

02, = 22,, w, 3, t, @ 


wobei die Bedingungen (48), (49), (50) zu erfiillen sind. Wir haben 
nun die weitere Bedingung einzufiihren, dass (E, £,)> = 1. Da E, E, 
vom Typus I (51) sein muss, so folgt fiir die Diagonalsumme von 
E, E, entweder 


(53) at+b+ecte*d=+1, 
oder 
(54) a+tb+ected=—+i. 


Wir nehmen zuerst den Fall (53). Hier kann, eventuell durch Zeichen- 
wechsel sémmtlicher Coefficienten in FE, stets erreicht werden, dass 
das obere Zeichen gilt. Wir haben demnach 


(55) a+b+ected—l, 
und da ausserdem (48) a+ b+c+d=0, so folgt 
(56) atb—=5, cmd=—i. 


Aus (55) folgt ferner, dass nunmehr EF, 2, vom Typus Ia (51) ist. 
Durch Vergleichung des ersten Coefficienten in (E,E,)’ mit dem in 
(EZ, E,)-* ergiebt sich alsdann 


(67) a? + uu+ evd+ &ww—a, und aus (49) 
e+uu+ vt+ ww=—l. 
Darch p-Transformation (24) kann man erreichen, dass » und + reell 


werden. Ferner transformire man EF, und E, durch die EHinfiibrung 
der neuen Variabelen 


(58) Y, = 42, + Ue, 

Yo = U2, — Az, 
wo 4 und uw reelle, der Bedingung 4? + uw? — 1 geniigende Gréssen 
sind. Diese Transformation lisst die Hermite’sche Normalform un- 
geindert, lisst E, ungeiindert, und bewirkt, dass bei E,, der Coef- 
ficient von y, in y, lautet d4v-+ yur. Da nun v und ¢ reell sind, 
lisst sich 4 und w so bestimmen, dass Av + wr =O wird. Schreibt 
man nun wieder 2, und zg, statt y, und y,, so ist nunmehr in FE, v=0. 
Jetzt folgt aus (57), daa reell ist, zuniichst w= 0, dann a = 1, 
u=Q. Aus (56) kommt } = — 5 - Nun sind u=v=w = 0, also 
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lisst sich r und s durch p-Transformation reell und positiv machen. 
Die Gleichungen (49) und (50) bestimmen sodann eindeutig r— s=t= <. 


Die so bestimmte EF, liefert nun in der That mit E, combinirt die 
Periode 3, also haben wir die folgende Tetraedergruppe: 


Tetraeder I. 


F,=(123)| BE, =(12)(84) | 








92, = a a 

(59) e2, = | So ; (—#,-+22,-++22,) 
os, = | &2, = 22,— %+22,) 
o%, = | 82, | + ( 22,+22,— 4%,) 


Durch die Transformation 
22,—=—2,+ V3, 
b 22,—2,+ * (—#+ 22,+ 22), 
aes 22, —= 2, + 7 (—#,4+ 2ee,422%2,), 
22,=2,+ 7 (—2,-4+26?2,+ 2¢e2,) 


geht diese ‘l'etraedergruppe I iiber in die einfache Gestalt 





=| 

61 ox, =| 2, | Lo | 

(61) Or, =| a | 2 | 
QL; =| ty | % | 
Ox, cell a | Xs 


Wir behandeln nun den Fall (54). Hier kénnen wir wiederum 
wie im vorigen Falle ohne Einschrinkung der Allgemeinheit das obere 
Zeichen wihlen, und erhalten sodann aus 


(62) a+b+ec+ ed=i, 
und 


a+tb+ c+ d=0, 


(63) at+tb=0, ¢ er 


on , 
«8? V3 








= 


| eh Bel 
@ . 
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Aus (62) folgt, dass E, FE, vom Typus Ic (51) ist. Demnach ergiebt sich 
a+ uté+ evd+ 2 ww =—+ ia. 
Da aber zufolge (63) a@ und b verschiedenes Vorzeichen haben, kann 
durch eventuelle Vertauschung von @ und 6 das Vorzeichen von i in 
bestimmter Weise gewahlt werden, also 
a + uu+ evd+ &@ww = — ia. 
Aehnlich wie im vorigen Falle kann man durch die Transformation 
(58) nach vorausgegangener p-Transformation wiederum v =( machen, 


und dann nachtriglich durch p-Transformation w und r reell und 
positiv. Nunmehr folgt aus 


e+uti+ w—l, 
a +uui+ &w? = — ia, 


on 1 2 1 
2 ee ne a = ete Sa 
a + uti=-—, w y2, a Va’ u=Q. 


Die letzte der 4 Gleichungen (49) lautet 
@+ ww +s3+ tt—1, 


also folgt s == ¢== 0, und nunmehr aus den tibrigen Gleichungen (49) 


und 


r= = - Hiermit sind alle Coefficienten bestimmt, und man iiber- 


zeugt sich, dass in der That E,E, die Periode 3 besitzt. Demnach 
erhalten wir 
Tetraeder II. 


E,=(123), E, = (12) (84) | 





a 5 ( 2, +/2z¢,) | 


| 
od 
(64) en; =| 2 | ( —2,472e) | 
ey =| 8h y(Vimt 4) 
o2, = | a2, i (Y22,— 4%) 


Durch die Transformation 


y= F(a +%,), 
a) — Alpi“ —%)+ a+ ‘| ’ 
1 


t= os Fag —2) + &%3+ | ’ 
t= aly — B)) + 82, 4], 


(65) 
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geht diese Tetraedergruppe II iiber in 














E,| E, | 
9x, = | a, | — 2, | 
(66) QL, = | 2; a, | 
OX, = | ry \—* | 
nnd og Z| - 


Das Tetraeder II kann nicht in 1 (5%) transformirt werden. Dies folgt 
am einfachsten daraus, dass die Tetraedergruppe 1 eine Ebene invariant 
lisst, niimlich die Ebene 2, —0, oder 2, + 2,+2,-+2,=—0, fir 
die Tetraedergruppe II dagegen keine invariante Ebene existirt, wie 
sofort aus den Formeln (66) folgt. 

Zur Bestimmung weiterer Tetraedergruppen legen wir jetzt als EF, 
die in (52) mit E,’ bezeichnete Collineation zu Grunde. In gleicher 
Weise wie in den Fallen I und II lasst sich auch hier in E,, welches 
wir wiederum in der Form (47) mit den Relationen (48), (49), (50) 
anzunehmen haben, der Coefficient » = 0 machen. Fiir die Diagonal- 
summe D von E, £, erhalten wir sodann 


s(a+b) + &%(c-+d) = D, 
(a+b) + e(c+d) =D, 


(a+b) + (c+d)—0, 
so folgt, D+ D=0, d.h. D ist rein imaginir. Nun muss aber 
E,E, vom Typus Il sein, also folgt D—-+ 2i, und insbesondere, 
dass E,E, vom Typus Ile ist, Durch Multiplication der Coefficienten 
von E, mit + 1 kann stets D = + 27 bewirkt werden. Dann 
ergiebt sich 


2 2 
(67) a+b=—-, C+ d= — 5. 
Vergleichen wir nun die ersten Glieder in (E, E,)* und (E,£,)—', so 
folgt nach (51) 
(68) a® + uu + e(vd-+ww) = + ia. 
Da v =0, und durch p-Transformation w (und r) reell und positiv 
gemacht werden kann, so haben wir 


ev+uu+ w?=—1, 
a* + uu + ew? = + ia, 


also 


und da 


und hieraus 


' = 2 
Ve+ut= >, w= Ye, a=t 
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Ware aber a = — 7" so wiirde aus (67) b =//3 folgen, also b > 1, 
was wegen der Gleichungen (49) unméglich ist. Also muss in (68) 


das obere Vorzeichen gelten, und es folgt a=b= +. Aus den 


V3 
Gleichungen (50) und (49) folgt sofort s=t—0, c—=d=— — * und 


r= y2. Die so bestimmte Collineation EZ, geniigt nun in der That 
der Bedingung (E, F,)* = 1, also erhalt man folgende Tetraedergruppe 

















xt 
ot Tetraeder III. 
ir 
i | E,—=(123)| E, = (12) (34) | 
ss " ee | 
4 94 =| &2, 7; ( %+V22,) | 
er 
pint 1 5 
es (69) 4. = | E28, 7 I #+V225) | 
0) _ | 
min) om Ram 
02, = | ez, 7 (Y22,— 4,)|. 
Durch die Transformation 
1 
= Va (#,+ 4s), 
er 
A ee 
ve (70) X vily (4 #5) + &» + 4]; 
if. 
- ot a i Fe (#;— 4s) + €%, + |, 
i fi 
od ii Fe (2, — 43) +e 2,4 e*,| 
so geht dieselbe iiber in folgende reelle Form 
ee 
7 ’ 1 
” e% — 15 (%, —%,—%; —%,) | — a, 
(71) 0x, = = +X —%3+ 24) % 


, 1 
Oats = |> (2%, +2, +%3—%) | — a, 


, 1 
Qh = | F(X, —%. +43 +2) x3 
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Selbstverstiindlich ist diese Gruppe III (wegen der Form von £,) 
weder auf I noch auf II transformirbar. Da nun weitere ‘l'etraeder- 
gruppen nicht mehr mdglich sind, so folgt, dass jede quaternire 
Tetraedergruppe entweder auf I (59) oder auf II (64) oder auf III (69) 
transformirbar ist. 

§ 10. 


Die quaterniren C; wi (Ikosaedergruppen). 
2 


Wir gehen von dem Tetraeder I (59) aus, nehmen E, = (12) (45) 
in der Form (47) mit den Relationen (48), (49), (50) an, und bilden 
E,E,. Ware E,E, vom Typus lb (44) 30 wiirden nach (46) alle 
Coefficienten verschwinden. Also muss E,E, vom Typus Ia sein, 
mithin folgt nach (45)¢ —=d=0; v=w—=—r=—s=QJO. Also erhalten 
wir fiir die Coefficienten von EF, die Matrix 

|a, wv, OO, O| 

, |%, —a, 0, 0 

(S 10, 9, 0, ¢/ 
10, O, ¢ 


mit den Relationen ' 


(73) a+uti=—1, ti=1. 
Bilden wir nun E,£, so ergiebt sich die Diagonalsumme 


D = (4a 4+ 2t+ 2%), 


und da dieselbe reell ist, ausserdem EF, EF, mit E, von demselben Typus 
also I sein muss, so folgt D—-+1. Also ist E,E, speciell vom 
Typus Ia. Durch Multiplication der Coefficienten von EF; mit + 1 
kann man stets D — + 1 erreichen, also 


(74) = (40+ 2t+42%) =1. 


Durch Vergleichung der ersten Coefficienten in (#, F,)? und (E, E,)~ 
folgt 


3a? — ut = 3a, 
woraus nach (73) sich ergiebt 4a? — 3a — 1= (0, also entweder 


(75) a=1, 
oder 
(76) a=— sl. 
Im Fall (75) folgt ferner «0, und aus (74) ¢+ ¢= — > 


mithin in Hinsicht auf (73) 
t=—(—1+i/15). 
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Welcher der beiden Werthe fiir ¢ genommen wird, ist gleichgiiltig, da 
man durch Vertauschung von z, mit z, beide Fille auf einander trans- 
formiren kann. Also erhalten wir als erste quaternire C, ‘ 

= 


Ikosaeder I. 





|z, = (123)|  E, = (12) (34) | By = (12) (45) 
en) =| S| a, z 
(77) = | > (—#,+22,+22,) —24, 
| 0%, = &2, | = ( 2%,— %+2%,) aie, 
0%, . 84, | = ( 2%,+2%,— %) A, 2 , 











wo 
4j=i(—1+i/15), 4,=— + (—1—i/ i). 


Durch die Transformation (60) geht die Gruppe iiber in die reelle Form 








|B | Be | B, | 
ade je ree prt | 
7%, = | a | ® |>(—%+ %+ 2+ %)| 
, | 4 
(78) Ot, = | w, | 2, af & — fy Zz — Wy Ly) 
4 | 1 
OL; =| Ly | My ZC Ly — HX, — HB )| 
2, = | % | o ey Ly — Uy — [t, 24) 
OX, “< 2 7/3 1 — Me% Hy % |? 


wo 
w= > (-14+75), m= 5 —1-Y5), 
wahrend sie durch die Transformation 
thy = (t+ f+ %), 
(79) = yet 82+ 84), 
t= yet eas e4,), 
ebenfalls in eine reelle Form iibergeht, die mit der aus der ternaren 


Ikosaedergruppe (39) durch Hinzufiigung einer vierten Veriabelen 
(ex, = 2x,) abgeleiteten tibereinstimmt. 
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Im Falle (76) folgt wa — —, ¢=1. Man kann nun eine p-Trans- 
formation so bestimmen, dass E, und FE, ungeandert bleiben, wahrend 
in E, u reell und positiv wird. Dadurch wird u = 4 Y15, und da 


nun in der That (E,E,)'=—1, so erhilt man folgende zweite quater- 





nare Ci. 
: Ikosaedergruppe II. 
|Z, — (123) | E, = (12) (34) | EB, —(12) (45) | 
en'=| 4, fy | ; ( —2,+/15z,) 
(80) of =| e, |< (—#)-+2, +30)| 1 (V152,+  &) 
on’ =| é 2; = = ( 22, — 4,-+24,)| By 
ef & 2, i 22,-+22, — aa 2, 


Durch die Transformation (60) geht diese Gruppe iiber in 


E\Bh| Bb | 














=| a | 2, 
| 
| 
| 
| 
| 


(81) Ox, =| as ie —t%,-+ L,— %— 24) 
. | 
=) | = (—ia,— Ly— XL3+ *,)| 
| 
| } 1 : 
ox, =| Hy | & |\>(—t4,— 2+ X— %,)|, 


' 


und durch (79) in folgende reelle Form 





~: 

1 . ‘ ‘ } 
ZO MH te, t4%,+ 1%) | 
1 


| 
| 


| z,| B,| E, 
=| a |= litoaatearvennrt 
or, = ! My | z(—4,+752,+752,+/52,) 
| | . | 
(82) Or, =| as | Ly = Vba,+ 3%,— %y— 24) | 
’ 1 2 
7 = | Xs | z= VY5x,— Gg— 23+ 32) | 
ex — | Lo | + (Y52,— %o+ 32,— x) 





Dass die Ikosaedergruppen I und II nicht auf einander transformirbar 
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sind, folgt aus dem Umstande dass I eine Ebene (2, = 0) invariant 
laisst, wihrend bei II keine invariante Ebene vorhanden ist. 

Um weitere Ikosaedergruppen zu bestimmen, gehen wir jetzt von 
dem Tetraeder II (64) aus. Die erweiternde Collineation E, = (12) (45) 
kénnen wir sofort in der Form (72) annehmen. Fiir E,£, erhalten 


° 2a : : a ° ° 
wir alsdann D—-—- Da dies eine reelle Grésse ist, kann sie nur 


+1 sein, und donk Multiplication der Coefficienten von EF, mit + 1 
kann man D =-+ 1 machen, also 

(83) a=> V3. 

Durch p-Transformation kann w wiederum reell und positiv gemacht 
werden, somit folgt aus (73) und (83) w= + Um endlich ¢ zu be- 


stimmen, vergleichen wir die ersten Coefficienten in (E,E,)? und 
(E,E,)—!, wobei wir beriicksichtigen, dass wegen D =—1, E,E, vom 
Typus Ia ist. Wir erhalten 

a—w+2ut—ay3, also t—1. 
Hiermit ist EZ, eindeutig bestimmt, welches nun in der That, wie man 
sich tiberzeugt, den Periodenbedingungen geniigt. Man erhalt demnach 


Ikosaeder III. 




















E, = (123) | E, = (12) (34) | Ey, —=(12) (45) 
94, = 2, 75 +722) | > (V3_q+ %) 
(84) @a)'—= | 7 —#,+V2e)|>( 4—V/3e) 
04, —= Ef, | 7g V2%+ Zs) | fy | 
_ : vy 
0%, ez, | yg V 2% Z,) | 2s | ; 
Durch die Transformation (65) erhalt man hieraus 
ths ee... a | 
ox,’ =| 4 |—2, > ( %, — t2_—t%, — 4%) 
(85) oz, =| ds Ly = (iy + Ly— L3— 2%) 
' 0% =| & |—X = (ia — Lyo— Ly 2%) 
Or, =| 2 as + (ia, — Lo %y— 24) 
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Dass die Ikosaedergruppo III nicht auf I oder II transformirbar ist, 
folgt daraus, dass einerseits in den Ikosaedergruppen I und II die 
Tetraedergruppe I, in der Ikosaedergruppe III dagegen die von I ver- 
schiedene Tetraedergruppe II enthalten ist, wihrend andererseits alle in 
der Jkosaedergruppe enthaltenen Tetraedergruppen gleichberechtigt, also 
in einander transformirbar sind. 

Wir gehen endlich von dem Tetraeder III (69) aus. Wir nehmen 
E, in der allgemeinen Form (47) hinzu. Bilden wir E,E,, so zeigt 
sich sofort, dass wegen (46) EF, F, nicht vom Typus Ib (44) sein kann. 
Also muss E, E, vom Typus Ia sein, und dies ergiebt wegen (45) 

a=b=c=d=0, 1=i=—90. 

Wir erhalten also fiir E, die Matrix 


0 0 w pe 
0 0 r 5 
86 
-_ 3b F 0 O| 
ws 0 O}. 


Die Bedingungen (49) und (50) lauten jetzt 


(87) ryr+ ss=1, wr+w 


Ich behaupte nun, dass man durch lineare Transformation v = 0 
machen kann. Die anzuwendende Transformation lautet 


Y= = PB +20, Ys = Ph, — TH, 

Yo=— G2, +P, W=— de, +P%y, 

wo die Coefficienten p und q der Bedingung pp + gg = 1 geniigen 
sollen. Bei dieser Transformation bleibt zuniichst die Hermite’sche 
Normalform ungeindert, E, und EF, (69) gehen in sich selbst itiber, 
wihrend E, (86) folgende Form annimmt 


] 0 , 


(88) 


i] 


> 


be | 


(89) 


, 


, 


oS ai oo @ 
oI 31 
Sow § 


0 
| 0 
Hierin ist 
v= pv + pq(r—w) — @’s. 
Bestimmt man nun das Verhiiltniss ” = £ aus der Gleichung v' = 0, 
so lasst sich stets der Bedingung 


pp +qg—ag(l+es) =1 











fe 
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durch passende Wahl von gq geniigen. Lassen wir nun in der trans- 
formirten Form fiir EZ, (89) die Accente fort, so kénnen wir also v = 0 
annehmen, Aus (87) folgt sodann s=0, wH=rF=—1. 

Wir haben nun noch der Bedingung (£,E,)*= 1 zu geniigen. 
Es ergiebt sich 


= 
0, 7ry2, +f, O | 
0, —Fr, r¥2, 0 | 


—, 0, 0, wyY2|. 


BE, Ey = y; 


il 


| wy2, 0, 0, w | 
| 
| 


Hierin ist D = v= (w+W+r-+7), also reell, also folgt D = -+- 2. 


Durch Vorzeichenanderung der Coefficienten in E, kann D = 2 bewirkt 
werden. Also ist 


(90) wp+o+rpF—2p/s. 


Die zur vollstaindigen Bestimmung von w und 7 noch fehlende 
Gleichung ergiebt sich am einfachsten durch Vergleichung der Coeffi- 
cienten a,, in (E,E,)? und (£,£,)-'. Wegen D = + 2 ist hierbei 
E,E, vom Typus Ib (51). Diese Gleichung lautet 


1 A 1 
7 V20(w+i) = 7 w, 
woraus sich ia Verbindung mit w# =— 1 ergiebt 
0» o-/FaiVh 
. - 3 , , , 
Aus (90) erhailt man r + 7 = ys und hieraus folgt in Verbindung 


mit r7 = 1 entweder r = w, oder r= W. Somit kénnen wir fiir F, 
entweder nehmen 


(92) 02, = W%,, 02, = Wes, O25 =Wh, 0%, = WA, 
oder 
(93) 02,’ = WE,, O%, = WE, Of, = Wh, OF, = Wey. 


Beide Collineationen erfiillen in der That die F, auferlegten Perioden- 
bedingungen, Welcher der beiden Werthe von w iibrigens in (91) 
gewihlt wird, ist gleichgiiltig, da durch die Vertauschung (2, 2.) (#24) 
E, und E, ungeindert bleiben, wiahrend in (92) und (93) w mit w 
vertauscht wird. Somit erhalten wir folgende zwei Ikosaedergruppen: 














4, = 


(94) 2, = 





H, Mascuge, 


Ikosaeder IV. 


E, = (123)| E, = (12) (34) | E, = (12) (45) | 








&2, a ( 2,+/722,) | Vv; 24 
V3 


£2, F- ( #+/722,) | V; 2s 


| 1 -— 
es Va (Y22.— 4%) V8, 
eg, \¥a (Y22,— 4%) V2; 


lkosaeder V. 


E, = (123)| FE, = (12) (34) | Fy = (12) (45) | 

















o24, = 
(95) 92, = 


, 


ee, = 


’ 


iiber in 


wo 





4, = 





1 > 
Ez, Vi ( #+/2z2,) V1 2, 
EZ 7 ( Zo +V 22s) Vo 23 





1 =- 

a2; Va (Y22,—  #) Y; &, 
1 > 

8 2, Va (Y22,— 4) Yh 








Hierin ist (fiir beide Gruppen) 


© nVE+Vh, no fF-VF. 


Durch die Transformation (70) geht fiir die Ikosaedergruppe IV E, 


, 


1 
OX, = > (— 2. — Hy L3— HX), 
, 1 
Q% = > %— 4, %,+ 6%), 
— 
OX; = > (M22, +H,2%,— %), 


, 1 
OX = > (U1%,—Me%,+ 3), 


ee > (—1+75), t= =(-1-Y5), 


wihrend fiir die Ikosaedergruppe V E, tibergeht in 
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, 1 
eu, = fq 2H MyM); 


20,%,+0,23— 24), 


ge 
wl VoL, —V_L_+ (Vy — V_)Lz—( 4+ Hy) ), 


= pel rat + V2X_ + (+ Vp) Xy-+(— 4+ Y2)%]. 


E, und E, werden dabei iibereinstimmend fiir beide Gruppen in die 
in (71) gegebene Form transformirt. Die transformirte Ikosaeder- 
gruppe 1V erscheint somit in reeller Form. 

Dass die Gruppen LV und V nicht in einander transformirbar sind, 
kann folgendermassen bewiesen werden. Man bilde fiir beide Gruppen 
die Collineation (E,E,E,) = (12345). Fiir die Diagonalsumme der- 
selben ergiebt sich im Falle der Grupe IV 


= *Boetye)—=—(14/—Ptepepe(eme”), 


im Falle der Gruppe V dagegen 
DB tn) (+8) = lar pepo de 


Hier sind die beiden Invarianten D und D’ wesentlich (d. h. nicht 
bloss um einen Factor +- 1, ++ 7%) von einander verschieden, und da 
in der Ikosaedergruppe alle Operationen der Periode 5 unter einander 
gleichberechtigt sind, so ist lineare Transformation von IV in V un- 
moglich. 

Auf eine der fiinf hiermit aufgezihlten, von einander verschiedenen, 
weil nicht in einander transformirbaren, Ikosaedergruppen muss sich 
demnach jede vorliegende, quaternire Ikosaedergruppe transformiren 
lassen. 


§ 11. 
Die quaternéren C, “ 
2 


Wir behandeln zunichst die beiden Ikosaeder I (77) und II (80) 
gleichzeitig. Zu der in beiden aus EF, und LE, erzeugten Tetraeder- 
gruppe I (59) muss, um die Ikosaeder I und II zur quaterniren C; . 

2 


zu erweitern, eine weitere Collineation X so bestimmt werden, dass 
zunichst 
(97) Xt—1, (E,XP—1, (FE, XP—1. 

Aber die allgemeinste, den ersten beiden dieser Gleichungen ge- 
niigende Collineation ist durch die Matrix (72) gegeben. Von dieser 


a 
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Form muss demnach X sein. Bildet man jetzt E, X, so folgt aus der 


Bedingung (EF, X)? — 1 sofort eindeutig « —0, ¢——a. Demnach 
erhalten wir fiir X folgende Collineation 
(98) X:o04,—2,, 02, =—%,, 0%, =—4,, 0%, = — 25. 


Setzen wir nun dieses X mit den in den Ikosaedergruppen I und II 
enthaltenen Collineationen E, zusammen, so ergeben sich fiir E, X die 


resp. Diagonalsummen D = ; und D = — a Also kann FE, X 


weder von der Periode 3 noch von der Periode 2 sein. Hieraus folgt: 
1) Die Ikosaeder I und II lassen sich nicht zur alter- 
nirenden C; ™ erweitern ; 
2 


2) Das Tetraeder I (59) wird durch die Collineation X 
(98) zur C,, (Octaedergruppe) erweitert, und zwar ist X die 
einzige Collineation vom Typus I (44) welche eine derartige 
Erweiterung leistet. 
3) Die Ikosaeder I und II lassen sich durch keine Colli- 
neation vom Typus I zur symmetrischen C;, erweitern. 
Zur Erweiterung des Ikosaeders II (84) bestimmt sich zuniichst 
= X wiederum durch die Bedingungen X? = 1 und (Z,X)?=1 
in der Form (72). Aus (£,X)*?=—1 ergiebt sich sofort eindeutig 
a=0,t——u. Die allgemeinste den Bedingungen (97) geniigende 
Collineation ist also diese 
(99) X:92—uz,, 92, =Us,, 02, =—UZ, 02, =—Us,, (UU—1). 
Bildet man nun EF, X so erhilt man D = — - (w-+-%), was als reelle 


Grosse nur + 1 sein kann. Ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit 
kann das obere Zeichen gewihlt werden, und somit ergiebt sich u = 1. 
Mit diesem Werthe von uw ist nun in der That (£,X)* —1; also 
erhalten wir folgende C; . 

2 


C11 
|Z = (123)| EB y= (12)(84) | Ey=(12)(45) | Ep —=(12)( 
92, = a Fy 4,-+ y22,) | 5 V3e, + &) | &y 
(100) 92,—= & ly 7 — 8+ W225) | Ex a, — V32,) | a 
| | | 
e25—| &2s | 7 (YV2%+ 43) | a | — % 
Oz asl ez | -. | | 
4 4 lV 


(22 Z,) as an Fe 


ew 


56) 





~- oO. 2A a fo wel 





(56) 
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Die Gruppe geht durch die Transformation (65) in die in (125) durch 
E,, E,, E,, E, gegebene einfache Form iiber. 


Um weiter Ci gy ZU erhalten, behandeln wir zunichst die beiden 
2 


Ikosaedergruppen IV (94) und V (95) gleichzeitig. Soll X den Be- 
dingungen (97) geniigen, wo nunmehr LE, und £, in der Tetraeder- 
gruppe III (84) gegeben sind, so folgt zuniichst, wie in § 10, dass X 
von der Form (86) sein muss. Bildet man EX, so zeigt sich sofort, 
dass dies vom Typus 1b (44) sein muss, Also muss w und ¢ rein 
imaginaér, und s = — 0 sein; demnach ergiebt sich 

0, 0, v, to 
0, O, 6, —0 
v, —ip, 0, O } 





(101) x= 


Hierin sind « und 6 reel], und ausserdem ist 
(102) (a+p)v=0, 
(103) vs+eqHvt+P—il. 


Entnebmen wir jetzt E, der Ikosaedergruppe IV (94) so ergiebt 
sich fiir EZ, X die Diagonalsumme 


D = i(a+8)(v%,—%). 

Ware nun a+ 6+ 0, so folgt aus (102) v=—=0, und aus (103) 
a= B=+1, also D=+ 2i(v,—v,)=-Y10. Mithin kann in 
diesem Falle die Periode von E, X weder 3 noch auch 2 sein. Wiire 
jedoch a + 6 =O, so wiirde D = 0 sein, also kann FE, X sicher nicht 
die Periode 3 haben. Aber auch die Periode 2 ist unmdglich, denn 
fiir diesen Fall miissten die Diagonalterme in EF, X entweder reell oder 
imaginir sein. Dies ist nur méglich, wenn «=—fB—O. Alsdann 
folgt v +0, und nun zeigt die Betrachtung der an symmetrischen 
Plitzen in der Matrix fiir E,X stehenden Terme vv, und — v2, 
welche mit gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen conjugirte 
Gréssen sein sollen, dass die Periode 2 unméglich ist. Hieraus folgt: 

Das Ikosaeder IV (94) lésst sich nicht zur alternirenden C1 si 

2 


erweitern; es liisst sich auch nicht durch eine Collineation vom Typus I 
(44) zur symmetrischen Cs, erweitern. 

Entnehmen wir nun £, der Ikosaedergruppe V (95) so ergiebt sich 
fir E, X 


D = i(«—)(»,—») =(e—p)'©- 


Soll die Periode 3 sein, so folgt D = -+ 2, und da wir nach Belieben 
die Zeichen wihlen diirfen, kénnen wir setzen 














a 





3 Ba yt were BE 
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(104) a—pm2y/?. 


Nun muss v +0 sein, weil sonst die aus (103) folgenden Werthe 
a, B =—-+ 1 die Gleichung (104) nicht befriedigen kénnen. Also folgt 
aus (102) «+ 6 =0 mithin 


2 2 
er V 5 Pao Vz : 
Durch die p-Transformation p,—p,—p, p.,=—p,=4q bleibt die 


lkosaedergruppe V ungeiindert, wihrend © so bestimmt werden kann, 


dass in X der Coefficient v reell und positiv wird. Dadurch folgt 


JQ 
aus (103) v = // S. Hiermit ist X bestimmt, und man _ iiberzeugt 


sich, dass nunmehr in der That E,X die Periode 3 besitzt. Also 
kann X als E, genommen werden und man erhilt somit die folgende 
Gruppe 

C1 . Il. 


2 


| Z,-(123)| |B, ~(12)(84) | 4 =(12)(48)| 





E,=(12) (56) 





o4'—= Ez, 7; | +72) | V2, | V3 2, +i/2z,) 
(105) on —| 82, 7 B+) 24,) V2 83 75 (V2 4 — 32) 





9 


Q 





Obwohl in der hiermit erhaltenen Ci, II die zu Grunde gelegte 
2 


Collineation EZ, vom Typus II (51), die in der C, ” I (100) zu Grunde 
2 


gelegte E, dagegen vom TypusI (51), und diese beiden Typen nicht 
in einander transformirbar sind, lisst sich doch beweisen, dass die 
Gruppe I in II transformirt werden kann. Bildet man nimlich, von 
E,, E,, E,, E, in I (100) ausgehend, die folgenden Collineationen 
F, = E, E, E, = (123) (456), 
(106) FP, = (L,E,’ E,) E,(E, E, E,) = (14) (25), 
F, = E, E,E,? = (13) (56), 
F’, = E, = (12) (45), 


so tiberzeugt man sich leicht durch Zuhiilfenahme der entsprechenden 


’ 1 ; 1 5 *s/D 
o4.= | ef Vs (Y22,— 4s) M42, | Vi ( Y32,+i/2z,) 
a= | 


ere, | yg V 24 wa 2,) Voe, gl iV 2 = V32,) ’ 








len 
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Buchstabenvertauschungen, dass diese Collineationen F,,...F, den 
Bedingungen des Moore’schen Theorems B geniigen. Andererseits ist 
aber in F’,, welches von der Periode 3 ist, die Diagonalsumme D — 2, 
folglich J’; vom Typus II, d. h. auf EF, in (105) transformirbar. Da 
man nun, wie soeben bewiesen, nur auf die Gruppe II (105) als einzige 
C1 gelangt, wenn man von LE, (105) ausgeht, so muss die aus 


F,, F,, F;, Fy, erzeugte Gruppe, d. i. die Gruppe I (100) auf die 
Gruppe II (105) transformirbar sein. 
Jede vorliegende quaterndre C, g, St daher sowohl auf I (100) als 


2 
auch auf II (105) transformirbar. 


Wes die Litteratur iiber die quaterniire C, , anbetrifft, so tritt 

Ei 
diese Gruppe auf als Untergruppe in den in § 12 und § 13 behandelten 
C, _ und C,;, sodann aber auch als Untergruppe der Substitutionsgruppe 


2 
der Borchardt’schen Moduln*). Sie ist daselbst (1. c. pag. 499 resp. 421) 
gegeben durch folgende zwei Erzeugenden S==(123) und 7'=(23456): 


l-¢_ 00 ¢| = 


1 1 —? 
ga its| 0 —iti ¢t 0 rT! 1 1 i a | 
k = — =| 

77 1 1 0)’ att & eo ;? 
| 1 0 0 1] . see ‘ 
§ 12. 


Die quaternire C; ai Unmiglichkeit quaternirer C, a 
2 2 


Wir gehen zuniichst von der Ci. I (100) aus. Hier haben wir 


eine Collineation X zu bestimmen, welche den Bedingungen 

(107) X?=—1, (£, X)? =1l, (L, X) = 1, (E, X)? = 1, (LE, X)> = 1 
geniigt. Aber die allgemeinste Form, welche X haben muss, wenn 
es den ersten drei dieser Bedingungen geniigen soll, ist bereits in (99) 
aufgestellt. Soll nun auch (EZ, X)*=1 sein, so folgt sofort w+ u—0, 
also wegen wi = 1, w==%. Hiermit ist X bereits eindeutig bestimmt. 
Nehmen wir noch den Factor i in den Proportionalititsfactor @ aut, 
so ist 

(108) Xi 92, = 2, Qe = —%, 0% = 2%, O%, = — 2%. 


ee gee 


*) H. Maschke, Ueber die quaterniire, endliche, lineare Substitutionsgruppe 
der Borchardt’schen Moduln. Math. Ann. Bd. 30; Nachrichten der Kénigl. Ges. 
d. Wiss. zu Godttingen, Nr. 14. 1887. 
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Hiermit geniigt X den vier ersten der Bedingungen (107); dagegen 
ergiebt sich (FE, X)? 1. Demnach lisst sich C, I nicht zu einer 


D 


2 
Ci a erweitern, wohl aber durch Hinzunahme von (108) zu einer sym- 
: 


metrischen Cg, (vgl. § 13). 

Um endlich die C1. Il zu einer C; 7, 2a erweitern, haben wir 

2 2 

wiederum X den Bedingungen (107) gemiiss zu bestimmen, wo jetzt 
die E,,...#, den Formejn (105) zu entnehmen sind. Die allgemeinste 
den ersten drei der Bedingungen (107) geniigende Collineation X ist 
bereits in (101) mit Beriicksichtigung von (102) und (103) bestimmt. 
Bildet man E, X, so folgt zuniichst « = B wegen D = 0, und ferner 
a=(0, B =O, da jeder der Diagonalterme entweder reell oder rein 
imaginar sein muss. Die Bedingung (EZ, X)* = | ist jetzt erfiillt und 
wir haben 


X: 02,’ = vz. £ = — U2 fo = VE 2, = — v2. 
(109) QZ, 8&3,» Q&, 1» Q@&, 1» Q&% &», 


, , , , ’ ait & 7 , 
Bilden wir nun F, X so ergiebt sich D = 2/2 (v-+0), und da dies 
reell ist, so folgt D = -+ 2. Wihlen wir, was ohne Beeintriichtigung 
der Allgemeinheit geschehen kann, das obere Zeichen, so folgt 


/ y 
5 aft 
om V Gt ty is: 
Mit diesem Werthe von v verificiren wir, dass in der That (EH, X)* = 
ist. Demnach erhalten wir, indem wir nun X = E, nehmen, folgende 
quaternire 


Ci 


2 


E, | E, | E, | % 


1 


oO 







(110) 


ft 


, | 1 5 | 4 > Pe 
Q2,—=| &8, "AL 2, +V22,) M424 | 72 V3e,+6tV 2024) | 0) 23 


1 5 ltr sys — | 
02,,=| &%, v5! fa +YV 225) | vy 25 | 75 (— V24,—V3 #4) | —@24| 
| | 1 | | 

’ ° 1 5) 2 i929 e 
OZ, =| & 2, yV2%— 2) | V;&> | a V 32, +7 V2 2.) | Qy 2, | 





. 1s. iss Ta 3 * | 
of, =! &z, 7 V2a— Z;) | 98, | Fi tV22,—)V32,) | — e142 


| 
| 


i, = (123), E,—=(12)(34), E,—(12)(45), E,=(12)(56), E,=(12)(67), 


fs «sed 4 sie , : 
wo @, = ) = +t) — 2=-) s- tV ja und »,, v, in (96) ge- 


’ 








a a 
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geben sind. Ob g, oder g, fiir v genommen wird, ist gleichgiiltig; 
durch die Transformation y, = — 4, Yo = — 24, Y3 =) Ys = 2% 
gehen nimlich F,, E,, E, in sich tber, E, in E,*, welches indessen 
statt FE, genommen werden kann, wiihrend in FE; 9, und g, mit 


einander vertauscht werden. 


’ Herr Klein hat aus der Liniengeometrie die Existenz einer qua- 
terniren C; gefolgert, und diese Gruppe durch zwei Erzeugende 
’ 2 
S und 7”, worin S eine Collineation, 7” dagegen eine dualistische 
t Transformation bedeutet, in der Weise definirt, dass verabredet wird, 
’ nur diejenigen Operationen beizubehalten, an denen Z” eine gerade 
. Anzahl von Malen betheiligt ist*). In der isomorphen Buchstaben- 
' vertauschungsgruppe (d. i. bei Klein die Vertauschungsgruppe der 
] iiberziihligen Liniencoordinaten x, %,,...%,) ist S = (0123456) und 
T’ = (34) (le. pag. 519). Berechnet man hieraus, oder besser direct 
mittelst der Klein’schen Methode, die Collineation W = (356), welche, 
; wie man aus den Buchstabenvertauschungen sieht mit S zusammen 
die alternirende C,  erzeugt, so findet man folgende 
Si 
Ss C, ua 
uy 3 
S| W 
LL — _-- —_— — - _— ————— S 
Ss 
e4, = & y (a2, + 2+ 23+ &) 
ae 
l ‘= Z| ~=( 4, -- a8, — Be, — a2,) | 
‘ QZ, | V&, = 2 Bz, ) | 
beast i 
Q2, =| y*2, - 4! 2, — &&, — a2, — B2,) | 
, 9 | 1 | 
a, =| 72 2, — Be. — a2. — a2) | 
Q%, ves v4‘ ' Bz, 3 4) | 9 
: S = (0123456), W = (356), 
” 22 
3 7 9 4 1 1 /—F% 
yore , Gmy t+ Pt ye —-—styV— i, 
do By | ‘ 1 1 
24 | B= y+ yr +y=—=— 5-5 
1, 2 | *) F. Klein, Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und 
| siebenten Grades. Math. Annalen, Bd. 28. 
A **) Diese Formeln wurden von mir dem internationalen Mathematiker- 





“| Congress zu Chicago, 1893 vorgelegt. Die in meiner Arbeit ,,The Invariants of 
a Group of 2.168 Linear Quaternary Substitutions‘, Math. Papers read at the 
1), Internat. Math, Congress at Chicago 1893, New York, Macmillan and Co. 1896, 
p-175, zu Grunde gelegten Substitutionen S, 7, Q@ kéunen, mit geringfiigiger 
Abinderung der obigen Gruppe entnommen werden, und zwar ist 7’ = (356) (421), 
, Q = (12) (36). 
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Da es, wie bewiesen, nureine C,  giebt, so muss die soeben definirte 
— 7 
2 


Gruppe auf die Gruppe (110) transformirbar sein. 
Um jetzt die vorliegende C, ,, Zu erweitern, miisste zuniichst das 
2 ‘ 


in (109) gegebene X so bestimmt werden, dass (EK, X)? = 1. Hieraus 

wiirde folgen v + 0 =O, also v =i. Die so erhaltene Collineation X 

ergiebt aber mit HL; combinirt eine Collineation EH, X, fiir welche 

D = 2i(e,—o,) ist. Demnach kann die Periode von FE; X weder 3 

noch 2 sein. Die Existenz einer quaterndren C, BA ist somit ausgeschlossen. 
2 


§ 13. 
Die quaterniren symmetrischen Gruppen. 


Nach dem Vorhergehenden ist es nun leicht, die symmetrischen 
Gruppen herzustellen. Was zuniichst die C;, anbetrifft, so haben wir 
mit EL, und E,’ (52) je eine Collineation F zu combiniren, so dass 
F?=1, (F,F)?=1, resp. (£, Ff)? =1 wird. Nach den in §9 
iiber die Collineationen der Periode 2, welche vom Typus II (44) sind, 
gemachten Bemerkungen, kann man fiir F’ hier eine derartige Colli- 
neation ansetzen, falls man fiir H, die in (52) so bezeichnete Colli- 
neation nimmt. Die so erhaltene Gruppe lisst sich leicht auf folgende 
Form transformiren. 


Cs, I 
(111) E, = (123):92) = 2, Q2, = 2, 02; = &%3, OF, = 84, 
F =(12) :92,'’=— @2,, 02, = @2,, 02, = @%,, 02, = @2s, 
1+: 
o= ——- 
V2 


Kine weitere C;, ergiebt sich, wenn man fiir F' die in (72) angegebene 
Form nimmt. Durch Transformation erhilt man 


ys, i 
gy Ey = (123): 92, = 2, @%. = Ba, Oy = E%,, OF, = 8,, 
(112) ’ ¢ ’ , ’ , 
BF o=(12) 2094 = 2, Q4%, = — %y, Qh, = 2, 04, = By 


Die Collineation KE,’ (52) endlich wird in allgemeiuster Weise erweitert, 
wenn man F’ in der Form (86) ansetzt, Man transformirt leicht auf 
folgende orm 


Cs, UI 
W _ £192). = ee , Se 9 Pe 
ao, LH, = (123): 92) = €4,, 92, = &%, Q2; = 8 2,, O24, = HR, 
(iis) Er = (223): ¢8 
F =(12) 2:92, = 4, 02; = 23, 0%, == 2, 0% = &. 


Aus den Tetraedergruppen I, II, Il ergeben sich nach unserer 
allgemeinen Methode die Octaedergruppen. 
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Das Tetraeder I (59) wird, wie in § 11 gezeigt, durch die dort 
angegebene Collineation (98) und durch keine andere vom Typus | 
zum Octaeder erweitert. Somit ergiebt sich 


Octaeder I 


| E,=(123)| E,==(12) (34) | F=(12)| 


4 =— ay * ey | 
a; 1 
(L114) 92, = 4% 13 (— 4, + 24,-+22,)| —2, 
Flea 
ef, =| &% rel 22,— &+2%)| —&%, 
| 
, rr ‘ | 
em OM x ( 2% +24,— %)) — 2% 
| 


Diese Gruppe geht durch die Transformation (60) in folgende iiber 


























EZ, E, | F | 
, la | 
OX, = | Ly | | ZF (— By + Ly + 3 + 2%) | 
’ 1 | 
(115) OX, as | Xs a 2 ( x aces XL» ol Xs — %;) 
1 ' 
Outs = | a, % | ( @y + Ly + Xs — My) | 
oar ee 
OX, = | X | Xs zl % + a, — H+ a) |. 
| | 


Dasselbe Tetraeder kann aber auch vermittelst einer Collineation 
der Periode 2 vom Typus II erweitert werden. Man findet leicht, dass 
sich diese Collineation eindeutig bestimmt, und mit der in (111) mit 2 
F bezeichneten identisch ausfillt. Demnach erhilt man folgendes 


Octaeder II 
(116) , = (123), FE, — (12) (34), F=— (12), 


wo E,, E, in (114), F in (111) gegeben ist. Durch die Transforma- 
tion der (60) geht die Gruppe in folgende einfache Form iiber 











SoS a 
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Da im Octaeder I keine Collineationen vom Typus II vorhanden sind, 
lasst sich II nicht auf I transformiren. 

Gehen wir nun vom Tetraeder II (64) aus, so ist in § 11 gezeigt, 
dass die allgemeinste Collineation F’ von der Periode 2 und vom Typus I 
welche mit E, und E, combinirt, die Periode 2 ergiebt, von der Form 
(99) sein muss. Durch gecignete p-Transformation lasst sich hier u 
reell und positiv machen, so dass F’ die in (100) mit E, bezeichnete 
Form annimmt. Wir haben demnach folgendes 


Octaeder III 
(117) E, = (123), E, = (12) (384), F=(12)— E,, 


wo E,, E,, E, in (100) resp. (125) gegeben sind. 

Kine Erweiterung des Tetraeders Il durch eine Coilineation vom 
Typus II (44) erweist sich, wie eine leichte Rechnung zeigt, als un- 
moglich. 

Um endlich das Tetraeder IIl zum Octaeder zu erweitern, haben 
wir mit E, und E, (69) eine Collineatiou F’ zu verbinden, welche zu- 
nichst von der Form (86) sein muss. Wie mittelst (88) gezeigt, lisst 
sich bewirken, dass E, und EF, ungeindert bleiben, in (86) dagegen 
* = 0 wird. Andererseits muss F’ in Folge der zur Formel (101) 
fiihrenden Erérterungen von der Form (101) sein. Also kénnen wir 
fiir F (101) mit v =O ansetzen. Fiir die Gréssen « und B ergeben 
sich die zwei Méglichkeitn a=—6—=—1, oder «=1, B= —1. 
Mithin erhalten wir zwei neue Octaeder, niimlich: 


Octaeder IV 


E, =(123)| E,=(12) (34) | F=(12) | 


e2, =| &2, re “, +V2z,) “Z, | 
(118) en =| &Z, ge 2, +V22,) - 

2, = | eZ, - (2 2, - 2.) | 25 

02, = | ez, 7 (Y22,-- 2) | — 4, 





und Octaeder V 
(119) E, = (123), E, = (12) (34), F’ = (12), 


wo E, und EL, in (118) gegeben sind, wihrend fiir F’: 





a ee en | 


_— 2a. 


_ Le ae a2 Ae oe Oe a 





ee Sl lrrlt—C TO tC—s—é<‘SW 
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02, = 24, Of, = 2%, O%, = —%, O4 = — & 
zu nehmen ist. Dass diese Octaeder wesentlich von einander ver- 
schieden sind, folgt, wenn man die Diagonalsummen der Collinea- 
tionen E, E, F und EL, E, F" bildet, welche der Buchstabenvertauschung 
(1342) entsprechen. Man erhalt im ersten Falle D = 0, im zweiten 
=— 2iy2. 

Von der im Tetraeder II] enthaltenen Collineation E, ist bekannt, 
dass sie mit einer Collineation vom Typus II combinirt nicht die Periode2 
ergeben kann. Also lassen sich keine weiteren Octacdergruppen ableiten. 

Wir kommen nun zu den symmetrischen C;,. Wie in § 11 gezeigt, 
lassen sich die Ikosaeder I und II durch eine Collineation vom Typus I 
nicht zur C;, erweitern. Was nun Collineationen vom Typus II an- 
betrifft, so ist soeben bewiesen worden, dass die einzige derartige 
Collineation, welche das in beiden Ikosaedergruppen enthaltene ‘Tetra- 
eder I zum Octaeder erweitert, durch F in (111) gegeben ist. Combinirt 
man nun dieses F mit der im Ikosaeder I enthaltenen Collineation F, 
(77), so zeigt sich sofort, dass EF nicht von der Periode 2 ist. Da- 
gegen liefert E, ’, wenn man EF, aus dem Ikosaeder II (80) entnimmt, 
die Periode 2. Somit ergiebt sich folgende 


Cs, I 
(120) E, = (123), E, = (12)(34), E,—=(12) (45), F=(12), 


wo E,, E,, E, aus (80), F aus (111) zu entnehmen ist. Durch die 
Transformation (60) erhilt man die Gruppe in folgender Form 











E,| E, | E; | F | 
i 
| | 
ma RT RAE 
QL, =| % | % | g ( tx, + t%,+4+1%,) | oa, 
} } 
, Ls ° . 
(121) oa, =| 2, | @,| 5 (-- ta, 4+ £,— %,— %)| Ox, 
4 
, 1 : 
Oxy =| Ly | | > (—t4,— Ly— Hy &,)| Ox, 
| 
, | 1 . 
Gay — | wy | ay zy (—t%— &%+ %— 4%) | ox, 
| 











Da die Tetraeder II und III, wie bereits gezeigt, durch eine Colli- 
neation vom Typus II nicht erweitert werden kénnen, so kommen fiir 
die Erweiterung der Ikosaeder III, 1V, V nur Collineationen vom 
Typus I in Betracht. 

Die Erweiterung des Ikosaeders ILI fiihrt eindeutig, wie im Anfau ge 
von § 12 bewiesen, zur Collineation (108). Wir haben demnach folgende 












| 






















(124) 
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Cs, Il 

(122) EF, =(123), E, = (12)(84), EF, = (12) (45), F= (12), 
wo E,, E,, E, aus (84), F aus (108) zu entnehmen sind. 

In § 11 ist bewiesen worden, dass das Ikosaeder IV durch Hinzu- 
nahme einer Collineation vom TypusI nicht zur C;, erweitert werden kann. 

Was endlich die Erweiterung des Ikosaeders V anbetrifft, so ist 
in § 12 gezeigt, dass die allgemeinste Collineation der Periode 2 
welche mit E,, E,, E, (95) combinirt wiederum die Periode 2 ergiebt, 
von der Form (109) sein muss. Hier lisst sich durch p-Transformation 
noch v = 1 machen, und man erhilt folgende 


Cs; Ul 
(123) EF, = (123), E, = (12)(34), EF, = (12)(45), F = (12), 
wo E,, E,, E, aus (95) und F aus (118) zu entnehmen sind. 


Wir kommen endlich zu den symmetrischen C;,. Wie im Anfange 
von § 12 gezeigt wurde, lasst sich die C, 1 eindeutig durch Hinzu- 
; > 6! 


nahme von (108) zur Cg, erweitern. Wir erhalten demnach folgende: 


Ce, I 
E,=(123)|  E,=(12)(34) | F,=(12)(45) | E,—(12)(66)|F 
0 13 \\ leave | ee 
Q4, = a 7a! a+V 22,) | 3V 32,+ £») | Zo 
1 5.)|1 P 

— at pul 2 FV 249) |5( 2,—V32,) Zi 

1 4 . . ; 
043 = EZ | ygV 2 eet Zs) | “4 “4 

9 | 1 /d " | 4 

O24, => &*2, Pau 22,— 2) 8, —Sy = 


Diese Gruppe geht durch die Tranformation (65) in folgende Form tiber 


sf E,| E, E, | E, | F 
92,’ =| x, | -s 5 ( Ly — t%_— 1%3—12,) | —2, Paar (X_-+ %,-+ 2) 
(125) oz, | 2, 2, | 5 (i Ly %,— L,— 2) | 7 (2, +x, —2) 
02; vs —2, 5 (ia — Ly— Us Ly) | a, | = : (+ 4%, — 43) 
| 
On =| vy ty 5 (iay— y+ L3— 24) tr | 7 (ety — a +m) , 


(12) 








@ 
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Auch die C; - II (105) lisst sich auf eine Cs, erweitern, und zwar 
2 


wiederum nur auf eine Weise. Bestimmt man zu dem Zwecke in der 
fiir X in (109) gegebenen Form v so, dass EH, X die Pericde 2 liefert, 
so erhilt man v-+%0=0, also v =i. Indem wir dann noch den 
Factor ¢ in den Proportionalitiatsfactor @ mit aufnehmen, ergiebt sich 
fir X, das wir nunmehr fiir F nehmen kénnen 
(126) F:98, = 28, 02%, 04, =—%, 04%, = — %, 
und somit erhalten wir 

g, U 
(127) E,—(123), E,=(12) (34), Z,—=(12)(45), E,=(12) (56), F—=(12) 
wo E,, E,, E,, FE, in (105), F in (126) gegeben ist, 

Die so erhaltene C;, II bildet indessen keine neue Gruppe, sondern 
lisst sich aus der Cg, I (124) durch Transformation erhalten. Der 
Beweis hierfiir kann analog wieder fiir die Transformirbarkeit der 
Cy " I in die C.., ll gefiihrt werden, wenn man zu den Relationen 

2 


2 
(106) noch hinzunimmt 
G = (15) (24) (36). 
Dieses G liefert in der That mit Ff, F,, F,, F', combinirt je die 
Periode 2, und spielt also in Bezug auf F,,... 2, dieselbe Rolle, wie 
F in Bezug auf E,, E,, E,, E,. 

Herr Klein hat in der bereits genannten Arbeit tiber Gleichungen 
sechsten und siebenten Grades auch eine quaterniire C;, aufgestellt, 
und zwar in vollstaindiger Form*). Die Klein’sche Gruppe muss sich 
demnach auf jede der beiden Gruppen Cy, I und Cg, Il transformiren 
lassen. 

Weitere symmetrische quaterniire Collineationsgruppen kénnen 
nicht existiren. In der That ist eine Erweiterung der C; auf C;, 


— 7] 
> 


nach den Schlussbemerkungen des § 12 unméglich. 


§ 14. 
Resultate fiir quaternire Gruppen. 


Das Resultat der vorausgegangenen Untersuchung tiber quaterniire 
Gruppen lisst sich demnach in folgendem Satz zusammenfassen : 
Jede quaterndre Collineationsgruppe C1 i Cy,, welche einer alter- 
ci 


nirenden oder symmetrischen Buchstabenvertauschungsgruppe von k 
Buchstaben (k > 2) holoedrisch isomorph ist, liésst sich auf eine der 
folgenden Collineationsgruppen linear transformiren: 


*) 1. c. pag. 519, Formel (40) und (41). 
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Drei Ci 2 durch ihre Erzeugenden definirt in (52), 
7 


Drei Ci ,, (letraeder) . 
r4 


Finf C, ;, (kosaeder) ‘ 
2 


Eine C; - 
7° 


Eine C 1 

2 
Drei C3, 
Fiinf C,, (Oktaeder) ,, 
Drei C;, 
Kine Cg, 


7 


”? 


” 


? 


” 


” 


» (59), (64), (69), 

» (77), (80),(84), (94), (95), 
» (100) oder (105), 

» (110), 


,. (111), (112), (118), 

» (114), (116), (117), (118), (119), 
” (120), (122), (123), 

» (124) oder (127). 


Die 25 hier aufgezihiten quaterndren Collineationsgruppen sind sémmt- 
lich von einander wesentlich verschieden, d. h. es lassen sich keine zwei 


von thnen in einander linear transformiren. 


University of Chicago, November 1897. 








(119), 





Ueber Darstellung von reellen Functionen mit unendlich dicht 
liegenden Nullstellen durch unendliche Producte, deren 
Factoren ganze analytische Functionen sind. 


Von 


T. Brop&n in Lund. 


In Bezug auf eindeutige reelle Functionen mit tberalldichten 
Nullstellen ist es eine nahe liegende Frage, ob und wie solche Func- 
tionen durch unendliche Producte mit ganzen Factoren in der Art 
darstellbar seien, dass fiir jede Stelle z;, welche zu einer gegebenen 
iiberalldichten und abzihlbaren z-Menge M gehirt, wenigstens ein 
Factor und somit das ganze Product verschwindet, 

Jede solche Darstellungsweise wiirde als ein Seitenstiick zu den 
bekannten Methoden fiir Singularitiitencondensation von Hankel und 
Cantor betrachtet werden kénnen. Ibrer Natur nach sind diese 
Methoden wenigstens nicht unmittelbar fiir Condensation von Null- 
stellen anwendbar — tiber eine mdgliche indirecte Anwendung siehe 
unten § 5. 

Im Folgenden werden gewisse besonders einfach gebildete Producte 
der erwihnten Art aufgestellt, und die entsprechenden Functionen- 
verhiiltnisse untersucht, Es gilt bei diesen Producten, dass fiir jede 
M-Stelle alle Factoren u, von einem gewissen ” an verschwinden. 
Aber es mag hervorgehoben werden, dass man ohne gréssere Schwierig- 
keit (durch veriinderte Bestimmung der mit K, bezeichneten Gréssen) 
die Sache so modificiren kann, dass jeder Werth x; nur einen Factor 
zum Verschwinden bringt. Die Functionenverhiltnisse fndern sich 
hierbei im wesentlichen nicht, aber die Untersuchung derselben wird 
weniger einfach. 

Die im § 3 betrachteten Functionen sind ,,punktirt unstetig“‘ mit 
einer abziéhlbaren Menge von Unstetigkeitsstellen. Der Verfasser hat 
friiher (s. unten § 5) gezeigt, dass alle solche Functionen (falls sie 
eindeutig und endlich sind, was hier der Fall ist) als Grenzfialle fiir 
ganze rationale Ausdriicke aufgefasst werden kénnen. Aus der gegen- 
wirtigen Untersuchung folgt, dass es auch punktirt unstetige Func- 
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tionen mit nicht-abedhlbaren Unstetigkeiten giebt, fiir welche dasselbe 
gilt (und zwar Functionen, welche in jedem Intervalle Zeicheniinderungen 
aufweisen). Denn die Functionen im § 4 haben nicht-abziblbare Un- 
stetigkeiten, und andererseits folgt aus der gegenwirtigen Product- 
darstellung die Méglichkeit von Anniiherung durch ganze rationale 
Functionen (vergl. § 5). 

Es sei iibrigens bemerkt, dass unsere jetzige Frage in nahem 
Zusammenhange steht mit der Frage nach Darstellung von stetigen 
und derivirbaren Functionen mit Maxima und Minima in jedem Inter- 
valle: wenn eine solche Function im strengsten Sinne derivirbar sein 
soll, so muss die Derivirte —- wie die jetzigen Functionen f(%) — 
iiberall bestimmt und endlich sein und in jedem Intervalle Nullstellen 
haben (sowie auch in jedem Intervalle das Vorzeichen iindern). Vel. 
iibrigens § 4. — Dass derartige unendlich oft oscillirende Functionen 
existiren, ist durch Beispiele dargethan worden (s. Képeke, Math. 
Ann. XXXIV), aber eine systematische Theorie fiir dieselben ist noch 
nicht dargestellt. 


Die folgende Darstellung wird durch einige einfache Hiilfssitze 
iiber irrationale Zahlen eingeleitet. Es sei bemerkt, dass diese Sitze 
sich verallgemeinern lassen, indem man die Annahme aufhebt, dass 
die Gréssen k, ganze Zahlen sein sollen (vgl. oben), sowie auch dass 
man gewisse verwandte Siitze aufstellen kann*). 

In Bezug auf die Terminologie sei folgendes festgestellt: 

Die Stellen, an denen eine Function f(z) nicht verschwindet, 
moégen kurz Nicht-Nullstellen heissen. 

Wenn eine unendliche Menge von x-Werthen nicht nur iiberalldicht 
und nicht-abziihlbar ist, sondern tiberdies die Kigenschaft hat, dass 
sogar jedem beliebig kleinen Intervalle ein nicht-abzihlbarer Theil der 
Menge zukommt, so heisse die Menge kurz iiberall nicht-abzdhlbar. 


$1. 
Hiilfssitze iiber Vielfache von irrationalen Zahlen. 


Wenn eine reelle, positive oder negative aber nicht ganze Zahl 
zwischen den ganzen Zahlen N und N + 1 liegt, setze man 


(1) ' z—N=a(z), N+1—2£=—=£(2) 
*) Eimen solchen Satz findet man als Hiilfssatz in einer bekannten Arbeit 


von Cantor, iiber trigonometrische Reihen (Math. Ann. IV, p. 139; Acta 
Math, II, p. 329). 
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und bezeichne mit R(#) die kleinste der beiden — Gréssen Pen 


und B(#), wenn sie verschieden sind; fiir a = 6 =5 sei auch R = 5 >, 
Es sei ferner 
(2) Roy Bey Bay 20+ Bas 250 
eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen, welche je >2 sind. 
Wir kénnen dann folgende Sitze aussprecken: 
Satz 1. Wenn fiir die Zahlen k, keine endliche obere Grenze 
existirt, so giebt cs eine tiberall nicht-abzdhlbare Menge von irrationalen 
a-Werthen, fiir welche 


(3) lim R { [[*| =0 

i=1 
ist. Wenn aber die k, unter einer endlichen Grenze bleiben, lédsst sich 
die Bedingung (3) nicht erfiillen (obgleich es selbstverstindlich ftir 


gewisse rationale w gilt, dass von einem gewissen ” an Z - | i: eine 
. i=] 

ganze Zahl wird). ‘ 

Beweis. Wenn A eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so ist 


offenbar immer 


(4) R(A.xz) = R{A.a(z)}, 
sowie auch 
(5) a(A.v)=a{A.a(x)}, B(A.x) = B{A.a(z)}. 


Beim Beweise des fraglichen Satzes ist es also hinreichend, das 2-Inter- 
vall O0...1 zu betrachten, wo x = a(x) ist. 

In diesem Intervalle liisst sich jede irrationale Zahl, ganz unab- 
hiingig von der niheren Beschaffenheit der Reihe (2), in der Form 


En mane 
(6) oak a od” eee > ede 


darstellen, wo é, immer gleich einer ganzen positiven Zahl < k, oder 
gleich Null ist (aber nicht alle ¢,—0 von einem gewissen an). 
Umgekehrt giebt jede Reihe der Form (6), mit solechen ¢-Werthen, 
eine Zahl > 0 und <1, welche doch unter Umstiinden auch rational 
sein kann. Es diirfte tiberfliissig sein, den leicht gefundenen Beweis 
hierfiir niher durchzufiihren. 
Andererseits liisst sich jede Reihe (6) auch in der Form 
Neg Nn iw 
(@) thay we ~eee ee 


*) Es ist also R(x) gleich dem mumerischen Werthe der Riemann’schen 


Grisse (~), mit der Ausnahme, dass fiir a«(«) = B(«) = auch R (a) =} ist, 


wihrend (a) = 0. 
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schreiben, wo 9, =k, —1— é,. Wenn von einem gewissen » an 
alle «, =k, — 1 sind, werden alle », = 0, und somit z# rational. Und 
é, = 0 giebt y, =k, —1. Fiir irrationale z miissen offenbar die 4 
ganz dieselben Bedingungen erfiillen, wie die ¢. 

Man setze 


k, + Keg- ++ Ky = Ke, 


é = Raw 
; a(K,«) = = i == My 
(8) ( ; ) Katy Kn ty knie Kysy Kn+e Kats - 
/ Nn+1 "n+2 Na+s ‘ 
B( Ka * vi Kats . ee om Kinga "a Kass 6 cuties Bn ; 
Es ist 
enti Nn+1 
(9) Gn > k ? Bn > k ? 
a+1 n+1 


und hieraus folgt, bei Beriicksichtigung der Relationen @, + 6, = 1 
und & + y,=k, — 1, 

1+<¢, 1-+- 49, 
(10) Qn <<. am Br < 8 r 


Kents . Katy 


Wir nehmen nun zuerst an, dass 

1) lim k, = 00 ist. Wenn man dann die Stelle x so wihlt, dass 
die Zahlen «, unter einer endlichen Grenze bleiben, so wird nach (10) 
lim a, = 0; folglich ist die Bedingung (3) erfiillt (und selbstver- 
stiindlich ist jeder z-Werth der fraglichen Art irrational, da es fiir 
rationale x gilt, dass a, entweder fiir alle » eine von Null ver- 
schiedene untere Grenze hat, oder von einem gewissen » an weg- 
fallt, indem K, eine ganze Zahl wird). Und die Menge aller solcher 
z-Werthe ist in der That tiberall nicht-abzihlbar. Es sei nimlich 
a...b eine beliebige Theilstrecke, und z eine Stelle zwischen a und b, 
welche einer gewissen unendlichen Reihe der Form (6) entspricht, Fiir 
hinreichend grosses » ist die Summe der m ersten Glieder dieser Reihe 
gleich einer gewissen rationalen Zahl zwischen @ und zg, Man wihle 
einen solchen »-Werth, und r sei die entsprechende rationale Zahl. 
Wenn man nachher die Reihe, welche zg entspricht, in der Art modi- 
ficirt, dass ¢,, &,...&, unverandert bleiben, aber das System 

Ei (§== 1,2, .. . co) 

sich so iindert, dass kein Glied vergréssert, aber eine endliche oder 
unendliche Menge vermindert wird, so giebt die Reihe (6) statt 2 eine 
neue Zahl x, welche nothwendig zwischen r und 2g liegt. Und wenn 
man die fernere Bestimmung einfiihrt, dass die neuen ¢ unterhalb 
einer endlichen Grenze bleiben sollen (was selbsiverstiindlich immer 
eintrifit, wenn es schon fiir die urspriinglichen in der z-Reihe ein- 
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gehenden « gilt), so ist « eine Zahl mit der Eigenschaft lim a, = 0. 
Aber die in der angegebenen Weise bestimmten Modificationen der 
z-Reihe bilden in ihrer Gesammtheit eine nicht-abzihlbare Menge von 
Méglichkeiten: eine solche Menge wird in der That schon erhalten, 
wenn man nur diejenigen Fille beriicksichtigt, bei denen in der z-Reihe 
keine anderen Werthe von é,4; als Nullen und Einsen vorkommen; von 
einer méglichen &,4;-Reihe dieser Art ausgehend, erhilt man andere, 
wenn man die Nullen unberiihrt liisst, aber die Kinsen nach irgend 
welcher Regel theilweise durch Nullen ersetzt (nur so dass die Einsen 
in der Reihe niemals ganz aufhéren); die Miichtigkeit der hiermit 
gegebenen Menge von Modglichkeiten ist dieselbe wie diejenige der 
Gesammtheit aller Reihen, deren Glieder Nullen oder Einsen sind, mit 
ganz beliebiger Vertheilung (nur mit der soeben erwihnten Beschrinkung), 
und diese Machtigkeit ist bekanntlich nicht die erste. Hiermit ist also 
bewiesen , dass in jedem Intervalle eine nicht-abziihlbare Menge von 
z-Werthen vorkommt, welche die Bedingung (3) erfiillen. 

Wir sind zu diesem Schlusse gekommen, in dem wir zeigten, dass 
alle x, in deren entsprechender Reihe (6) die Gréssen ¢ unter einer 
endlichen Grenze bleiben, der Gleichung (3) geniigen und andererseits 
eine tiberall nicht-abziihlbare Menge bilden. Es war hierbei nicht néthig 
zu untersuchen, ob es auch andere « als diese mit derselben Kigen- 
schaft giibe. Dies wird eine fernere Frage. Und es ist leicht zu 
finden, dass sie zu bejahen ist. Erstens wird nach (10) lim B, = 0, 
statt lim a, = 0, wenn die Zahlen y, = k, — &, — 1 unter einer end- 
lichen Grenze bleiben, und dies findet aus ganz ihnlichem Grunde, 
wie oben, in jedem Intervalle fiir eine nicht-abzihlbare z-Menge statt. 
Zweitens kann lim @, bez. lim 6, gleich Null werden, ohne dass ¢, 
bez. 4, eine endliche obere Grenze hat. Es ist hinreichend — sowie 
in Anbetracht der Ungleichheiten (9) auch nothwendig — dass der 
Quotient &,:k, bez. %7,:k, den bestimmten Grenzwerth Null hat. 
Drittens liegt auch die Méglichkeit vor, dass (3) erfiillt ist, ohne 
dass lim «, oder lim B, den bestimmten Werth Null hat, indem «a, 
und £, beim unendlichen Zuwachs von » abwechselnd unendlich klein 
werden. Nach (9) und (10) tritt dies Verhiltniss ein, wenn «é, : k (und 
zufolge der Relation "4, =k», — é,—1 also auch y,:k,) fiir unendlich 
grosse » abwechselnd unendlich klein und unendlich wenig von 1 
verschieden ist. 

2) Wenn k, uur fiir gewisse unendliche » unendlich gross wird, 
aber fiir andere unter einer endlichen Grenze bleibt, so gestaltet sich 
die Beweisfiihrung auf fibnliche Weise, wenn auch nicht ganz so ein- 
fach. Da ‘dieser Fall fiir das Yolgende keine besondere Bedeutung hat, 
lassen wir den vollstiindigen Beweis aus. 

3) Wenn k, unter einer endlichen Grenze bleibt, k, <M — 1, so 
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folgt aus (9), dass a, > +t bezw. 6, > x ist, wenn é& 4: > 0, bez. 
Ya41 > O ist. Zufolge der Relation », + &, =k, — 1 ist aber immer 
entweder é.4; >0 oder m4: >0, und somit immer a, > - oder 
B, > i weshalb die Bedingung (3) sich nicht erfiillen lisst. 


Satz 2. Im Falle lim k, = co giebt es eine tiberall nicht-abzihibare 
a-Menge mit der Eigenschaft, dass von einem gewissen n an 


(11) R(w. Kn) < a 


ist, wo c eine beliebige positive Constante > 2 bedeutet. 

Beweis. Aus dem Beweise des ersten Theiles des vorigen Satzes 
geht unmittelbar hervor, dass in jedem Intervalle eine nicht-abziihlbare 
Menge von z-Werthen vorkommt, fiir welche von einem gewissen n 
an entweder é4,; << ¢ — 1 oder y,41 <¢ — 1 ist, d.h. nach (10) ent- 


weder a, < x oder B, < i - — Dasselbe gilt itibrigens offenbar 
“n-+1 n+1 


auch, wenn die Zahlen k, eine endliche obere Grenze haben, aber es 
ist in diesem Falle von keiner Bedeutung fiir das folgende. 

Satz 3. Es giebt immer eine iiberall nicht-abzdhlbare Menge von 
a-Werthen, fiir welche die Gleichung (3) nicht gilt. 

Beweis. Bei endlich-bleibenden k, ist der Satz richtig, da tiber- 
haupt keine irrationalen 2-Werthe der Bedingung (3) geniigen. Fir 
limk, co sieht man ganz wie beim Beweise des ersten Satzes ein, dass 
in jedem Intervalle eine nicht-abzihlbare «-Menge sich bestimmen 
lisst, fiir welche (3) nicht gilt, nimlich solche, bei deren «-Reihe 
wenigstens fiir gewisse unendlich grosse m der Quotient «, : k, weder 
unendlich nahe an Null noch unendlich nahe an 1 kommt, 

Satz 4. Die consecutiven ganzen Zahlen, zwischen denen K,% 
liegt, seien A, und A, -+1=—B,. Dann gilt folgendes: 

Wenn wenigstens von einem gewissen n an 
(12) k, = 1 (mod. p) 


ist, so giebt es eine tiberall nicht-abzihlbare x-Menge, fiir welche von 
einem gewissen (fiir verschiedene x verschiedenen) n an 


ce 
(13) A, =1(mod.p), o@ <,—, 
n-+1 
und eine andere derartige Menge, bei welcher von einem gewissen n an 


(14) B, =1(mod.p), Ba < -— 
Kens 


ist, wo c eine beliebige positive Grisse > p +- 2 bedeutet. 
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Beweis. Ein jeder irrationaler z-Werth lisst sich in der Form 
N + eine Reihe der Form (6) 


darstellen (N ganz, 2 0). Man nehme eine beliebige ganze positive 


Zahl m, nur so gross, dass (12) giiltig ist, sobald » > m. Den Zahlen 
N, & 5 &, +++ &m—1 gebe man bestimmte aber beliebige Werthe (nur 
mit den fiir die ¢ geltenden Beschriinkungen), Dann ist 

(15) kim Am—1 = @ (mod. p), 

wo @ eine bestimmte ganze Zahl > 0 aber < p bedeutet. Nachher 
setze man &, = p-+1— eo (< ky, da k, ==1 und >1). Dann wird 


(16) An = kmAm—1 + &m = 1 (mod. p). 


Wenn man ferner fiir alle m > m die ¢, so wiihlt, dass ¢, == 0 (mod. p), 
é, <c¢— 1 [was zufolge der Annahme c >p-+ 2 méglich ist, ohne 
dass man immer é¢, = 0 setzen muss], so werden die Bedingungen (13) 
fir »>m erfiillt. Wenn nimlich die Congruenz A, = 1 (mod. p) 
fiir einen gewissen v-Werth stattfindet, so gilt sie auch fiir m + 1, da 
Ansa = hnptAn + Ens ist, E41 == 0 (mod. p), und ky41. A, = 1, weil 
A, =1, ky41=1; aber nach (15) gilt die fragliche Congruenz fiir 
n=m; sie gilt also auch immer fiir » > m. Ferner folgt die Un- 
gleichheit in (13), in Betracht von (10), aus der Annahme «,<¢—1. 
Wir sehen also, dass es iiberhaupt Stellen mit der Kigenschaft 
(13) giebt; dass dieselben eine iiberall nicht-abzihlbare Menge bilden, 
lisst sich auf analoge Weise wie oben in iihnlichen Fiillen zeigen. 
Dasselbe ergiebt sich in ganz derselben Weise in Bezug auf die 


Bedingungen (14), 
§ 2. 
Die Function ze*—. 
Fiir das folgende ist die Function 
(17) g(x) = rer" 


von wesentlicher Bedeutung, weshalb wir einige einfache Bemerkungen 
iiber dieselbe voraussenden, 


Es ist 
(18) p(x) 20 fir <20, pO)=—0, g(l)—1. 
Ferner hat man 
(19) gy (x) = (x+ le, 
und somit eine Minimumstelle fiir 2 — — 1, mit 

1 

(20) o(—1l)=— 3: 
Von x = — 1 aus nimmt die Function nach beiden Seiten unaufhérlich 
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zu, woraus, da m(—-co) = 0 ist, folgt, dass g(x) einen beliebigen 
positiven Werth nur einmal annimmt — namentlich den Werth + 1 
nur fiir c= 1. 

Es ist also, 


(21) fir 2 <0, |p(z)|\<+<1. 


=¢ 
Weiterhin nehme man eine beliebige Reihe von x-Werthen 
yy Mn - «0 Magy 2 05 


wo fiir alle » |z,| <1 ist, und betrachte das unendliche Product 


(22) [] oe. 


Wenn irgend ein x, = 0 ist, und demzufolge auch g(x,) = 0, so ver- 
schwindet selbstverstiindlich das ganze Product. Dasselbe trifft ein, 
sobald die Gréssen x, unterhalb einer Grenze bleiben, welche < 1 ist: 


(23) | | p(%.)=—0 fir m%<g<l. 

1 
Denn es bleibt dann immer auch |p(2,)| << g,< 1, wo g, = 9(Q), 
wenn o(g) > * andernfalls g, = a + 0 (d bel. kl. pos. Grésse). Das 


Verschwinden des Productes findet in der That noch statt, wenn 
lim z, unbestimmt ist mit 1 als oberer Unbestimmtheitsgrenze. Zufoige 
dieser Unbestimmtheit kann man nimlich aus (22) eine unendliche 
Menge von Factoren herausgreifen, welche numerisch unterhalb einer 
Grenze < 1 bleiben, und daher ein verschwindendes Product geben; 
und das Product der iibrigen Factoren muss nach der Annahme 
|| << 1, woraus | y(x,)|<1 folgt, zwischen endlichen Grenzen bleiben, 
weshalb das ganze Product (22) verschwindet. Es bleibt tibrig, den Fall 


lim z, = 1 
zu untersuchen. Man setze 
Lt, = 1 — dO, 
und somit 
= 9 ¢ 9 ° 
(24) pan) =(1—d,)e "=—1 —iatp 62 — - 0+. ...cnt «fi, 


wo offenbar lim A, = 0 ist. Bekanntlich convergirt dann das Product 
(22) gegen Null oder gegen einen bestimmten von Null verschiedenen 
Werth (vorausgesetzt dass kein einzelnes p(z,) d. h. x, verschwindet) 
je nachdem die Reihe 


a 


(25) > du 


1 
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divergirt oder convergirt. Fiir hinreichend grosse » ist (abgesehen 
vom Falle 0, = A, = 0) 


6 3 92 
(26) 28,— 2a<A, <2. 


Hieraus folgt, dass (25) convergirt , sobald 


(27) = On 


convergirt, und divergirt, sobald 


(28) | > a.(1—24,) 


divergent ist. Aber die Reihen (27) und (28) convergiren oder divergiren 
immer gleichzeitig, denn es ist fiir hinreichend grosse n 


(29) +8, < 4 (1 — 2 d,) < dy. 


Es convergirt oder divergirt somit auch die Reihe (25) immer mit (27); 
und dem zufolge ist das Product (22) gleich Null oder hat einen be- 
stimmten endlichen von Null verschiedenen Werth, je nachdem die 
Reihe (27) divergirt oder convergirt. 

Fiir lim 2, = 1 verhiilt sich also das Product (22) immer wie 


das Product | | a 


§ 3. 

In jedem Intervalle verschwindende Functionen deren Nicht-Nullstellen 
eine abzihlibare, iiberalldichte Menge bilden, und welche in jedem 
Intervalle abwechselnde Vorzeichen haben. 

1. Man nehme eine beliebige unendliche Reihe ganzer, positiver, 
ungerader Zahlen > 3 
Ray Tiny Bay «= « Bey xe 
und man setze, wie oben, k,.k,...k,—= Ky, Ky =1. Die in der 
Kinleitung erwihnte abziihlbare Menge M von gegebenen Nullstellen sei 


‘ _ [2m—1 nm=0,1,2---¢-+- 


Man bilde den Ausdruck 
(31) f(*) = IT y (cos 2a K, x) = [[« (x), [p(é —te-). 
n=1 1 


Fir jede M-Stelle ist f(~) = 0, da offenbar von einem gewissen 
nan alle Factoren u,(”) verschwinden. Wir werden das Verhalten 


20* 
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von f(x) fiir andere x untersuchen, zunichst (in diesem Paragraphen) 
unter der Annahme, dass die Zahlen k, unterhalb einer endlichen 
Grenze bleiben, also 


(32) 3<k, <g (endl. Grosse). 

2. Fiir alle rationalen « der Form 

A 

33 saa SS 
(33) 4 
wo A eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet (welche 
also mit K; gemeinsame Factoren haben kann) gilt, dass von einem 
gewissen n-Werth <i an die Grosse K,x% eine ganze Zahl wird, und 
demzufolge in (31) alle Factoren u,(z)—=1. Zufolge der Annahme, 


dass alle k, ungerade sein sollen, kann andererseits fiir kein voran- 
gehendes n die Grésse 2a K, a gleich einem ungeraden Vielfachen von 


~ werden, d. h. u,(z) nicht gleich Null. Folglich erhilt f(x) fir 


jeden «-Werth der Form (33) einen bestimmten endlichen und von 
Null verschiedenen Werth. Die fraglichen z-Werthe sind (als rational) 
abzihlbar, aber bilden eine tiberalldichte Menge, da der Nenner in (33) 
keine endliche obere Grenze hat, und der Zihler ganz beliebig ist. 
[Die Menge der Zahlen (33) ist iibrigens offenbar dieselbe, wie die 
Menge aller Zahlen, welche sich in der Form (6) mit einer endlichen 
Gliederanzahl darstellen lassen. | 

Fiir alle x, welche der Classe (33) nicht angehéren, wird dagegen 
K,x niemals eine ganze Zahl, und somit w,(”) niemals gleich 1. 
Nach §1, Satz 1 kann auch nicht lim R(K,x7) —1 sein, da die k, 
eine endliche obere Grenze haben; es hat also auch uiemals cos (22 K,,2) 
den bestimmten Grenzwerth 1; folglich verschwindet nach § 2 das 
Product (51) fiir alle a-Werthe, welche nicht zur Menge (33) gehéren. 
Die Function /(#) hat also eine abzihlibare, iiberalldichte Menge von 
Nicht-Nullstellen, aber eine tiberall nicht-abzihlbare Menge von Null- 
stellen. Unter diesen giebt es eine abzihlbare, iiberalldichte Menge 
(die gegebene Menge JZ), fiir welche es gilt, dass von einem gewissen 
m an jeder Factor u,(x) verschwindet; offenbar kann dagegen an an- 
deren Nullstellen niemals ein einzelner Factor u,(#) verschwinden. 

3. Es gilt ferner, dass f(z) in jedem Intervalle sowohl positive 
als auch negative Werthe annimmt. Es sei namlich z,..., ein be- 


or Ss 
liebiges Intervall, 2, << 2,, %, — 4, = 2d, » (% + 2) = 2%. Man 
nehme 7 so gross, dass 


(34) n<4 


wird; unter dieser Voraussetzung lasst sich A so bestimmen, dass der 
? 5 ? 

















Reelle Functionen mit iiberall dicht liegenden Nullstellen. 309 


z-Werth (33) zwischen wz, und z, fallt; man bezeichne einen solchen 
a-Werth mit §. Es sei m (<i) der kleinste m-Werth, fiir den K,é 
eine ganze Zahl ist, und A: K; sei = B: K,,. Es bedeute ferner A 
den kleinsten numerischen Werth, um welchen eine der m — 1 Gréssen 


2a K,&, 2a K,€,... 2a Kn-ik 


' , 1 , 
von einem ungeraden Vielfachen von — a abweicht [da & zur Classe 


33) gehért, kann niemals A =O sein]. Man nehme eine ganze 
oD ? 2 5 
positive Zahl @ so gross, dass 


1 
35 D0 > ge EM 
( ) Kins ' kts woe km+o—t , 
und somit auch 
2nK,é 1 Zz 
36 = - —--— <A, n=1,2...m 
( B Kins “ kno sates kn +e-1 knee P z 


ist, wenn 0< L< Kimi. (es ist zu bemerken, dass §: B> 0 ist, 
K,§:B <1 fir n< m, =1 fir n=~™). 
Man setze nun 


37) gw=t+R-, : 


L 
p——— + pow ame Sof Gi. 
OSS i 


k m+e-1 m+e 


m-+1° 


Zufolge (36) hat dann fiir » = 1, 2,...m — 1, und offenbar auch fiir 
n=m, cos(2aK,y) dasselbe Vorzeichen wie cos (27 K,,§), weil die 
positive Grésse 27 K,,&, kleiner ist als der numerische Unterschied 
zwischen 22 K,& und der am meisten benachbarten Zahl der Form 


(2p+1) . - Andererseits ist fiir 6 = 1,2,...@—1 


L 
(38) Ente y = Kn+of + k z, k 


= m™ 0. 
m+o+1°** Kim to—1 tok + 


m+e@ 
Kn4o§ ist immer eine ganze Zahl, aber K,,.4¢y wird zum ersten Male 
ganz, sobald 6 den Werth g erreicht (man bemerke die Annahme L < kn+»). 
Ferner ist, da alle k, >3 sind, fiire<o@—3 die Grésse 0 < ; , und 
dasselbe gilt auch fiir 6 = @ — 2, wenn oa < ist. Man wihle 
die Zahl L so, dass 


39 ee ot 
” TEL SG 





wird, was selbstverstiindlich immer mdglich ist, da knig >2. Dies 
vorausgesetzt, gilt folgendes: wie gesagt, haben die beiden Gréssen 
cos (27 K,,&) und cos (227K,,y) fiir » < m immer dasselbe Vorzeichen; 
fir m<n<m+o—1 gilt dasselbe, da cos (2a K,§&) = 1 ist, und 
nach (38) cos (2 7K,,y) — cos (270), was ebenfalls eine positive Grosse 
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ist, da 0 < +3 fir n=—=m-+o@—1 haben dagegen die Grdéssen 
cos (2a K,&) und cos (2a K,) verschiedene Zeichen, weil jene gleich 
1 ist, diese aber negativ, fiir » > m-+ @ sind beide Gréssen gleich 1. 
Also ergiebt sich, dass das Product (31) fiir § und y verschiedene 
Vorzeichen haben muss. Andererseits gehért » wie £ zur Classe (33); 
denn da dies fiir € gilt, so gilt es nach (37) auch fiir £,, und somit 
fiir —§ + &,, (die Summe zweier Zahlen der fraglichen Art ist offenbar 
immer eine Zahl derselben Art). Endlich liegt 7, wie &, zwischen 2, 
und z,, wenn man @ hinreichend gross nimmt; dann wird niamlich 
—,<d, und also, da a, << & < a, ist, und 4—2z,—2,—-4—d, 
mit Sicherheit z,< 4 <2. Wir haben also vollstiindig bewiesen, 
dass in jedem beliebigen Intervalle die Function (31) sowohl positive 
als negative Werthe annimmt (fiir a-Werthe, welche zur Classe (33) 
gehéren). 


4. Wie verhilt sich an verschiedenen Stellen die fragliche Func- 
tion in Bezug auf Stetigheit oder Unstetigkeit? An den Nicht-Null- 
stellen ist /() selbstverstiindiich unstetig, da in einer beliebig kleinen 
Umgebung Nullstellen vorkommen. Aber an den Nullstellen findet in 
der That Stetigkeit statt. Dies lisst sich auf folgende Weise einsehen. 
Es sei x eine beliebige Nullstelle, und 6 eine beliebig kleine positive 
Grésse. Da das unendliche Product (31) verschwindet, lisst sich ein 
n-Werth so bestimmen, dass 


Il Uj (@) 


1 


(40) << 








wird. Man betrachte eine Nicht-Nullstelle x + 6 (0 2 0). Wenn x 
za der Classe von Nullstellen gehért, fiir welche kein Factor w, (x) 
verschwindet, hat man 


n 


(41) [[uto+e) =] wie). Pt. 


U4; (@) 
1 1 
Es bedeute M(d) den absoluten Werth des numerisch griéssten unter 
den » Quotienten 
wu; (%-+ 9d) 
 u; (a) 
M(9) ist (bei festem n) eine Function von 0, welche fiir unendlich 


kleines 6 unendlich nahe an 1 kommt. 
ein positives ¢ so zu bestimmen, dass 


(42) fir —e<d<e, M(d) <j? 


Es muss daher méglich sein, 








or 


sh 
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wird, und also nach (40) und (41) 


[[ue+a| <6. 


1 


(43) 





Da ferner im Producte (31) fiir alle x kein Factor numerisch grdésser 
als 1 ist, so folgt aus (43), dass auch 

| @ 
(44) | | | u(a-+8)| <6 

} 1 | 
wird. Wenn dagegen verschwindende Factoren u,(%) vorkommen, so 
sind (s. oben) von einem gewissen » an in der That alle u,(x) = 0. 
Man nehme oberhalb dieser Grenze einen beliebigen n-Werth — 7, und 
bestimme nachher ¢ so, dass fiir |d| < « 


(49) (ti (2-+ 9)| — |ui(x)| = |wi(@+9)| <6 
wird, was immer mdglich ist, da lim [tn (a-+-0) — u,(v)] immer un- 
=0 


abhiingig von ” verschwindet, Dann wird (da kein Factor numerisch > 1) 
| 
(46) Tl ta(2+8)) <|m(e+9)] <0. 
S 


Hiermit ist bewiesen, dass jede Nullstelle Stetigkeitsstelle ist, obgleich 
in jeder Umgebung derselben Nicht-Nullstellen vorkommen. Die Func- 
tion f(z) ist ,,punktirt unstetig’‘ mit einer abzihlbaren aber iiberall- 
dichten Menge von Unstetigkeitsstellen. Jede eindeutige, endlich 
bleibende Function mit dieser Eigenschaft ist nach einem vom Verf. 
in einer friiheren Arbeit benutzten Sprachgebrauche eine eindeutige, 
endliche limitére Function (mit den Unstetigkeitsstellen als ,,primiiren“ 
Stellen) *). 

Bei jeder Function dieser Art bilden diejenigen Stellen, an denen 
der ,,Sprung“**) der Function grésser als eine beliebig kleine positive 

*) Functionentheoretische Bemerkungen und Siitze, Acta Univ. Lundensis 
Tom, XXXIII. Es wird hier (p. 7, 8) der Begriff ,,limitére Function folgender- 
massen definirt: man bestimme fiir eine iiberalldichte, abzdhlbare a-Menge 
XH, Hy... 2,..+. auf beliebige Weise eine Function f(x); diese a-Werthe mégen 
primiir heissen, alle iibrigen secundir; fiir secundiire x definire man f(#) durch 


die Bestimmung, dass f(#) = lim F (e,) sein soll, wenn lim Lo, = x; , wobei alle 
i=o . i= 


Systeme x, ...#, ... mit lim Lo, = x beriicksichtigt werden sollen, und lim f (e,) 
1 ] J 


@ On 
bei Unbestimmtheit als eine Menge von Werthen aufzufassen ist. Hiernach be- 
deutet der Ausdruck ,,eindeutige, endliche limitiire Function‘t ganz dasselbe wie 
»eindeutige, endliche Function mit héchstens einer abzihlbaren Menge von Un- 
stetigkeiten. 

**) Die Differenz zwischen der oberen und der unteren Grenze fiir die Werthe 
einer eindeutigen Function in einem gewissen w-Intervalle heisst ,,Schwankung“ 
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Grosse 6 ist, immer eine abzihlbare Menge von dem Inhalt Null. Denn 
jede Hiufungsstelle fiir z-Werthe, fiir welche der Sprung > ¢@ ist, 
ist offenbar eine Discontinuititsstelle; solche Hiufungsstellen kénnen 
somit (falls sie iiberhaupt vorkommen) nur eine abziihlbare Menge 
bilden. Aber jede Menge, deren Hiufungsstellen abzihlbar sind, hat 
den Inhalt Null*), Dies gilt also im jetzt fraglichen Falle fiir die 
Stellen mit Sprunge > o**). 

Die erwihnte Eigenschaft in Bezug auf die Spriinge ist in der 
That nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Integrabilitit 
einer Function***). Die jetzt fraglichen Functionen sind also immer 
integrabel. 

5. Unter den eindeutigen endlichen Functionen mit abzihlbaren 
Unstetigkeitsstellen kann man folgende zwei Classen unterscheiden: 
diejenigen, bei denen die Stellen mit Spriingen > 6 immer in endlicher 
Anzahl auftreten, und diejenigen, bei denen diese Stellen fiir hinreichend 
kleine 6-Werthe wnendliche (obgleich nicht ausgedehnte) Mengen bilden 
(bei integrirbaren Functionen mit nicht-abzihlbaren Unstetigkeiten, 
kann dagegen aus leicht ersichtlichem Grunde nur das letztere statt- 
finden). Functionen der ersten Art sind ziemlich leicht zu finden). 
Und es ist bemerkenswerth, dass unsere jetzigen Functionen zur zweiten 
Classe gehéren, wie sich aus folgenden Betrachtungen ergiebt. 

Man nehme eine beliebige Nicht-Nullstelle 
(47) c= 
und eine andere benachbarte Nicht-Nullstelle 
(48) beete ttn 


und fiihre die Bezeichnungen 


[[u (x) = P, (a), T[«o@ = R;(z) 
e=n 1 n=i-+1 


ein. Fiir alle n >i ist w,(@) = 1, und somit R,(#)— 1, und man 
hat also 


der Fanction in diesem Intervalle. Der ,,Sprung‘t der Function an einer Stelle x 
ist der Grenzwerth bei verschwindendem 0 fiir die Schwankung im Intervalle 
a—@...a2+0. 

*) Man sehe Cantor, Acta Math. II, p. 376, Théoréme VI. 

**) Vgl. Functionentheoretische Bemerkungen etc. p. 27, p. 39. 

***) Gewodhnlich wird die Integrabilitiitsbedingung in anderer Form aus- 
gesprochen, aber diese Form diirfte in der That die einfachste und fiir unmittel- 
bare Anwendung am meisten geeignete sein. Man sehe Pasch, Math. Annalen 
XXX, p. 149; Funct. Bem. ete. p. 37, 38. 

+) S. z. B. Funct. Bem, etc. p. 11. 
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(49) 1(&) = Pix) = Pigs(2) = Piza(z) =---, 


und ebenso ist 


i+p 


= P(t): J [ m@). 


n=i+1 


f(S) = Pitn(&) = Pitpur(B) =-->, 
(50) | 


Wenn nun i und A (und somit x) bestimmte Werthe haben, so kann 
man (da Nullwerthe fiir uw, nicht vorkommen on Pp so gross 
(d. h. 4 so klein) nehmen, dass fiir » = i, 2,. 


(61) Vib < || < rT 


u, (2) | 
wird, wo 0 beliebig klein > 0 ist, und folglich 
(52) (1—9)|Pi(w)| < | Pi(&)| < 1+8)| Pi(a)|. 


Weiterhin bemerke man, dass fiir n >% die Grésse u,(&) = u,(%) ist 
(da K,.” ganze Zahl ist), und somit 








itp i+p 





(53) | | Un (§) = TT] 9s 22 K,§) = [, I y (cos 2a Rt). 
n=i-+1 n=i+1 
Ks ist 
i K; 1 1 
54 a. oo 
(54) Bian *peqa-Fitquas- Map =a? e 


also fiir p—o>1 


aK 
(55) cos tt 2 cos 5 > 0, (cos bers > (cos 33) >0, 
und somit 
| Se 
(56) | [June 29 (cos j lp To (os =). 
n=i-+1 








Hieraus folgt, dass bei unbegrenzt wachsendem p (und festem 7) das 


Product 
i+p 


[Ju 


i+1 


nicht beliebig nahe an Null kommen kann. Denn es ist immer 


(67) [cos 7 | = cos > also |@ (cos E-)| >g>0O. 
i Se —=«‘CS | Kitp 


Ferner hat das unendliche Product 








314 T. Bropin. 


IT» (cos 22) 


einen von Null verschiedenen (positiven) Werth h. Wie wir wissen 
(s. § 2), gilt dies, wenn die Reihe 


> (} — cos =) 


convergirt. Und diese Convergenz findet in der That statt; denn es ist 


Qn Qn \2 
2 : i — cos 3” +1 , 3” 5 1 
(58) lim —— = lim | -——— | = = <i. 
n=) 4 i e r= om 
3” * 
Nach (49), (50), (52), (56), (57) wird also fir gh = G, 
(59) If(6)| > (1+) -G@ - |f(@)|, 


wo |e| < @ ist, und also fiir hinreichend grosse p beliebig klein, und 
G> O und von p unabhingig. M. a. W.: fiir &-Werthe der Form 
(48), welche hinreichend nahe an z liegen, kommt |/(&)| beliebig nahe 
an der von Null verschiedenen Grésse G.|f(~)|, und es kann somit der 
Sprung von f(x) an den Stellen € nicht beliebig nahe an Null kommen, 
da der Sprung nicht kleiner als |f(€)| sein kann, weil Nullstellen in 
jedem Intervalle vorkommen. Dasselbe ergiebt sich auf vollig analoge 
Weise fiir alle Stellen 
c 

(60) x + jite ? 

wo ¢ eine gegebene ganze Zahl von beliebiger Grésse (> 0) bedeutet. 
Aber der (von Null verschiedene) Grenzwerth bei unbegrenzt wachsen- 
dem p — und constantem ¢ — fiir den Sprung an der Stelle (60) 
hangt von c ab, und zwar muss dieser Grenzwerth bei wachsendem ¢ 
unbegrenzt abnelmen (oder wenigstens fiir gewisse unendlich grosse ¢ 
unendlich klein werden). Man bemerke nimlich erstens, dass offenbar 


alle-Nicht-Nullstellen, mit Ausnahme fiir eine endliche Anzahl (von der 
Form « + a). sich in der Form (60) darstellen lassen, weshalb in 


einer hinreichend kleinen Umgebung von « alle Nicht-Nullstellen die 
Form (60) haben; und zweitens dass in keiner Umgebung von ~ die 
Spriinge an den Nicht-Nullstellen eine von Null verschiedene untere 
Grenze 6 haben kénnen, weil in diesem Falle der Inhalt der Menge 
von Nicht-Nullstellen mit Sprunge >0 nicht gleich Null sein kénnte 
(die Sache folgt iibrigens schon daraus, dass die fragliche Function 
nur punktirt unstetig ist). 

Das Hauptergebniss dieser Betrachtungen ist die Unendlichkeit 
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der Menge derjenigen Stellen, an denen der Sprung > 6 ist, wo 6 
hinreichend klein ist. 

6. In Bezug auf die Derivation der Function f(x), gilt es offenbar 
an den Nicht-Nullstellen, das f’ (2) unendlich ist oder + co nebst 
endlichem Werthe repriisentirt (zufolge der Ueberalldichtheit der Nicht- 
Nullstellen). Es gilt aber fiir jede eindeutige endliche _,,limitire“ 
Function, bei welcher an einer tiberalldichten z-Menge f(x) + oo 
oder —oo als méglichen Werth enthilt, dasselbe fiir eine iiberall 
nicht-abzihlbare xz-Menge*). Es ist also in unserem Falle auch bei 
einer iiberall nicht-abzihlbaren Menge von Nullstellen +- co oder — co 
moglicher Werth von f’(x). Fiir eine andere derartige Menge ist 
dagegen, nach einem bekannten Satze, f’(x) auf endliche Werthe 
beschrinkt**). 

7. Eine der Annahme 


(61) M= ra 
entsprechende Modification der Functionsform (31) ist die folgende 
(62) f(a) =] Jo (sin 5 Ky 2) Kym hy. hy...kn, 

1 


wo die Zahlen k, unter einer endlichen Grenze bleiben und saimmtlich 
die Form 4p + 1 (p>1) haben. Auch hier wird fiir eine abzihlbare, 
iiberalldichte z-Menge f(x) von Null verschieden, nimlich fiir 2-Werthe 
der Form 
4m+1 : 
K 


n 





Die Function (62) hat die Periode 4, die Function (31) die Periode 1. 
Im iibrigen gestaltet sich alles véllig analog. 

Als die einfachsten Specialfille der Functionsarten (31) und (62) 
kann man die Folgenden bezeichnen: 


(63) f(x) -|T (cos 22. 3" x], 


. (64) t(a) =] [ ¢ (sin F - 52). 


; *) Es wird dies in der oben citirten Arbeit ,,Functionentheoretische Be- 
merkungen etc.“* p. 30—36 gezeigt. 
**) S, Scheeffer, Acta Math. V, p. 283. 
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§ 4. 
Functionen mit einer iiberall nicht-abzihlbaren Menge von Nicht- 
Nullstelien und in jedem Intervalle abwechselnden Vorzeichen. 


Es sei jetzt wieder k,, k,...k,... eine Reihe von ungeraden 
Zahlen > 3, aber mit der Eigenschaft 


(65) lim ky = 00, 


und man betrachte wieder die Function 


(66) f(a) =] [ p(cos 2x Kyx), Ky —hty..shn.- 
1 


Ganz wie im vorigen Falle gilt es, dass alle Stellen 


(67) z 
Nicht-Nullstellen sind. Und diese (rationalen) Stellen bilden wie im 
vorigen Falle eine tiberalldichte (abzihlbare) Menge. 

Aber es giebt im jetzigen Falle iiberdies eine iiberall nicht-abziihl- 
bare Menge von irrationalen Nicht-Nullstellen. Nach § 1, Satz 2 giebt 
es nimlich eine iiberall nicht-abziihlbare z-Menge mit der Eigenschaft 
dass fiir hinreichend grosse n-Werthe 


(68) R (Ky 2) = RBy(x) < ; = 


ist, wo ¢ eine beliebige positive Grésse >2 bedeutet. Ferner hat 
man immer 


(69) 1 — cos 2a K, x = 1 — cos 2a R, (x) < 2a?[R,(z)|’, 
also nach (68) 


(70) 1 — cos 2a K,x < 2x2. 
nL 
Da die Reihe |S" z, und somit auch >a — cos 2a K,x) immer 
n-+1 
convergirt, hat nach § 2 das Product (66) einen bestimmten von Null 
verschiedenen Werth. Dies gilt also fiir eine iiberall nicht-abzaihibare 
a-Menge, w. z. b. w. 
Andererseits giebt es nach § 1, Satz 3 eine andere derartige Menge, 
fiir welche f(x) verschwindet. Denn eine solche Menge bilden nach 
diesem Satze schon diejenigen «, fiir welche lim R,(x) nicht gleich 
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Null ist. Und iiberdies kann das Product (66) verschwinden auch fiir 
lim R,(#) = 0. 

‘Dass in jedem Intervalle sowohl] positive als negative Werthe vor- 
kommen, kann man wortlich wie im vorigen Falle zeigen. Zu bemerken 
ist hierbei, dass dieser Beweis sich nur auf rationale Nicht-Nullstellen 
bezieht. Es ist selbstverstaindlich hinreichend, die zu beweisende Thai- 
sache fiir diese Stellen nachzuweisen, da sie eine iiberalldichte Menge 
bilden. Aber man kann andererseits fragen, ob die bestindige Ab- 
wechselung der Vorzeichen auch bei den irrationalen Nicht-Nullstellen 
stattfindet. Dass diese Frage in der That zu bejahen ist, lisst sich 
ziemlich leicht zeigen; aber wir fiihren diesen Beweis hier nicht aus. 

Unsere jetzige Function f(#) ist, wie die vorige, punktirt un- 
stetig, und zwar so, dass Stetigkeit an allen Nullstellen, Unstetigkeit 
an allen Nicht-Nulistellen stattfindet. Letzteres ist selbstverstindlich, 
und die Stetigkeit an den Nullstellen ergiebt sich wértlich wie im 
vorigen Falle. Die Unstetigkeiten bilden also jetzt eine dberall nicht- 
abedhlbare Menge. Die Function f(a) kann somit nicht zur ,,limitiren“ 
Classe gehéren (s. oben). 

Mit der Frage nach der Integrabilitit oder Nicht -Integrabilitit 
der jetzigen f(a) werden wir uns gegenwiirtig nicht beschiiftigen, da 
dieselbe, wie es scheint, verhiltnissmiissig grosse Schwierigkeiten dar- 
bietet und eine besondere Behandlung verdient. — Mit dieser Frage 
hiingt eine andere nahe zusammen, nimlich die Frage, ob es eine 
Function @(2) giebt, welche in jedem Intervalle Maxima-Minima be- 
sitzt, und deren Derivirte gleich f(x) ist (vgl. die Kinleitung). Eine 
nothwendige Bedingung hierfiir ist bekanntlich, dass f(x%) micht 
pintegrabel ist (eine definite Integration zuliisst)*). 

Zuletzt sei bemerkt, dass die Modification (62) der Darstellungs- 
form auch bei der jetzizen Functionsart modglich ist. Dies lisst sich 
in der That mit Anwendung des Satzes 4, § 1 ohne Schwierigkeit 
nachweisen, wenn man die darin vorkommende Zahl p = 4 setzt. 


§ 5. 
Functionen welche niemals das Vorzeichen andern. — Annaherung 
durch rationale Functionen. 


Selbstverstindlich erhilt man durch Quadrirung der oben be- 
trachteten Functionen /(#) andere Functionen, welche ahnliche Higen- 
schaften besitzen, aber niemals negativ werden. 

Solche Functionen lassen sich indess auch auf einfachere Weise 
durch Producte mit ganzen Factoren darstellen. Man betrachte das 
Product 


*) 8. z. B. Dini, Fondamenti § 200. 
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wo 


(71) ]T[ (2a K, 2x), 


n=1 


wo die Gréssen K, die Bedingungen von § 3 oder § 4 erfiillen. Wenn 
negative Factoren hier niemals aufhéren, so wird das Product offenbar 
unbestimmt, falls es nicht verschwindet, wihrend die numerischen 
Werthe der Factoren immer ein Product mit bestimmtem Werthe 
geben (da alle Factoren numerisch kleiner als Eins sind). Die Hinzu- 
fiigung von positiven Exponentialfactoren, wodurch das Product (71) 
in das oben betrachtete (31) tibergeht, hatte in der That den Zweck, 
jene Unbestimmtheit zu beseitigen: zufolge der Higenschaften der 
Function xe*—', verschwindet das Product (31) jedesmal, wenn nega- 
tive Factoren niemals aufhéren. In (71) tritt dagegen (wie aus dem 
vorigen folgt) die Unbestimmtheit wenigstens fiir alle z-Werthe der Form 


ein; aber sie verschwindet bei Quadrirung: das Product 


D 


(72) IT cos* (2a K, x) 


n=1 


giebt eine eindeutige Function, welche iiberalldichte Nullstellen hat, 
Die naheren Eigenschaften werden denjenigen der oben betrachteten 
Functionen thnlich. 

Im Zusammenhange hiermit mag bemerkt werden, dass man auch 
mittels indirecter Anwendung von Cantor's Condensationsverfahren eine 
Art unendlicher Producte erhalten kann, welche fiir eine iiberall nicht- 
abzihlbare a-Menge verschwinden, fiir eine andere derartige Menge 
bestimmte positive Werthe haben, und niemals negativ oder unbestimmt 
werden. In einer friiheren Arbeit*) hat der Verf. gezeigt, dass wenn 
@,, @),..-.@,... eine abzahibare und im Intervalle 0... 1 iiberall- 


dichte z-Menge ist, ¢c,,¢,,...¢n... eine beliebige convergente Reihe 
positiver Gréssen, die Reihe 


(73) > Cn (2 — Wy)® 


(um nur den einfachsten Fall zu betrachten) im Intervalle 0...1 eine 
stetige Function f(x) definirt, deren Derivirte /’(x) fiir eine iiberall 
nicht-abzihlbare «-Menge positiv unendlich wird, fiir eine andere der- 


*) Ueber das Weierstrass-Cantor’sche Condensationsverfahren, Ofversigt af 
K, Vet.-Akad, Férhandlingar, Stockholm 1896, p. 588—602. 
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artige Menge endliche positive Werthe hat, niemals negativ oder un- 
bestimmt wird und immer gleich 


@~ 2 
(74) yte-a) * 


: Cn = Ky, setzt. dass die Function 


ist. Hieraus folgt, wenn man | 


. ) -3 
| (5) [ [ome- 

’ s=1 y 
r die oben erwiihnten Eigenschaften hat — also nicht-abzihlbare Mengen 
P sowohl von Nullstellen als auch von Stellen mit positiven Functions- 

l werthen besitzt. Aber hier sind die Factoren nicht ganze Functionen; 

L sie sind als analytische Functionen sogar nicht eindeutig; und jede 


Stelle @, ist fiir den entsprechenden Factor wesentlich singulair: bei 
reeller Anniherung an die Stelle 2 = @, erhilt man Null als Grenze 
fiir den reellen Functionswerth; aber bei beliebiger Anniherung mit 
einem beliebigen der drei Functionswerthe erhilt man im allgemeinen 
andere Grenzwerthe. 

Dass man ahnliche Producte bilden kann, welche fiir das ganze 
z-Gebiet dasselbe Verhalten zeigen, folgt aus der Darstellung in der 
4 citirten Arbeit. — 

n Zum Schluss sei folgendes bemerkt. Die Functionsdarstellung 

durch unendliche Producte ist selbstverstiindlich ein Specialfall von 
Anniberung durch ganze analytische Functionen. Jede solche An- 
niiherung lisst sich in Anniherungen durch ganze rationale Functionen 





- umsetzen. Wie man in der That diesen Uebergang zu bewerkstelligen 
e hat (im allgemeinen Falle oder in unserem Specialfalle) diirfte iiber- 
t fliissig sein, hier naiher anzugeben. 

n Da unsere jetzigen Functionen unstetig sind, kann von gleich- 
|- miissigen Anniiherungen nicht die Rede sein. Es liisst sich aber 
e bei unseren Productdarstellungen oder daraus entspringenden An- 


niherungen durch rationale Functionen 
R, (a), R,(@)... Ry(a)... 

ohne Schwierigkeit zeigen, dass fiir beliebig kleines ¢ und hin- 

reichend grosse »-Werthe i 
: (76) [f(@) — Ba(x)| <6 
wird fiir alle # innerhalb eines beliebigen Intervalles, wo der ,,Sprung“ 
[s. oben] von f(a) immer < - ist. Dies gilt doch in der That bei 
af allen Anniherungen mittels stetiger Functionen, und ist daher nicht 
von besonderem Interesse. 
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An anderer Stelle*) hat der Verf. gezeigt, dass bei jeder ein- 
deutigen und endlich-bleibeuden ,,limitiiren‘’ Function (s. oben) eine 
Annaherung mittels ganzer rationaler Functionen méglich ist, fiir 
welche (bei hinreichend grossem ) die Ungleichheit (76) schon in 
allen Intervallen gilt, wo der Sprung immer < 6 ist. Es mag dahin- 
gestellt sein, ob die jetzt fraglichen Darstellungen der im § 3 be- 
sprochenen limitiiren Functionen diese Bedingung erfiillen. 


Lund, December 1897. 


*) In der oben citirten Arbeit ,,Functionentheoretische Bemerkungen etc.“, 
pag. 26—29. 























Ableitung hinreichender Bedingungen des Maximums oder 
Minimums einfacher Integrale aus der Theorie der zweiten 
Variation. 


Von 


Avotr Kyessr in Dorpat. 


Um zu entscheiden, ob das Integral 
b 
T= fre, YirYor-++ Yay Yr Yor +++ Yn) ax 


durch eine gewisse Bestimmung der unbekannten Functionen y, zu einem 
Extremum, d. h. zu einem Maximum oder Minimum gemacht wird, 
wenn diese Functionen beliebigen Bedingungsdifferentialgleichingen 
unterworfen und ihre Werthe fiir «=a und « =b vorgeschrieben 
sind, hat man zu untersuchen, ob die Grésse 


b 
a= fi £(%,Y, EOYs, 5° Yu tO Yny YI HO Yi» Yn +O Yn) —f (4s Y1)°*' Yn) } dx 


bei hinreichend kleinen mit den festgesetzten Bedingungen vertriig- 
lichen Variationen dy,, dy,’ ein constantes Vorzeichen besitzt. Ent- 
wickelt man den Integranden in diesem Ausdruck nach Potenzen der 
Variationen, und nennt das Integral der Glieder k'** Dimension die 
ke Variation von J, so muss, damit J ein Extremum werde, die 
erste Variation verschwinden, woraus sich die Differentialgleichungen 
des Problems ergeben. Man hat, wenn diese erfiillt sind, lange 
Zeit hindurch als selbstverstiindlich angesehen, dass das Vorzeichen 
der Grésse A mit dem der zweiten Variation iibereinstimme, und 
eine Reihe von Forschern hat sich in siegreichem Kampf mit 
grossen analytischen Schwierigkeiten bemiiht, die zweite Variation so 
umzuformen, dass ihr Vorzeichen méglichst leicht erkennbar sei, Dabei 
wurde nach dem Vorgang von Legendre stets die unter dem Integral- 
zeichen stehende quadratische Form, welche die 2m Argumente dy,, dy, 
enthilt, durch eine andere ersetzt, welche von weniger als 2m, im 
Allgemeinen  linearen Verbindungen der Variationen abhingt. 


Mathematische Avnalen, LI. 21 
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Aber gerade diese Transformation macht den Schluss vom Vor- 
zeichen der zweiten Variation auf das der Grésse A anfechtbar. Die 
allgemeinen Untersuchungen von Scheeffer iiber das Extremum der 
Functionen von mehreren Variabeln und die von seinen Vorgiingern 
auf diesem Gebiet gegebenen Beispiele haben nimlich auf die leicht 
ersichtliche, aber oft iibersehene Thatsache hingewiesen, dass in einer 
Function von mehreren Variabeln, welche kleine Werthe haben, die 
Glieder héherer Dimension nur dann gegen die quadratischen sicher 
vernachlissigt werden kénnen, wenn die von diesen gebildete quadra- 
tische Form nicht auf weniger Quadrate linearer Ausdriicke reducirbar 
ist, als die Anzahl der urspriinglichen Variablen betrigt. So hat 
nach der Bemerkung von Peano der Ausdruck 

(2 —y*) (w@—2y?) — a? — Bay? + 2y! 

fiir beliebig kleine nicht verschwindende Werthe von x und y sowohl 
positive wie negative Werthe, obwohl das quadratische Glied bestandig 
positiv ist. Hat man also die zweite Variation in das Integral einer 
Form von weniger als 2” linearen Verbindungen von dy,, dy, trans- 
formirt, so ist das Vorzeichen des Integranden in dem Ausdruck A 
durchaus zweifelhaft, noch mehr das der Grésse A selbst. Ein be- 
sonders helles Licht fallt auf diese Verhiltnisse durch ein von Scheeffer 
gegebenes Beispiel*), in welchem die Grésse A positiv und negativ 
werden kann, wihrend die zweite Variation ein festes Vorzeichen be- 
sitzt; allerdings kann letztere nicht fiir das ganze Iutegrationsintervall 
in die Legendre’sche Form iibergefiihrt werden. 

Wenn nun auch diese Erwiigungen geeiguet sind, den Credit der 
ganzen Theorie der zweiten Variation von Grund aus zu erschiittern, 
so braucht doch die gewaltige Arbeit, welche hervorragende Mathe- 
matiker an den Ausbau derselben gewandt haben, keineswegs als 
vergeblich und verloren zu gelten. Man kann vielmehr, wie ich auf 
den folgenden Blittern zu zeigen hoffe, die Theorie der zweiten 
Variation so ergiinzen, dass sie ihren eigentlichen Beruf erfiillt und zu 
einer strengen Abieitung hinreichender Bedingungen des Extremums 
fiihrt. Dieses Ziel diirfte fiir das oben formulirte allgemeine Problem 
der Variationsrechnung hiermit tiberhaupt zum ersten Male erreicht sein. 

Eine angenehme Pflicht ist es mir zu erwiihnen, dass ich einem 
wihrend der Vollendung dieser Abhandlung gefiihrten Briefwechsel mit 
Mayer mannigfache Férderung sowie einige Berichtigungen verdanke. 


*) Ueber die Bedeutung der Begriffe ,,Maximum und Minimum“ in der 
Variationsrechnung, Bd. XXVI dieser Annalen 8S. 201. 
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§ 1. 
Ableitung einer Determinantenformel. 


Es seien » und r feste Anzahlen, n > +r, uw irgend eine Zahl der 
Reihe 1,2,...2m, und es werde gesetzt 


0 Se bir big. . Diy 


0 ee br Dre 2. 0 Ory 


bi eee brs ai Qy2 20 + Aig 








Bin - . » Bop Qui Aue+++ Aun 


dabei sei allgemein ayp = ag,, im Uebrigen aber die Gréssen a ebenso 
wie die Gréssen b willkiirlich. Aus dem Laplace’schen Satze tiber 


die Entwicklung einer Determinante nach Producten von Subdeter- 
minanten folgt leicht 


D, = D,=-+-=D,_,=—0; 
(1) Dr = (—19 (+ bys bays. Ore) 


Setzt man ferner, indem man der Determinante D, eine Zeile und 
eine Colonne anfiigt, 


Guy Dip > Ov Aui-+ »» Aun| 


bb, 0 ...0 ee 


a ee a ee 


| Qi bu — Air «+ + Ain 








Any Ria s.<.< ew An1 ete Ann| 
so ist diese Grésse nur dann von Null verschieden, wenn 


we>n, v>n; 
da offenbar 


(2) Eur = Evn; 
so hat man, wenn v < 2y bleibt, = ni(n-+-1) Gréssen EB, welche nicht 


identisch verschwinden, Da in Ex, die Adjuncten der ersten Zeile 
von w, die der ersten Colonne von v unabhingig sind, und a,, den 
Factor D, hat, so kann man setzen 


2° 





Dupe Di= 
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(3) Euy = Guy Da + dip Bis + +++ + bre Bry 

+ Qui Airy + cee GunAny, 
womit die Ausdriicke A, B definirt sind; die Formel (2) ergiebt dann 

Ex» = AuvD» + by Bry + ie bry Bru 

+ A1yAip +--++ GA 

Ersetzt man sodann in E,, die erste Zeile durch folgende 
bor, 0,.. +0, der, .- - Deny 

wobei die Anzahl der Nullen ry und g eine der Zahlen 1, 2,... 7 ist, 
so werden die erste und die (g+-1)'* Zeile identisch; man erhilt also 
(4) bev Da + bg1 Ary + ++ + Don Any = 0. 


Nun besteht, wenn o eine der Zahlen 1, 2, ...m ist, folgende 
Identitat : 





0 weal bu — oe Ding am n-+o 
0 ..0 be lly: <li 
bu _ an oes Qin ++ intl +++ Ainto 
Din en, A Ani ~++Onn +e Anant +++ Annto 
Dina D, see Dr nta D, An+1,1 D, +++ An+i,n D,, tee ataatin Bigs . “a5 n+oD 
Pinto D, eee b-.n-+o D, On+o,1 D,, +++ Anton | = soe ae n+1 Be. paiva n+oD 








In dieser Determinante multiplicire man, wenn t<6, die ersten 
y Reihen mit Binnie, Bonze,--- Brute, die dann folgenden m Reihen 
mit Ajniz, Aonte,.-+Ann+e, und addire sie zur (n-++-r-+-7)" Reihe, 
d. h. der folgenden 

Din+e | = ese byn+eDr, On+2,1 Ba» eee Gn+e,n+0D,. 
Dann erhilt man nach der Formel (4) an den ersten r Stellen Null, 
z B. an der ersten 


inte Dn + bu Aj nte -+ wes + bin Annte = (), 
Bei dem (r-+ 1)" Gliede erhialt man mit Beriicksichtigung der Formel (3) 
An421Dn + bu Binpe fees +O By ne 


+ ay Ai nte + ill + Oni Anate == Lin-+2,1 9 
aibnlich an den folgenden Stellen 


Ente, Entes, +++ Entento; 
da nun von diesen alle Gréssen verschwinden, in denen ein Index 
kleiner als » + 1 ist, so ergiebt sich 





| 
D,| 
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0 eee bi eee Din Dina eee Dinte 


2 a ee eee 
bu... Or: Gi... Gin Gintt + +» Giate 
Di cDi = : ? 
Din +++ Den Gut. Onn Gneti .++ Gnate 

0 ...0 0 ...0 yusangs... Bassas 








S si, @- .258 Exionti >.» Extente 
oder kurz 


(5) Dayo Da* = >+ Entintt Entont2 +++ Enponte = eo: 


Diese Formel kann leicht verallgemeinert werden. Es sei 7,, 1,,...%, 
oder kurz (¢) irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ...; man 
ersetze, wenn @, 6,7 ganze Zahlen sind und 


esr, Gn, TKN, 
die Gréssen 


Boos De,n-toy Aor, Qg,n+7) An+o, n+ 
durch die folgenden: 


Doigr Ventign Tig igr Vigyntigr Intig,mbig 
wodurch D, in D?, E,» in E{), eg in ef) tibergehe. Dann ist offenbar 
DP =D,, Di. = Das, 
und bei der Willkiirlichkeit der Gréssen a, b ergiebt die Gleichung (5) 
Dog Do = ef. 


Andrerseits lehrt ein Blick auf die Definitionsgleichung der Gréssen E 
sofort, dass 


EQ ents = Entig atic’ 
also folgt 


(6) DiaDi-* = es) -> + Entiy, nti; Bntins nts > + + Entigsntigs 
und die Ableitung dieser Formel bleibt auch fiir r= 0 in Kraft. 
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§ 2. 
Quadratische Formen, deren Argumente linearen Bedingungsgleichungen 
unterworfen sind. 


Eine reelle quadratische Form von » Argumenten 


n n 
7 
v(x, Mayes Ln) —_ an AnyEy Ly 


u=1 v=1 
heisse definit bei den linear unabhingigen Bedingungsgleichungen 
(7) bei ts + bo2%2 + adds 5 bentn = 0, (o=1,2,...7) 
wenn sie fiir alle diesen geniigenden reellen Argumentsysteme folgende 
Kigenschaften hat: sie wechselt ihr Vorzeichen nicht und verschwindet 
nicht, solange noch mindestens eine der Gréssen x, von Null ver- 
schieden ist. Dann kann die Grésse D, nicht verschwinden; denn 
wire D, — 0, so wiirden die Gleichungen 


bork: + deabs +--+ + Dents =O, (e=1,2,...9) 
bivbs + bev ks + c conf bry & + yi 81 + Ay 2&2 + eo “+ Ayn&n =0 
(yam 1,2,...m) 
ein System von Lésungen &,, & besitzen, dessen Glieder nicht alle 
den Werth Null hitten. Es kénnten auch nicht alle Gréssen &, ver- 
schwinden, da sich in diesem Falle ergiibe 
Diy &1 + Dey & + wan Ay + Dry & = Q, 
was der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Gleichungen (7) wider- 
spricht. Nun folgt aber aus den Gleichungen fiir {, § leicht 


Po (dv181 + dyiée+ cial 4- Gen bn) = v(é,, Boos ee E.,) am 0, 


was, wenn die Gréssen & nicht alle verschwinden, der Voraussetzung 
widerspricht, da die Gréssen &, fiir x, gesetzt den Gleichungen (7) 
geniigen. Somit folgt 
D,=0. 
Da ferner die Gleichungen (7) linear unabhiingig sein sollen, muss 
mindestens eine aus dem System der Coefficienten b,, gebildete Deter- 
minante r'** Ordnung von Null verschieden sein; speciell sei zunichst 


(8) > (4 Dis bae + + - ber) SO. 


Dann sind die Gleichungen (7) nach z,, 2,,...%, auflésbar; substituirt 
man die erhaltenen Ausdriicke in die Form w, so ergebe sich 


W (ay, Ly, +» Bn) = Wy (Leys, Lrpe,.- + Wn). 
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Die Form y,, deren Argumente als frei verinderlich angesehen werden 
kénnen, ist definit im gewéhnlichen Sinne des Wortes, d. h. sie ver- 
schwindet nur gleichzeitig mit allen ihren Argumenten. Dasselbe gilt 
von allen Formen, die aus ihr entstehen, wenn man einen Theil der 
Argumente gleich Null setzt; denn verschwiinde eine solche, ohne dass 
alle ihre Argumente gleich Null wiren, so wiirde dasselbe fiir y, 
folgen, was dem soeben Bemerkten widerspricht. Setzt man also z. B. 
in der Form ® und den Gleichungen (7) 2 — 0, so ergiebt die Glei- 
chung 
W (2, Ly, ~ ++ Lary 0) = Wy (Vrpi, roe,.-. Mn-1, 0), 

dass die links stehende Form bei den Bedingungsgleichungen 

bei Xi + bg2 Xa +: . * + bon—1%n—1 = 0 (o=1, 2,...) 
definit ist, und letztere sind der Annahme (8) zufolge linear unabhingig. 
Das Analogon der Determinante D, ist hier D,_, da diese aus jener 
entsteht, indem man die auf die Variable z, beziiglichen Gréssen, 
d. h. alle, die mindestens einen Index m haben, weglisst. Es kann 
also nach den friiheren Betrachtungen auch D,_; nicht verschwinden; 
dasselbe ergiebt sich fiir D,-2: aus der Betrachtung der Form 

P(X, Xa, ++. Ln—-2, 0, O) = Yo (Hr4i, +» » Mn-2, 0, 0) 
bei den Bedingungsgleichungen 
Der t+ bes Yes: Do,n—2 Ln—2 = 0 
u. s. f. Die simmilichen Gréssen 
D,, Da-1, ‘ee Dy+1; D, 

sind also von Null verschieden bei der Annahme (8); fiir D, folgt dies 
aus der Gleichung (1). 

Wenn dagegen die Ungleichung (8) nicht gilt, so giebt es bei 
den eingefiihrten Voraussetzungen jedenfalls eine derartige Permutation 
(i) der Zahlen 1, 2,...m, dass anstatt jener die Ungleichung 


D> tH binday «Dyes, 20 
besteht. Alsdann braucht man in der durchgefiihrten Deduction nur 
az, durch a, zu ersetzen, womit nach § 1 jede Grosse D, in D® 
iibergeht; das erhaltene Resultat ergiebt also, dass mindestens eine 
Permutation (7) existirt, bei welcher die Gréssen 
(9) DE = D,, Des, BEs,... De 
von Null verschieden sind. 


Richelot hat nun gezeigt*), dass die Form y bei den Bedingungen 
(7) definit ist, wenn die Gréssen 





*) Bemerkungen zur Theorie der Maxima und Minima, Astronomische Nach- 
richten Bd. XLVIII 8. 272, Nr. 1146 (1858). 
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D, D,_1 Dass 


Doy' Day D 
dasselbe Vorzeichen besitzen, welches dann auch das der Form y ist. 
Seine Argumentation ergiebt auch das umgekehrte Resultat, wenn man, 
wie er es stillschweigends thut, annimmt. dass keine der Grdéssen 
Da, Dat, ... D, verschwindet. Stellt man hiermit den soeben be- 
wiesenen Satz iiber die Gréssen (9) zusammen, so folgt, dass die 
Form ~% dann und nur dann bei den Bedingungsgleichungen (7) definit 
ist, wenn eine Permutation (7) existirt, fiir welche die Gréssen 

D, Dey. Dry 
Dp,’ De,’ De 





r 


endlich und von gleichem Vorzeichen sind; letzteres stimmt dann mit 
dem der Form 7 iiberein. Dieser Satz bleibt fiir » — 0 ungeindert, 
wenn man setzt 
(10) Di) = 1; 
man erhilt dann das Jacobi’sche Kennzeichen der definiten quadratischen 
Form mit unabhingigen Argumenten*). 

Um genauer zu discutiren, gehen wir davon aus, dass D\) nach 
der Formel (1) das Vorzeichen von (— 1)” hat, und die Gleichung (10) 
dasselbe fiir r—=0 ergiebt; je nachdem also y eine positive oder negative 
Form ist, haben die Gréssen (9) alle dasselbe Vorzeichen wie (— 1) 
oder sind abwechselnd positiv und negativ; im letzteren Falle ist 
Sodann zeigen die Formeln (6), dass auch die Gréssen 

Dvs, Drys,... DY 

von Null verschieden sind, wenn dies von den Grdssen e gilt; sind 
alle Gréssen (9) positiv, so gilt dasselbe von allen Gréssen D'',, 
wenn man allgemein 
(12) e > 0 
voraussetzt. Sind alle Gréssen (9) negativ, so gilt dasselbe von den 
Gréssen D®,, wenn allgemein 
(13) e(—1)" > 0 
angenommen wird. Sind endlich die Gréssen (9) von abwechselndem 
Vorzeichen, so folgt dasselbe fiir D{;\, aus den Annahmen (12) oder 


(13), je nachdem D, negativ oder positiv, d. h. nach (11) je nachdem 
m ungerade oder gerade ist. 





*) Weber, Lehrbuch der Algebra (2. Aufl.) § 89 S, 296. 








rr ee 
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Diese Resultate benutzen wir zur Discussion der Form 


2n 2n 
o= 4 Apr Tuky 
#=1 v=1 
welche bei den Bedingungsgleichungen 
(14) bei X + be2 %2 + ee * + bo, 2n Hen = O, (o=1, 2,...m) 
nach Richelot definit ist, wenn die 2n — r+ 1 Gréssen 
| Din, Dia, ...DP 
alle von dem Vorzeichen der Grésse (— 1)" oder abwechselnd positiv 
und negativ sind; wenn also die » — r + 1 Gréssen (9) alle das Vor- 
zeichen von (— 1)" haben, und die Ungleichungen (12) oder (13) be- 
stehen, je nachdem r gerade oder ungerade ist’, so ist m eine bei den 
Bedingungen (14) definite Form. Dasselbe gilt nach der Formel (11), 
wenn die Zeichen der Reihe (9) abwechseln, und die Ungleichungen 


(12) oder (13) gelten, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Andrer- 
seits bestehen die Relationen (12) oder (13), je nachdem die Form 


E = > — Ur 


o=1 t=1 


bei unabhingigen Argumenten definit positiv oder definit negativ ist; 
man kann also das Ergebniss der Untersuchung in folgender Weise 
formuliren. 

Die Form ist bei den Bedingungen (14) definit positiv, wenn 
dasselbe von der Form w bei den Bedingungen (7) gilt, und E eine 
definit positive oder negative Form ist, je nachdem r gerade oder un- 
gerade ist. Die Form ist bei den Bedingungen (14) definit negativ, 
wenn dasselbe von der Form w bei den Bedingungen (7) gilt, und die 
Form E definit positiv oder negativ ist, je nachdem n ungerade oder 
gerade ist. 


§ 3. 
Quadratische Formen mit variablen Cooefficienten. 


Ist die Form wa 
% -»> > Cuv Ly Ly 


“w=1 v=1 
definit positiv, so ist das Minimum ihrer Werthe unter der Bedingung 
(15) ti+ai+---+23=—1 
die kleinste Wurzel der Gleichung 
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== 0, 


Cnt Cn2 oes Can — v 


also eine algebraische Function ihrer Coefficienten. Sind diese daher 
in dem Intervall 


(16) a<x<b 


stetige Functionen von x, so gilt dasselbe von dem bezeichneten Mini- 
mum. Hort die Form x fiir keinen dem Intervall angehérigen Werth 
von x auf, definit zu sein, so hat ihr Minimum eine von Null ver- 
schiedene untere Grenze; denn als stetige Function von 2 muss es 
seine untere Grenze erreichen, was, wenn diese Null wire, den Voraus- 
setzungen widerspriche. Es giebt also eine derartige positive Grosse y, 
dass fiir alle der Ungleichung (16) geniigenden Werthe von z bei der 
Annahme (15) 
1>7- 
Man kann dies Resultat auch so aussprechen, dass die Ungleichung 
14> 9(e?+ 23+ +--+ 23) 

bei beliebigen Werthen z,, welche nicht simmtlich verschwinden, 
besteht. 

Es seien nun die in § 2 betrachteten Gréssen a,,, doy in dem 
Intervall (16) stetige, und zwar regulire analytische Functionen von z. 
Wir untersuchen eine Potenzreihe 


D = ¥(u,, U,..- Un) + R, 

deren Argumente den Bedingungsgleichungen 

(17) Beit: + Ogotg +--+ + Dontn + Ryo = 0 (e=1, 2,...17) 
unterworfen sind. Dabei seien R, Ry Potenzreihen, R enthalte die 
Gréssen u, nur in mindestens dritter, R, nur in mindestens zweiter 
Dimension; ihre Coefficienten seien unter der Annahme (16) reguliire 
analytische Functionen von x und die Reihen moégen fiir jeden dieser 
Werthe von x einen nicht verschwindenden Convergenzbereich besitzen. 


Ferner sei, unter y, eine positive Constante verstanden, fiir das ganze 
Intervall von a bis b 


(18) | >) bis ba ---Dre| > Y0- 


Alsdann kénnen die Gleichungen (17) nach den ersten r Gréssen u, 
aufgelést werden; fiir diese erhilt man Potenzreihen der iibrigen 
Urt1, Upte,.+.U,, deren lineare Glieder dieselben sind, wie wenn die 
Reihen A, identisch verschwiuden, und die fiir jeden der Bedingung (16) 














e 


) 
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geniigenden Werth von 2 einen nicht verschwindenden Convergenz- 
bereich besitzen. Dasselbe gilt von der Reihe 


D = Hy (Urti, Urge,+-+- Un) + Ry, 
in welche © durch Substitution jener Reihen fiir u,, u.,... tu, tiber- 
geht; # hat, wenn R, nur Glieder von mindestens dritter Dimension 
enthilt, dieselbe Bedeutung wie in § 2, ist also eine definit positive 
Form, wenn dies von der Form y bei den Bedingungsgleichungen 
bor U1 + Doe U2 + +++ + Dona = 0 (o=1,2,...r) 
gilt, was wir fiir das Intervall von a bis 6 voraussetzen. Man kann 
daher auf y, die fiir die Form x durchgefiihrten Entwicklungen an- 


wenden, und schliessen, dass bei passender Wahl der positiven Con- 
stanten y die Ungleichung 


(19) Do (tnpay Unger «+ + Un) > 7 (Unga + tinge + +++ + we) 
unter der Annahme (16) besteht, sobald mindestens eine der Gréssen 
Urtiy Urte,+++ U_ nicht verschwindet. 


Die Reihe R, convergire nun fiir einen bestimmten Werth von z, 
sobald die Ungleichungen 


|u| < & (v=r+1,r+2,...m) 
bestehen; €, sei eine positive Grésse und 7, die obere Grenze aller 
moglichen, bei dem betrachteten Werthe von x zulissigen Gréssen é,. 
Hitte nun y,, wenn x das Intervall von a bis b durchlauft, die untere 
Grenze Null, so giibe es einen diesem Intervall angehérigen Werth x, 
von der Beschaffenheit, dass in beliebiger Nahe desselben die Gréssen 
yz beliebig klein wiirden. Nun kann die Reihe R,, da ihre Coeffi- 
cienten nach Potenzen von 2 — a, entwickelt werden kénnen, auch 
als Potenzreihe der n — r+ 1 Argumente 2 — 2, Unpi, Urge, +++ Un 


dargestellt werden, und convergirt in dieser Gestalt, wenn die Un- 
gleichungen 


|\Z— Lo] << yo, |Uy| <M, (v=r+1,r+2,...m) 
bei passender Wahl der positiven Grésse », bestehen. Dann wire 
aber fiir alle der ersten Ungleichung geniigenden Werthe von x offenbar 
Ne = No» 
was der Definition der Stelle ~, widerspricht. Es giebt daher eine 
positive Constante y, von der Beschaffenheit, dass im ganzen Gebiet (16) 
Ne > M1» 
und die Reihe R, convergirt, sobald 
|\u|7,3  (v=r+1,r+2,...m). 
Dabei ist’ es gleichgiiltig, ob die Gréssen u, reell oder complex sind. 
Diese Ungleichung definirt daher zusammen mit der Relation (16) ein 
Gebiet im Bereich der Gréssen 2, U,41, Urt2, .»» Un Von der Beschaffen- 
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heit, dass R, im Innern und auf der Grenze desselben sich regular 
verhalt, also endlich und stetig ist, dass daher | R,| in diesem Gebiet 
eine endliche obere Grenze G besitzt. Hieraus folgt, wenn man ent- 


wickelt 
R, = > + Uri Urys eee 


nach einem bekannten Satze der Functionentheorie*) die Ungleichung 
|Cy,%---| < G Walia ~~, 


also 
Ups 


(21) |B) <@ >) - 


wobei rechts iiber alle Combinationen der Zahlen v,,v,... zu sum- 
miren ist, in welchen 


% 
e 








Up 
v1 








a 


V%+vw+: +23. 
Dividirt man daher die Reihe rechts durch die Summe 
1 
Je liberbabge tas, 
und trennt in jedem Gliede einen Bruch 
Mu) 
ms 
als Coefficienten von den andern Factoren ab, so erhalt man eine 
Potenzreihe der Argumente 
“411 |%r+2l 
ae 
deren Coefficienten dem absoluten Betrage nach nicht grésser als Eins 
sind, und welche mit linearen Gliedern beginnt; der Werth derselben 
wird also, wenn 
(22) |u| <é, (v=r+1,r+2,...n) 


mit ¢ zugleich unendlich klein. Die Ungleichung (21) ergiebt bei 
dieser Voraussetzung, wenn M eine von x unabhingige Grosse be- 
deutet, 





? 





| Rol 
<M 
Writ Ung bu ’ 


wobei offenbar 
lm MU —0. 


a=0 
Andererseits hat man nach der Formel (19) 


Po(Mpsas Uppgs se u,) 
Writ pete + uy 





> ¥3 


*) Weierstrass, Zur Theorie der Potenzreihen, Math. Werke Bd.I 8, 68. 

















a 
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es giebt also eine solche positive Constante ¢, dass die Grésse 


Wo(Mpsis Upses ++ Uy) + Ry 
Wp Mpa : 


mithin auch ihr Ziabler, d. h. die Grésse ® fiir jeden dem Intervall 
von @ bis b angehérigen Werth von @ positiv ist, sobald die Rela- 
tionen (22) gelten. Versteht man daher unter u, stetige Functionen 
von x, welche in dem bezeichneten Intervall dem absoluten Betrage 
nach kleiner als ¢ sind, so ergiebt sich 


(23) (foaz> 0. 


Dieses Resultat kann noch von der Bedingung (18) befreit werden, 
wenn nur die Gleichungen (17) fiir das ganze Intervall (16) von 
einander unabhangig sind. Dann hat in ihm jede Determinante 


(24) > + bundy ++ Dye 


nur eine endliche Anzahl von Nullstellen, da sie sich tiberall regular 
verhalt, und jedenfalls kénnen nicht alle diese Ausdriicke identisch ver- 
schwinden. Man kann daher das Intervall von a bis b in eine end- 
liche Anzahl derartiger Theile zerlegen, dass in jedem von ihnen 
mindestens eine der Determinanten (24) dem absoluten Betrage nach 
oberhalb einer positiven Constanten verbleibt. Fiir jedes Theilintervall 
liefert die durchgefiihrte Schlussreihe, in welcher nur u,, U., ..+ Uy 
durch r andere Gréssen wu, ersetzt zu werden brauchen, die Unglei- 
chung (23), welche damit fiir das ganze Intervall von a bis b be- 
wiesen ist. 

Beriicksichtigt man endlich, dass offenbar den obigen entspre- 
chende Entwicklungen fiir eine definit negative Form y gelten, so kann 
man die Ergebnisse dieses Paragraphen in folgendem Satze zusammen- 
fassen. 

Die Coefficienten der quadratischen Form w(x,, %2,...%n) seien 
ebenso wie die Grossen be, in dem Intervall a<u<b reguliire ana- 
lytische Functionen von x; fiir diese Werthe von x sei die Form 
definit bei den Bedingungsgleichungen 





> bevtr—=0, (9 =1,2..-7) 

v=1 
und diese seien linear unabhdngig. Sind dann R, Re Potenzreihen der 
Argumente U,, U,,... Un, deren Coefficienten in dem Intervall von a 
bis b reguldre analytische Functionen von x sind, und beginnt R, mit 
quadratischen, R mit cubischen Gliedern; sind ferner u, in dem be- 
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zeichneten Intervall stetige Functionen von x, welche nicht siimmtlich 
identisch verschwinden und den Gleichungen 


> bert + Be=0, (9 =1,2,..-7) 
v=s1 


unterworfen sind; so giebt es eine positive Constante ¢ von der Beschaffen- 
heit, dass die Grosse 


ff ee (W (ys tas oth) oa R) 


das Vorzeichen der Form w hat, sobald in dem Intervall von a bis b 
die Ungleichungen 
|uy| <eé 


bestehen. 
§ 4. 
Neue Transformation der zweiten Variation. 
Nothwendige Bedingungen dafiir, dass das Integral 


b 
T= fr, Yio Yore++Yn> Yr» Yor +++ Yn) Aa 


ein Extremum sei, wenn die Unbekannten den Bedingungsgleichungen 
(25) Po(Ls Yyr +++ Ymy Yr +++ Yn) =O (oe =1, 2,...1r) 
unterworfen und ihre Werthe fiir « — a und x = b gegeben sind, be- 
stehen bekanntlich in den Differentialgleichungen 


oF ad oF 
(26) dy, ~ ae oy, 





in welchen 
F=ft+igo+-:- +49, 
gesetzt ist; f und gp, seien analytische Functionen ihrer Argumente. 
Ein bestimmtes System von Lésungen der Gleichungen (25) und (26) sei 
Yr = Ys, he — Ae; 
und die Substitution derselben in irgend einen Ausdruck werde stets 


durch Ueberstreichen angezeigt. Die Functionen y,, 4, seien in dem 
reellen Intervall 


(27) aszcb, 

die Functionen f und gp, in der Umgebung jedes Werthsystems 
(© Yip +++ Yay Yar +++ Un) 

regular, wenn x dem bezeichneten Intervalle angehdrt. 
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Es seien nun dy, irgend welche nebst ihren Ableitungen dy, stetige 
Functionen von 2, die fiir «=a und = b verschwinden, und den 
Gleichungen 


(28) He(%, YOY, ~-- Yat OYn, Vi +9Y,,-+- Yn + OYn) = 0 
(o=1,2,... 97) 
gentigen. Das Integral J ist dann ein Extremum, wenn die Grosse 


6 
a= aff, YOY, - ++ Int OYny Wp HOY, ~~ Yn + OYn) 
—f@s Ii) +++ Tas Thy «+ Tn) 


ein festes Vorzeichen besitzt, so lange die absoluten Werthe der 
Variationen dy,, Oy, unter einer gewissen Grenze liegen. In diesem 
Ausdruck kann man auf Grund der Gleichungen (25) und (28) das 
Functionszeichen f durch F ersetzen, und bei den eingefiihrten 
Voraussetzungen den Integranden nach Potenzen der Variationen 
entwickeln, weun diese dem absoluten Betrage nach hinreichend klein 
sind; dabei verschwinden die Glieder erster Dimension nach (26) und 
es ergiebt sich 


b 
1 n n 
A= fuss (= 79; 8Md +2 ar Oy dys 


esl v=l1 
or tae 
+ yoy; ay,6y5| +f nae, 


wenn man unter R eine Potenzreihe der Argumente dy,, dy, versteht, 
deren Coefficienten in dem Intervall (27) regulire analytische Func- 
tionen von 2 sind, und welche die Variationen nur in mindestens 
dritter Dimension enthilt. Sind ferner R, Reihen von derselben Be- 
schaffenheit, die aber auch quadratische Glieder enthalten kénnen, so 
kann man die Gleichungen (28) in folgende Gestalt bringen 


7 (89 a 
(28) > ( oy, Oy + tyr by) +R, =0, 
vy=1 


und die Reihen R, R, haben dieselben Higenschaften wie die ebenso 
bezeichneten in § 3. 


Eine weitere Umformung der Grosse A ergiebt, wenn 6,» = By,, 
die Gleichung 


fi SS bu dydy. da —0, 


“u“=lrv=1 
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welche, da die Gréssen dy, an den Integrationsgrenzen verschwinden, 
sicher besteht, sobald die Gréssen B,, irgend welche im Intervall von 
a bis b regulire analytische Functionen von 2 sind. Subtrahirt man 
daher diesen Ausdruck von A und setzt, indem man unter uw, v Zahlen 
der Reihe 1, 2,...m versteht 








_ oF er 
Gur = dy,oy,” On+ u,v = Ante = OY, OY, roe Bus, 
— er aB., 
An+usn+y = Oy, OY, — "ae? 
0% 0% 


Q 
ber = Gyr be, a+7 = “OY, ? 


9 (dy, w= >See i 8H dW+2 Ar yz 8m ys 


“w=lrv=1 
oer ¢ , 
+ Etta) > Y bur 8 439 


e=le=1 


sodass die Form @ dasselbe Coefficientensystem erhilt wie die ebenso 
bezeichnete in § 2, und die Indices 1, 2,...” den Argumenten dy,, 
die folgenden den Argumenten dy, entsprechen, so ergiebt sich 


t) 
A= + f dz (py, oy) +22), 


und die Gleichungen (28) werden geschrieben 


(29) > (eed 4s + be,n4+9Yr) + By = 0. 
v=1 

Es sei nun, wenn 2 dem I[ntervall von a bis b angehdrt, stets 
mindestens eine aus dem System der Gréssen bp, gebildete Determi- 
nante r'** Ordnung von Null verschieden. Dann haben die Glei- 
chungen (28) die in § 3 von den Gleichungen (17) verlangten Eigen- 
schaften; ersetzt man die Form ~ durch gm und die m Gréssen u, 
durch die 2” Variationen dy,, dy,, die wie erstere stetige Functionen 
von # sind, so lehrt der dort erhaltene Satz Folgendes. Gelingt es, 
die Gréssen 8,, in dem Intervall von a bis } als regulire analytische 
Functionen von x so zu bestimmen, dass die Form (z, 2’) in diesem 
Intervall iiberall definit ist bei den Bedingungsgleichungen 


(30) > Werte + Dentver) = 0, 


v=1 


so giebt es eine solche positive Constante ¢, dass die Grésse A ein 
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festes Vorzeichen, und zwar das der Form @ hat, sobald die Glei- 
chungen (28) bestehen und die Gréssen |dy,|, |dy,| kleiner als ¢ sind. 

Die Clebsch-Mayer’sche Theorie der zweiten Variation strebt 
nicht die bezeichnete Eigenschaft der Function  herbeizufiihren, son- 
dern in ihr die Anzahl der Variablen zu vermindern; ist dies erreicht, 
so ist die Form g sogar sicher nicht in dem angegebenen Sinne de- 
finit. Mayer*) setzt, indem er unter 2, willkiirliche Functionen ver- 
steht, eaeen Gleichungen an 


9 (z, & ‘) = >> @, +2 doe. &y + be,n+»%v), 


ei v=1 v=1 


¥,= Sos fy, Oy — dots, +2;, DdO.eit be, a4-0is) = Dive, 


v=1 v=1 v=1 v=1 


aus denen sich, indem man nach 2, und 2g, partiell differenzirt, fir 
t=1,2,...m ergiebt 


An+un+y = > On+-u, ot, + + de Do, nu ; 


= 


n r 
> Y 6 > ar 
Aa+y+,¢ = darhy + CS bor, 
e=1 


o=1 


n 
be, n+» bas , inet, 


o=1 


entsprechend den Gleichungen (21), (22), (23) bei Mayer. Halt man 
hier die Zahlen gw, v fest und setzt successive t—1,2,...%, 
0, =1,2,...7, so erhilt man n-+7-+ 1 Gleichungen, aus denen 
die Gréssen a}, a,... 0%, C),Cy,...Cy eliminirt werden kénnen, 
und das Resultat der Elimination ist in unsrer Bezeichnung einfach 


(31) En+unty =, 
eine Gleichung, - auch bei Clebsch ausfiihrlich geschrieben vor- 
kommt**), und — * n(n +1) Differentialgleichungen mit ebenso vielen 


Unbekannten Ber aoe Haben diese Gleichungen ein System von 
Lésungen (S), welche sich in dem Intervall von a bis b einschliesslich 


*) Beitriige zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen Integrale 
(Leipzig 1866) S. 10. 

**) Ueber diejenigen Probleme der Variationsrechnung, welche nur eine 
unabhiingige Variable enthalten, Crelle’s Journal Bd, LV S. 355, 


Mathematische Annalen, LI. 22 
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der Grenzen regulir verhalten, so ist die Clebsch-Mayer’ sche Trans- 
formation der zweiten Variation von J méglich; umgekehrt liefert diese 
Transformation stets, wenn die Gréssen 6 im Integrationsintervall ein 
regulires Verhalten zeigen, ein Integralsystem von der angegebenen 
Beschaffenheit. 

Die Gleickungen (31) sind nun ein besonderer Fall des folgenden 
Systems 


& 
“MY 
En+pu,n+y = Eur, cE “Wes 0. 


Da die ersten von diesen von den Ableitungen der Unbekannten nur 
d — : 
= mit dem Factor — D, enthalten, so ergeben sich aus ihnen, wenn 


fiir das Intervall von a bis b die Ungleichung 
(32) D, 20 


vorausgesetzt wird, fiir die Ableitungen der Unbekannten Ausdriicke 
durch x und die Unbekanuten selbst, welche sich in der Umgebung 
einer Stelle (x, By», €.») regular verhalten, sobald nur x dem Intervall 
von a bis b angehért. Daraus folgt, wie ich gezeigt habe*), dass jedes 
System von Integralen dieser Gleichungen, dessen Integrationsconstanten 
sich von denen eines bestimmten Systems (S) hinreichend wenig unter- 
scheiden, sich in dem Intervall von a bis b reguliir verhilt, wenn dies 
von (S) gilt. Fiir (S) kann man nun, wenn die Clebsch-Mayer’sche 
Transformation méglich ist, die oben ebenso bezeichneten Lésungen 
der Gleichungen (31) nehmen, indem man die Werthe «,, = 0 hinzu- 
fiigt; dann ergiebt sich, dass die Gleichungen 


(33) En+pusnty = Env, 


wenn é,, Constante von hinreichend kleinem absolutem Betrage sind, 
ein System von Lésungen besitzen, die sich im Iutervall von a bis b 
regulir verhalten. Benutzt man dieses zur Bildung der Gréssen a, so 
hat die Form @ die Eigenschaften, bei welchen der oben angegebene 
Zusammenhang zwischen ihren Vorzeichen und dem der Grésse A 
stattfindet, und es bleibt nur zu untersuchen, ob g(¢, 2’) bei den 
Bedingungen (30) definit gemacht werden kann. 

Hierzu kommt man durch angemessene Wahl der Gréssen ¢. Setzt 
man namlich voraus, dass die Form 


n n = 
oan a 
= AnyUyy = aa ty % 
y pv yy dy,0¥, Uy 


“al v=1 My? 


bei den Bedingungen 


*) Zur Variationsrechnung, Bd. L dieser Annalen §, 31. 
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n oe 


> bor ty ->* %=0 (e=—1,2,...1r) 


v=1 vy=1 


definit sei, womit auch die Ungleichung (32) gefordert wird, so kann 
man nach § 2 iiber die Gréssen «¢,, in jedem Falle so verfiigen, dass 


die Form 
o= > > Bny Uy Uy 


ual v=1 


bei den Bedingungen 


2n 
> berte=9 (9 =1,2,...1) 
v=1 
definit ist, und dasselbe Vorzeichen wie w hat. Ist letzteres z. B. das 
positive, so braucht man nur, wenn uw >v 


< 
uv = 0 


zu setzen, die Grdéssen ¢,, aber positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem + gerade oder ungerade ist. Daraus folgt nach dem oben 
bemerkten, dass die Grésse A bei allen in Betracht kommenden 
Variationen dy,, welche ebenso wie ihre Ableitungen dy, dem abso- 
luten Betrage nach unter einer gewissen Grenze é liegen, ein festes 
Vorzeichen besitzt. In dem hierdurch bestimmten Sinne macht also die 
betrachtete Mannigfaltigkeit (x, j,) das Integral J sicher zu einem 
Extremum, wenn die Clebsch-Mayer’sche Transformation in der Weise 
moglich ist, dass die Griéssen Bu, im dem ganzen Integrationsintervall 
reguldre analytische Functionen von x sind. 

Der durchgefiihrte Beweis verhilt sich zu der ailteren Theorie der 
zweiten Variation fhnlich, wie die modificirte Darstellung, welche 
Lagrange in seiner Theorie der analytischen Functionen*) von der 
Legendre’schen Theorie der zweiten Variation giebt, zu der urspriing- 


lichen Gestalt derselben. Legendre bringt nimlich die zweite Varia- 
tion des Integrals 


Jte. y, y')da 


in die Form 


, , id d 
(4) fax {Zh oy? +2( 6 — 8) ayoy' + (Zt — Say} 
und setzt 


F ef (ef dp of Pn 
— oy’? \dy® x ~ Néyay” — 8) =0; 


*) Oeuvres Bd. [X 8, 204. 


to 
w 
* 
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Lagrange dagegen bemerkt, dass die linke Seite dieser Gleichung 
nur positiv zu sein braucht, um das Vorzeichen der zweiten Variation 
unmittelbar kenntlich zu machen. Dann ist der Integrand in dem 
Ausdruck (34) nicht, wie bei Legendre, ein Quadrat, sondern eine 
definite Form von zwei Argumenten, und wenn man auf die rechte 
Seite der Gleichung (35) eine positive Constante setzt, erhalt man den 
einfachsten Fall des Systems (33). Dass diese Bemerkung von Lagrange 
in den einfachsten Fallen zu eiver strengen Ableitung hinreichender 
Bedingungen des Extremums fiihrt, habe ich schon vor einiger Zeit 
bewiesen *). 


§ 5. 
Die hinreichenden Bedingungen des Extremums. 


Um das in § 4 erhaltene Resultat in seine endgiiltige Form bringen 
zu kénnen, miissen wir eine kurze Betrachtung iiber die allgemeine 
Auflésung der Differentialgleichungen des Problems dJ = 0 d. h. der 
Gleichungen (25), (26) und die Abhiingigkeit ihrer Integrale von den 
Integrationsconstanten einschalten. 

Wir setzen y, = p,, bezeichnen durch y ohne Index das System 
aller » Gréssen y, und geben den Buchstaben p, 4 ohne Index die 
entsprechende Bedeutung. Die Functionen f und gg seien regulir, 
wenn das Argumentsystem (2, y, p) einem gewissen Gebiet G angehért; 


schreibt man, was offenbar méglich ist, die Gleichungen (26) in der 
Form 


2 eg 
(36) > ie n+ OG eet Fults ¥ py 4) 0, 


wobei uw —1,2,...m zu pon ist, so sind F, lineare Functionen 
der Gréssen 4, und die Coefficienten der letzteren im Gebiet G regulir. 
Dasselbe gilt von den Ausdriicken G,, wenn man die Gleichungen (25) 
differenzirt und das Resultat in folgender Form schreibt: 





12%, ‘ 
31 + Gee, y,p)—0.  (@=1,2-.-7) 
v=1 e 


Versteht man unter D die Determinante der Coefficienten von p’, 4’ in 
den Gleichungen (36) und (37), so ist offenbar in der Bezeichnung 
des § 4 

(38) D=D,. 

Nennen wir ferner @, das Gebiet der Werthsysteme (z, y, p, 4), fiir 


*) Zur Theorie der zweiten Variation einfacher Integrale, Jahresbericht der 
deutschen Mathematikervereinigung Bd. VI, 1, S. 95; Referat eines auf der Natur- 
forscherversammlung zu Braunschweig im September 1897 gehaltenen Vortrags. 
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welche D von Null verschieden, (x, y, p) aber eine Stelle des Gebiets G 
ist, so sind im Gebiet G, die Gleichungen (36), (37) nach den Gréssen 
p, 4 auflésbar, und man erhilt 

(39) py = H, (a, y,p, 4), (v1, 2,...) 

(40) Ae = K(x, y,p,4), (e=1,2,...r) 

wobei die rechten Seiten ebenfalls im Gebiet G, regulir sind. 

Jetzt sei (0) eine Stelle dieses Gebiets, fiir welche alle Glei- 
chungen (25), d. h. gmp =O bestehen; es giebt solche Stellen, wenn 
wir voraussetzen, dass D nicht bei allen diesen Gleichungen geniigen- 
den Werthsystemen (7, y, p) verschwindet. Es gelte ferner fiir (0) 
die Ungleichung ‘ 

2 (12 Par +: Pr) | SQ, 
(41) O( Pts Pay -s “P,) | > 0; 


| 
dann kénnen in der Umgebung dieser Stelle die Gleichungen (37) 
nach p,’, p»,... p, aufgelést werden; man kann daher die ersten r 
Gleichungen (39) durch die Gleichungen (37) ersetzen, und das System 
der Gleichungen (36), (37) ist gleichbedeutend mit dem der Glei- 
chungen (37), (40) und 
(42) Proo = Hy+09(x, y, p, a). (o=1,2,...n—r) 

Man kann ferner bei der Annahme (41) die Gleichungen 9. = 0 
nach p,,P.,--- pr aufldsen, und erhalte 
(43) Do == MeL, Yy Prt» Pr+2y +++ Pn); 
hat man fiir die Stelle (0) 


0 0 0 
T= 2, Youly, pp=Py, e=—o, 


so sind die Functionen z, regular in der Umgebung der Stelle 


0 


L=4h,y= o, Pra = a pf. = P,, 
und nehmen in dieser selbst die Werthe 1 = Fe an. Ersteres gilt 
also auch, wenn die Differenzen | dgo—Ag | hinreichend klein sind, von 
den Ausdriicken M, und No, in welche H, und Ke durch die Sub- 
stitution (43) tibergehen, und die Gleichungen (37), (40), (42) kénnen 
durch folgendes System ersetzt werden: 

dy 





Fe = Me (Ls Ys Prity +++ Pn) 

(44) a = No(2 Y; Prtis+ ++ Par A)s 
—r = My+0(%; Y; Proiy+++ Pn 4), 
“Gat = Pte 


(o=1,2,...r, 6=1,2,...m—7) 
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Hier treten nur die 2” Unbekannten y, 4, p,i¢ und deren erste Ab- 
leitungen auf, und die Ausdriicke der letzteren sind reguliir in der 
Umgebung der Stelle 


LHX, w= ¥, A=, Pry = Rite * (sh. = . 
Die rechten Seiten dieser Gleichungen ausser der ersten mégen der Reihe 
nach durch C,, C,,... Can bezeichnet werden; allgemein seien ¢, , ¢,,...C2n 
die Werthe der Unbekannten y, A, pio fiir r= x. 

Fiir c, = C, erhalte man nun die Integrale Y,, A,, P,4¢, welche 
vom Punkte «= 2, aus in der Ebene der complexen Zahlen 2 lings 
irgend einer Linie & analytisch fortgesetzt seien; lings derselben sei 
immer D von Null verschieden, wenn man y, = Y,, 4, = A, einsetzt. 
Soweit sich bei dieser Fortsetzung Werthsysteme (7, y, p, 4) ergeben, 
welche dem Gebiet G, angehéren und der Ungleichung (41) geniigen, 
sind die rechten Seiten der Gleichungen (44) reguliir; es sei dies etwa 
der Fall bis zum Werth «= 2, einschliesslich, Dann kénnen lings 
dieser Strecke der Linie & nach dem schon in § 4 citirten Satze auch 
alle Integralsysteme, fiir welche die Gréssen |c,— C,| eine gewisse 
Grenze nicht iibersteigen, analytisch fortgesetzt werden, und die Werthe 
der 2n Gréssen y,, 49, Pyte an einer bestimmten dieser Strecke an- 
gehérigen Stelle 2, sind*) Functionen der Anfangswerthe c,, die sich 
in der Umgebung der Stelle c, = C, reguliir verhalten. Da nun, wenn 
allgemein die Substitution = z, durch den oberen Index v angedeutet 
wird, die Gréssen y, 4, p19 als Potenzreihen der Argumenie 


s—s,, 9" — ¥, 2 — 0%, pf, — PM, 
dargestellt werden kénnen, so sind sie als Functionen der Argumente z, 
cy in der Umgebung der Stelle x, C, regular, und dasselbe gilt, da 
sie in dieser selbst die Werthe y®, A”, jo annehmen, nach den 
ersten Gleichungen (44) von p,,p.,---Pr. Speciell sind die Gréssen 
y™, A), p in der Umgebung der Stelle c,—=C, reguliire Functionen der 
Argumente c,, und nehmen in dieser Stelle die Werthe Y®, AM, P@an. 
Weiter gelte, wenn i,, 7,,...%, eine Permutation der Zahlen 
1,2,..,m ist, und y= Y gesetzt wird, die Ungleichung 
- 6 (Pt Pa» -- - Pr) 
” la@motes sh) [> ° 
fiir «= 2, und lings der Linie & bis zum Punkte x, einschliesslich. 
Dann kann man auf dieses Stiick die soeben durchgefiihrte Betrachtung 
tibertragen, indem man p,, p.,... pr durch pj, p;,, ... pi, ersetat; 
liegt also x, auf & zwischen x, und x,, so sind die Gréssen y, A, p 
in der Umgebung der Stelle 


1 1 1 1 
U4; y®. A”. Pow eee PY? 





*) Bd. L dieser Annalen §. 32. 
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regulire Functionen von 2, y”, 4”, ra ... pt, also nach dem 
Obigen auch reguliire Functionen der Argumente z, ¢, in der Um- 
gebung der Stelle z,, C,. 

Um ihnliche Eigenschaften itiber den Punkt x, hinaus nach- 
zuweisen, braucht man nur zu bedenken, dass jede Functionaldeter- 
minante der Functionen mg nach ry Argumenten p, wenn man y= Y 
substituirt, eine lings der Linie & reguliire Function von z ist, also 
nur eine endliche Anzahl von Nullstellen auf dieser Linie besitzt. 
Wenn also die bezeichneten Determinanten in keinem Punkte der 
Linie 2 simmtlich zugleich verschwinden, so kann man diese in eine 
endliche Anzahl solcher Stiicke theilen, dass in jedem von ihnen eine 
bestimmte Ungleichung (45) gilt, und je zwei aufeinanderfolgende in 
derselben Beziehung stehen wie die Strecken von 2, bis x, und von 
x, bis x. Die fiir letztere abgeleiteten Eigenschaften der Functionen 
y, 4 bleiben daher fiir die ganze Linie { erhalten. Dabei ist offenbar 
die fiir x — 2%, vorausgesetzte Ungleichung (41) nur eine unwesentliche, 
durch Abiinderung der Bezeichnung aufzuhebende Specialisirung. 

In diesen Eutwicklungen kann man speciell das Integralsystem 
Y, A durch die in § 4 definirten Functionen ¥, 4, und die Linie 2 
durch das reelle Intervall von a bis Db ersetzen. Denn wird 2 auf 
dieses beschriinkt, so ist nach den dort getroffenen Festsetzungen 
(x, J, p) eine Stelle des Gebiets G, (x, y, p, 4) nach (38) und (32) eine 
Stelle des Gebiets G,; unter den in § 4 eingefiihrten Voraussetzungen 
ist also die Mannigfaltigkeit (x, 7, 2) ein Individuum einer von 2n 
Constanten c, abhiingenden Schaar. Erhalt man jene Mannigfaltigkeit, 
indem man ¢, = C, setzt, so sind die allgemeineren Lésungen y, A 
fir hinreichend kleine Werthe der Differenzen |c, — C,| lings der 
reellen Strecke von a bis 0 reguliire Functionen von @, ¢,,... Can. 
Speciell also sind die Gréssen 


Be # (u=1,2,... 2m) 
in dem ganzen Intervall von a bis b regulére analytische Functionen 
von x. 

Hiermit stellen wir ein Hauptresultat der ilteren Theorie der 
zweiten Variation zusammen*), dessen Ableitung von Extremums- 
betrachtungen unabhiingig und rein formaler Natur ist. Gewisse Inte- 
grale der fiir die Gréssen B,, aufgestellten Differentialgleichungen (31) 
sind als Briiche darstellbar, deren Zihler ganze rationale Functionen 
der Gréssen 

*) Mayer, Ueber die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale, Crelle’s Journal Bd, LXIX 8, 247. 259, 
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@F @F ty G4 bm, 

6y,0P,’ Op,ep,’ Gc,’ dc,’ OP, 
und ihrer Ableitungen mit constanten Coefficienten sind, und deren 
Nenner A(z, b,) ist, wenn allgemein 





aie. ee Th 
(Yas Yor- ++ Yur Vir Yare*- Yn) 
ma - O(C1,Cay-+- Can) 


gesetzt wird, der obere Index 1 wie vorher die Substitution z — 2, 
bedeutet, und b,—b eine beliebig kleine positive Grésse ist. Der 
Zihler ist daher nach dem, was theils vorausgesetzt, theils bewiesen 
worden ist, eine analytische Function von 2, die sich im Intervall 
von a bis b regulir verhalt. Dasselbe gilt zuniachst von A(z, z,), 
wenn beide Argumente jenem Intervall angehéren; da nun aber die 
Gréssen y' auch in der Umgebung der Stelle 7, = b, c, = C, reguliire 
Functionen der Argumente 2,, ¢, sind, so behalten sie diese Kigen- 
schaft auch noch fiir gewisse Stellen, die aus der eben definirten durch 
Vergrésserung von b hervorgehen. Die Ableitungen oy sind daher 
auch fiir 2,6, endlich, die Grésse A(x, b,) also, wenn b, —b 
klein genug ist, fiir das ganze Intervall von a bis b reguliir. Dasselbe 
gilt also von den erwihnten Ausdriicken B,,, wenn die Grésse A(z, b,) 
fiir das Integrationsintervall von Null verschieden ist. Dazu geniigt 
es, wie Mayer a. a. O. gezeigt hat, anzunehmen, dass A(a, 2) fiir 
a< “<b niemals verschwinde. Erinnern wir uns nun des Haupt- 
resultats in § 4, so kann das Ergebniss der ganzen Untersuchung in 
folgender Weise zusammengefasst werden. 
Um das Integral 


b 
Tafiesys odes Yrs +++ Yn) dx 


bet den Bedingungsgleichungen 
(2) Po(Ls Yir+ ++ Yas Yiy+++ Yn) =O (9=1,2,...1) 


zu einem Extremum zu machen, werde folgendes vorausgesetet. 1) Setzt 
man 

° FP=ftag t+ + 4g; 

So seien 


a a es 


im Intervall von a bis b reguliire Functionen von x, welche den Glei- 
chungen (2X) und 


oF 4@0F 
(8) oy, iain 


(r==1,2,...m) 
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geniigen ; die Substitution y, = Jy, 4p = de werde allgemein durch Ueber- 
streichen angedeutet. 2) Die Functionen f und Pe seien analytisch und, 
wenn a<x<b, in der Umgebung der Stelle (x, ¥j,,..+Yny Yi) +++ Yn) 
reguldr. An jeder dieser Stellen sei mindestens eine Fendinellie- 
minante der r Functionen pg nach + Argumenten y' von Null ver- 
schieden. 3) Fiir eben diese Stellen habe die quadratische Form 


> > ain 
Oy, 0Y, lly 


v1 u=1 
ein festes Vorzeichen bei den Bedingungsgleichungen 


<1 09 
2) ay = (9=1,2,...1r) 


v=1 


und verschwinde unter diesen Bedingungen nur, wenn alle Argumente 
verschwinden. 4) Bezeichnet man die unter den Bedingungen 2), 3) in 
der allgemeinen Lisung der Gleichungen (1), (B) auftretenden 2n Inte- 
grationsconstanten durch ¢,,€),... Cen, und setat fiir x 


= a allgemein 
y, = Y3, 80 sei die Functionaldeterminante 


a(y? ». r rar Set 
Ch) 
fiir a <2 <b von Null verschieden. 

Alsdann giebt es eine positive Constante « von der Beschaffenheit, 
dass das Integral J einen Zuwachs von unverinderlichem Vorzeichen 
erhilt, wenn man y, durch y, + dy, ersetet und annimmt, dass letatere 
Grissen fiir y, gesetet den Gleichungen (X) geniigen, dass ferner die 
Grissen dy, ebenso wie ihre Ableitungen dy, stetige Functionen von x 
sind; dass endlich fiir «=a und x =b die Gleichungen dy, = 0, m 
dem ganzen Integrationsintervall aber die Ungleichungen 


lay | <2, [dy <e 
bestehen. 











Untersuchung der Integrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung vermittelst successiver Annaherungen. 


Von 


J. Horn in Charlottenburg. 


In den Comptes rendus vom 17. Januar 1898 habe ich gezeigt, 
wie man durch eine geeignete Umgestaltung einer von Herrn Fuchs*) 
benutzten Methode successiver Annaiherungen zu den Siitzen des Herrn 
Poincaré **) iiber die asymptotische Darstellung der irreguliren Integrale 
linearer Differentialgleichungen durch die Thomé’schen Normalreihen 
gelangen kann***), Dass man nach ahnlicher Methode auch nicht 
lineare Differentialgleichungen behandeln kann, méchte ich zunichst 
an einem méglichst einfachen Beispiel zeigen. 

Es liege die Differentialgleichung 


d 1 
(A) w—FG,») 
vor, deren rechte Seite in eine Potenzreihe von = und y entwickelbar 
ist, welche convergirt, wenn die absoluten Betrige dieser Gréssen hin- 
reichend klein sind. Ich setze der EKinfachheit halber simmiliche 


Groéssen als reell voraus. Es sei 
F(0,0) =0 


() w—«— . 


von Null verschieden, so dass ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
a =-+ 1 angenommen werden kann. Im Folgenden wird untersucht, 
wie sich die Integrale von (A) verhalten, wenn 2 als reelle positive 
Grésse ins Unendliche geht. Vermittelst successiver Anniherungen 
erhilt man fiir diejenigen Integrale y, welche sich fiir lim x = + oo 


und 








*) Fuchs, Annali di Matematica 1870. 
**) Poincaré, Am. Journ. Bd. 7, Act. math, Bd, 8. 


***) Eine ausfiihrlichere und allgemeinere Darstellung der in den Comptes 
rendus skizzirten Methode fiir lineare Differentialgleichungen werde ich an anderer 
Stelle geben. 
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der Grenze Null nahern, unendliche Reihen, welche fiir hinreichend 
grosse Werthe von 2 convergiren. Hieraus ergiebt sich die asymptotische 


Darstellung der bezeichneten Integrale durch die im allgemeinen 
divergente Potenzreihe 


t+3t+3+°:-: 


welche der Differentialgleichung (A) formell geniigt, ein Satz, welchen 
ich im dritten Theil der Arbeit ,,Ueber das Verhalten der Integrale 
von Differentialgleichungen bei der Anniherung der Verinderlichen 
an eine Unbestimmtheitsstelle“*) nach einer von der jetzigen ginzlich 
verschiedenen Methode bewiesen habe. Das jetzige Verfahren lisst sich 
verallgemeinern und hat den Vortheil, dass eine convergente Ent- 
wicklung neben der divergenten Reihe erscheint. 


§ 1. 


Wir setzen 
1 1 
F 2? y)=ay+f(, y); 
so dass unsere Differentialgleichung lautet: 
d (1 
(A) Y= ayt+f(=, y). 


Es sei g eine beliebige positive Zahl, welche wir kleiner als 1 
wihlen. Da 


1 
f(2,y—f+h+r2+oyt--- 
ist, so lassen sich positive Gréssen x und h so bestimmen, dass fiir 


a>, ly|<h 
ir. 9) <3 
Z>%, lyl<h, ly’ |<h 
\*G. yv)—f(, u)| <gly'—y| 


Wir ersetzen (A) durch die Kette von linearen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung 


und fiir 


ist. 


*) Crelle’s Journ. Bd. 118, 119. Dort habe ich die allgemeinere Differential- 
gleichung ‘ 
—k dy afl 
a* —r(-, 9) 


betrachtet und nur a auf reelle Werthe beschrinkt, wihrend die tibrigen Gréssen 
complex sein durften. 
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DY (i 
(Am) — Ym +f, Ym—1) (m=1, 2,3,...), 
wobei y, = 0 angenommen wird, und schreiben 
Um = Ym — Ym—1 (m =1, 2, 3,...). 
Erster Fall: a= 1. 
Wir verstehen unter y, das folgende particulire Integral von (A,) 


Yn = @ fete Ym-1) dar, 


ao 
so dass 


Un = @ fe[F(e Ym 1) —f (; , Ym») | dx 
ist. Da man fiir x > 2, 
tS w)|=|6G9|<F<h 
hat, so ist 


ly,| < e& few dx =h. 


e 
x 


Wenn |%m-1| < hk ist fiir «> 2x, so ist 





\fG: Yn-1) <h, 
folglich auch 
. lYm| <h. 
Wir hatten 
jul—=|y| <hr. 
Ist fiir 2 > x, 
. | Um—1 | < gh, 
so ist 
1 1 
| f(z ? Ym-1) nas r(- ? Ym—s) < g | Ym—1 — Ym—2 | 
= 9 \Um—1| << g" th, 
also 
|tm| < @fergrth dz, 
d. h. r 


| tm| <g™—th. 
Wegen g < 1 ist fir z>%, 
Jy] + [me] + les] + °° < 2, 
d. h. die Reihe 


u, + uu; +-- 


ist fiir > x, unbedingt und gleichmissig convergent. 
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Zweiter Fall: a= — 1. 
Wir finden durch Integration von (Am) 


tomee[ot forte teri) ae] 


und 


Un = a fe ie Yn—1) — f(s , Yn) | ae, 


wo C eine willkiirliche Constante und 2, eine hinreichend grosse 
positive Zahl ist. Nachdem C fixirt ist, wahlen wir 2 und h so, dass 


nicht nur die oben angegebenen Bedingungen erfiillt sind, sondern 
dass auch 


\Cje-n <4 


ist. Die so gewihlte Zah] x, wird auch als untere Integrationsgrenze 
benutzt. 


Da fiir x > a, 


Ib, 9\| <4 


ist, so haben wir 


Inl< 3 h eae 4 ¢- “fe dz 


SF . 4+ =o *(e—&), 


also 
In| <h. 
Wenn fiir z>2, |Ym-1| < h ist, so ist 
It ’ Yn—1) 
also unter Wiederholung der soeben inate Schlussweise 
lY¥m| <h. 
Es war 
lus] = ln] <4. 
Wenn fiir x > 2, 
|Um—1| << g™*h 
ist, so ist 
1 
| f(=, Yn-1) a fr, Yn-2) | Ss g\Un—1 | <g th, 
also 
| tm | < e# fegrth dz, 
d. bh. ie 


\Um| < g”-th. 
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Wie im ersten Fall ergiebt sich die unbedingte und gleichmissige 
Convergenz der Reihe 


u, + uu; +--- 
fir 2 > 2. — 


Sowohl im Falle a=—1 als im Falle a = — 1 stellt die so be- 


rechnete Reihe 
y = > Um = > (Ym—Ym—1) = lim Ym 
m=1 —_— 


m=1 


ein Integral der Differentialgleichung (A) dar. Zunichst ist die Reihe 


m=1 
fiir x > x, gleichmiissig convergent. Es ist nimlich 
du,, 1 1 
— = + Um + f(z ’ Yn) aiid f(< ’ Ym—2) " 


d Un 


dz 


also 








< | Urn | + g \Um—t | < 2g"—"h. 


dy - AU, . dyn 
ie => ae lim 32: 


me 
m1 


Demnach ist 


Aus F 
ee —_ + Ym + fC, Yn—t) 


erhalt man fiir m = co 
d 1 
w=+yt+r, 9); 


d. h. y geniigt der Differentialgleichung (A). 

Wir haben demnach im Fall a= 1 ein einziges particulires Integral 
von (A), im Fall a=—1 ein Integral, welches eine willkiirliche 
Constante C enthdlt, in Form einer unendlichen Reihe dargestellt, welche 
fiir x> 2 unbedingt und gleichmissig convergirt. Dabei ist x, eine 
hinreichend grosse positive Zahl, welche im Falle a = — 1 von der 
Constanten C abhingt*). 


*) Man vergleiche § 1 mit Picard’s Traité d’Analyse, Bd. If, S. 301, Bd. Ill, 
8.88, wo successive Anniherungen in anderer Form und zu anderen Zwecken 
benutzt werden. 








0 





a 
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§ 2. 
Um das Verhalten der Functionen u,, und y, fiir lim « = + oo 
zu untersuchen, bediirfen wir der folgenden Hilfsbetrachtung. 


Die Function (-) werde durch die Reihe 
atet+st::: 


fiir grosse positive 2 asymptotisch dargestellt, d. h. es sei fir 
n=(@,1,2,... 


eG )=atgt + Sty lim 2 = 0"). 


? 
a” x 


Das Integral 


Jnefero (gas 


oder 


xz 


= _ Cai ty. 
e ax n+1 e-l 
J = > c,e* [ 2 te f Stren "dx 
. e 





=0 
«2 


geht, wenn man durch wiederholte Anwendung der Formel 


die Integrale 
auf 


zurtickfiihrt, tiber in 


0 Ch, 'n 
Jatt o- +34, 


wobei gesetzt ist: 


*) Wir schreiben dafir: 


o(t)ra+t4+ 44... 
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zx 
& of 
—— ef Et %ett oe 


gt 1 


(A ist eine Constante) oder 


z 

CA yn 1 1 () 

&, = om f ae e— dt, 
Ps 


woraus man durch die Substitution 


t=—=2+u 
erhalt: 


Der absolute Betrag des letzten Integrals bleibt fir beliebig grosse 
positive Werthe von z unter einer endlichen Grenze, es ist also 


lim ¢, = 0. 
z=+a 


Das Integral J wird demnach durch die Reihe 


Cc C. 
Qa+-+23+--: 
asymptotisch dargestellt. 
Aehnlich lasst sich das Integral 


J= e* feo (£) dz 


behandeln*). Setzt man 


x 


n 4 - 4 
I= >" e-* feg(+)de+e2 “nti T Yatl 2 dp 
v Qp (=) + . ght 
% Zo 


>=0 


und wendet man die Formel 


zx z 
. . — 
i e* dx _ e~dz i evo—* 
e = ve —a +s- 
x” gt x” xb 


Zo x, 








wiederholt an, so erhilt man 


C C,, ey 
eee gt: -+2+s 


*) Wir gebrauchen jetzt die Buchstaben J und C,, C,, C,,... in anderer 
Bedeutung. 
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mit 


x, 


A 
pe ce f 4 = eh etdx + Be-*, 


®o 


wo A und B Constante sind, oder 


7A 
En = €—*Z" [ AA Toit edt + Be-*x". 


% 


Durch die Substitution 


t—=xz—u 
erhalt man 
L2—2y 
1 {At %mnailt) _.. a 
&, = | me ati ¢ “du + Be-*x". 
~~ Be 


e 0 
Um zu beweisen, dass 


lim é¢, =0 
z=+a 


|A + pati (| 
fir ¢> a, unter einer endlichen Grenze bleibt, nur zu zeigen, dass 
dasselbe fiir 


ist, hat man, da 





@—X 


a 
= ? e “du 


(ay 


= u—(n-+1) log (1 ~*) 


gilt. Die Function 


a, 


v(u) =e 


bleibt dem absoluten Betrage uach unter einer endlichen Grenze M 
fiir alle Werthe u des Integrationsgebietes 0...x2— a, und fiir alle 
Werthe x>2,. Es ist also 


2— 2%, 


1 
—pre 
inca fe Fawcat fet “du=s 2M, 


w. z b. w. Die Reihe 


Mathematische Annalen. LI. 
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ry C C, 
O+tS+3+--- 


stellt also das Integral J asymptotisch dar. 


Die folgenden Betrachtnngen gelten fiir die beiden mit J bezeich- 


neten Integrale. Setzt man 





J_ 2G 
dz —s & F rod ’ a a” a ? 
so ist 
. de, n(C, + €,) 
: ee the a 
Es ist aber 
ds, A+ Vntt NE. 
dz te x + 7 
also 


. dé 
lim —*—0 
4 r=+o@ 
und folglich auch 
lim &, = 0; 
r=+o 


d. h. es besteht die asymptotische Gleichung 


dJ Cc, 20, 
da ~— a & ees 


Das Integral J geniigt der linearen Differentialgleichung 


“= +J+9(4); 


man hat also fiir» —0,1,2 


Hyer 


n 


C; (n—1)C,_, e 
aay oe oh one = + e 


y C ® Yn 
K#(GOF SH te typ hge page, 


d. h. die Gleichung 


TEI + Gti +S... 


wird durch die Reihe 
T=O4+ S484... 
formell befriedigt; die Coefficientenvergleichung ergiebt 
++ ¢,=0, 


+ C; + C = 0, 
(n—1)C, 1+ ¢C,+¢,=—0 (nm = 2, 3, 


saps 
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Im Falle 

CoC ++ at, a 0 
ist demnach auch 

C=C, =---=—C,—0. 


§ 3. 

Aus der in §1 aufgestellten Reihenentwickelung des Integrals y 
von (A) leiten wir unter Benutzung des in § 2 bewiesenen Hilfssatzes 
das Verhalten der Function y fiir grosse Werthe von x her. 

Erster Fall: a=1. 


Ks ist 
((Z, 0) =, (4), 


ee 0 fers, 4)aew > =“ : 


v=1 


also 


Daraus folgt 


rz ) a) mw f, (=)*), 
also 
x 


+ C 

. 1 2y 

Yo «foo, ({)dzw > > 
v=1 


e 
wo 


So fortfahrend, findet man 


ao 
Cry 
Yn ia) _ 
a“ 


y= 1 
Ks ist nun 
Cay = Cn—-1, (v=1,...n—1); 


denn wenn dies fiir n= 2,...m—1 gilt, so ist 


fr, Ym—-1) cee rc. Yn-2) (as) = ot. “ari -L or 


aus 
x 


a 1 ’ 
Um © o fe ° (G+ -- ‘ dx 


e 
ao 


*) Unter g(*) wird eine convergente oder divergente Potenzreihe von 


. ohne constantes Glied verstanden. 


**) Ueber das Rechnen mit asymptotischen Reihen vergl. Poincaré, Act 
math, Bd, 8 und Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Bd. II, 
23* 
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folgt 


a 
tm = Um - Ym-1 WN — oat 7 * 7% 


d. h. es ist 
Cnv = Cm—1,¥ (y=1,...m— 1). 
Setzt man 
Cum = Cm) 
so ist 


gm +Z+3t+::-- 
Es ist nimlich 
Y = Yn + Unti + Unde +. 
Wir setzen 
c 


i Ch, Yn 
Gee +29 oe 


Y 
Unt» = = (v=1,2,...). 





Wegen der gleichmiissigen Convergenz der Reihe 2" (tn41 + t¢n42+ -:-)*) 
fiir «>a, lisst sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven 
Grésse ¢ eine positive Zahl p > so bestimmen, dass fiir « > 2, 


Pott + Yee $+ | <4 


ist. Auf Grund der bewiesenen asymptotischen Darstellungen lisst 
sich § > 2 so wihlen, dass fiir 7 > & 


lyn Ymti bss + yl < > 
wird. Setzt man 
En = Yn t+ Pati tees, 


Cc Cy En 
yo pe fats; 
x x 
fiir « > & ist |&,| < €, es ist 


lim ¢, = 0, 
z2=+0 


womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. 
Da die in § 2 fiir J angegebene asymptotische Gleichung differentiirt 
werden darf, so ist 


so ist 


dy, en Aa ee (n — 1) ¢,_4 vn 
te eae 
Aunty _ Vnts 
ie -' 


lim y% =0, lim yi4, = 0; 
= z2=+o z2=+o 

*) Es sind positive Griéssen G, H so vorhanden, dass die Bedingungen am 

G=—'z 


a™ 





Anfang von §1 fiir g= -, h= = erfiillt sind, Dann ist | Mn |< 
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da die fiir x > x, gleichmiassig convergente Reihe 


dy, du, pee 


det oar + E+. 


die Summe e hat, so fiihrt dieselbe caneuie wie vorhin zu der 


ee 





asymptotischen Gleichung 


Zweiter Fall: a= — 1. 
Jetzt ist 


y, = Ce-*= + fe xy, (<)az. 
rs 


Das zweite Glied der rechten Seite wird durch eine Reihe von der Form 


co] 
Cy 
j a” 


v=1 
asymptotisch dargestellt; es ist demnach 
_— : Cy Yin Po y in 
y, = Ce +2 2 + x" ->% a. =? 
wo 
= Vin 4. Cu" e-* 


gesetzt ist; wegen lim pogo ist auch lim 7,;,—0, so dass die 
=+o 


z=+a 
. c 
ly 
yr > Po 


v=1 


asymptotische Gleichung 


besteht. Man gelangt wieder*) zu den asymptotischen Gleichungen 


Cc 
yut+S st: 
as nS i 
a” ~2- 3°" 


und zwar sind die Reihencoefficienten ¢,,c,,,.. von der Integrations- 
constanten C unabhiingig. — 

In beiden Fallen wird die Differentialgleichung (A) formell be- 
friedigt, wenn man fiir y die im allgemeinen divergente Reihe 


Cy Cg é 
4 + 


*) Ich sehe nachtriiglich, dass die Schlussweise in der letzten Fussnote hier 
nicht anwendbar ist. Aus der gleichmiissigen Convergenz der Reihe y= u,-++ u.+-:- 
fiir «> a folgt oe lim pa und man kommt zum angegebenen Resultat, 
indem man wie in pane Journ. Bd, 119, 8. 272 zeigt, dass lim é y 


ie =n! Cy 
Le 5) 
endlich ist. —— 
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einsetzt. Es ist nimlich 
(1 
(i, s)=3 
wo die Reihe auf der rechten ried durch Einsetzung der Reihe fiir y 


und formale Ausfiihrung der Rechnungen erhalten wird. Man hat also 
fir n=0,1,2,... 


Cy (n— 1) ¢ 


—3-"°'-- siet y *s 
ma(t..-p 4s) phy... 424% 


wo fiir lim z = + oo 
lime, = 0, lime, =0, lim x, = 0 


‘ . . 1 1 
ist. Wenn die Coefficienten von my * +? ae 
x 


chung tibereinstimmen, so gilt das auch fiir die Coefficienten von — 

x 
wie man erkennt, wenn man mit 2” multiplicirt und x unendlich 
gross werden lisst. 


auf beiden Seiten der Glei- 


? 


§ 4. 

Die in § 1 vermittelst successiver Annaiherungen erhaltenen Inte- 
grale y der Differentialgleichung (A) haben nach § 3 die Eigenschaft 
lim y = 0. 

z2=+o0 
Es ist noch zu zeigen, dass es keine weiteren Integrale mit dieser 
Eigenschaft giebt. 
Erster Fall: a=1. 
In diesem Fall besitzt die Differentialgleichung nur ein einziges 
Integral, welches fiir lim 2 = + oo verschwindet. Denn wiren zwei 
derartige Integrale vorhanden, so wiirde deren Differenz z einer Glei- 


chung von der Form 
ie = (1+ 8(5, 4) 


geniigen, wo $3 (= , 2) eine Potenzreihe ohne constantes Glied ist, und 

es wiirde lim z = 0 sein. Wire z nicht identisch gleich Null, so liesse 
z=+o 

sich nach Angabe eines positiven echten Bruches 4 eine positive Zahl & 

so angeben, dass fiir x > & 


a A >a 


wiire, was der Annahme lim z = 0 widerspricht. 
zr=+o 
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LZweiter Fall: a= — 1. 

Wir verstehen unter y = 7 ein beliebiges Integral von (A), welches 
sich fiir lim «=—-++ oo der Grenze Null nihert. Es sei z, ein hin- 
reichend grosser positiver Werth von x und », der Werth, welchen 
das Integral y fiir = x, annimmt. Znniichst wihlen wir z, so gross, 
dass das Werthepaar « = 2, y = y, dem Convergenzbezirk der Potenz- 





reihe F(, y) angehért. Dann muss ein Integral von (A), welches 


fiir 2 = x, den Werth y annimmt, mit 7 iibereinstimmen. Die Grosse 
x, soll ferner die am Anfang von § 2 angegebenen Bedingungen 
erfiillen und ausserdem so gross angenommen werden, dass |)! < 2 
wird. Setzt man 

C= Noe, 
so ist die in § 2 benutzte Bedingung 


\Clen< 
erfiillt, Ist 


x 


— 
Ym = Ce-* + e*fer(t, Ym) 42, 
(m = 1, 2, 3,...) 
so nimmt 
y = lim Ym 


ro 





fiir «=, den Werth », an, stimmt also mit » tiberein. — 
Wir fassen das Hauptergebniss in den folgenden Satz zusammen : 
Die Differentialgleichung (A) besitet ein einziges Integral oder un- 
endlich viele Integrale mit der Eigenschaft 
lim y=0, 
z=-+o@ 
je nachdem a positiv oder negativ ist*). Jedes derartige Integral y wird 
: durch die der Differentialgleichung formell geniigende, im allgemeinen 
divergente Reihe 


c € 
Af +4::- 
fiir grosse positive Werthe von x asymptotisch dargestellt, d. h. es ist 
fir n=0,1,2,... 
C.. g, : 
yo tt... "4", lim s = 0. 
zx a” x" r=+o 
Charlottenburg, 1. Marz 1898. 
*) Jetzt ist fiir das im Falle a> 0 vorhandene einzige Integral mit dem 


Grenzwerth 0 eine analytische Darsteliung gegeben, wiihrend friiher nur die 
Existenz nachgewiesen war. 














Ueber eine Differentialgleichung erster Ordnung. 
Von 


J. Horn in Charlottenburg. 


In der Abhandlung von Briot und Bouquet im Journ. de Ec. Pol., 
eah. 36 (S. 179) findet sich unter den unerledigten Typen von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung die Gleichung 


z= IB, ys BO, 0)—0, 
worin $(z, y) eine Potenzreihe bezeichnet, welche fiir hinreichend 
kleine Werthe von |x| und |y| convergent ist. Es handelt sich um 
die Untersuchung derjenigen Integrale y, welche sich gleichzeitig mit 
x der Grenze Null niahern. 

Im Folgenden gebe ich eine asymptotische Darstellung dieser 
Integrale im Anschluss an den vorausgehenden Aufsatz ,,Untersuchung 
der Integrale einer Differentialgleichung erster Ordnung vermittelst 
successiver Annaherungen“. Im gegenwirtigen Aufsatz werden com- 
plexe Werthe simmtlicher Gréssen zugelassen. 


§ 1. 
Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form 
d 
(A) x -SY = gly) + cyG(z,y), 


worin 
gy) = ay + ay? +--- 
und G(x, y) eine Potenzreihe von x und y ist. Wir setzen unter Be- 


schrankung auf den einfachsten Fall a, von Null verschieden voraus. 
Es sei 


or. 
a 
Setzt man 
& = e—'t-4, 
also 











so 


Di 


= 


QQ. 
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so geht die Differentialgleichung (A) tiber in 


d 
— SY = (1+ 4) oly) + em tty (e-#t-4, y)). 

Die Differentialgleichung 

1 

~ =0+ Hom 
wird durch die Substitution 
rene v 

in eine Gleichung von der Form 


dv i. — 
~ # Ge = BG) 


baad 


tT 


oder, wenn 


gesetzt wird, von der Form 
dv mn, 
z= Bir, v) 


iibergefiihrt; dabei ist $8(t, v) eine Potenzreihe, welche fiir hinreichend 
kleine Werthe von |t| und |v| convergirt. Diese Differentialgleichung 
besitzt ein Integral v, welches fiir ts = 0 den beliebig vorgeschriebenen 
Werth ¢ annimmt, in Form einer Potenzreihe 


v=O+eot+agr+t--- (<=), 
welche convergirt, wenn |t| hinreichend klein ist. Hieraus erhalt mau 
die fiir hinreichend grosse Werthe von |¢| convergente Potenzreihe 


c c. C. 
n= Pte Stes 
darin ist 
1 


C, == 
1 ay 


> = C, 


wihrend ¢;,¢,,... von ¢ abhiingen. 


Wenn man 
y=q+ae 
setzt, wo » die soeben berechnete Potenzreihe ist, und 
oe am gts 


als Function von ¢ betrachtet wird, so geht die Differentialgleichung (A) 
tiber in 
d 1 
(B) met f (>, 2,4); 
darin ist 


fe) =f (5, #2) 
= —(1+ $)o)+ $2— 1+ F) at 22) Ge, 0+ 22) 
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° ° 1 : . 
eine Potenzreihe von —, x, 2, welche convergirt, wenn die absoluten 


t 
Betrige dieser Gréssen hinreichend klein sind; fiir die Nullwerthe 
dieser drei Gréssen verschwinden /*) und ar . 


§ 2. 
Die Differentialgleichung (B) integriren wir vermittelst successiver 
Anniherungen in ihnlicher Weise, wie die Differentialgleichung 
dz & ) 
dt —_?> + f t? a 


in dem oben erwihnten Aufsatz (unter Beschriinkung auf reelle Gréssen, 
welche hier fortfallt) behandelt wurde. Es geniigt, die an der friiheren 
Entwickelung vorzunehmenden Abinderungen anzugeben. 
Wir setzen 
{= re’? 


und beschrinken g auf das Gebiet 
—9<9<% (<4): 

Es sei A eine beliebige positive Grésse, welche wir kleiner als 1 
annehmen. Dann sind positive Gréssen r, und h so vorhanden, dass fiir 
|é] >, largt]< gm, lei\<h, le’|<h, 

If(2)| < h cos yy, 


If (2) — F@)| < A cos gy |e’ — e| 
ist. 
Wir nehmen z, = 0 an und erhalten 


t 
Zn = dé fefensat (m = 1,2,...) 


a 


aus der Differentialgleichung 


dz,, 
= = n+ f(%m—1) (m=—1,2,...). 
Der Integrationsweg komme aus dem Unendlichen mit einem Argu- 
ment zwischen — g, und g, und verlaufe in dem Gebiet 
|¢| 2%) — P< arg ¢ < %- 


Wir wihlen als iquivalenten Integrationsweg eine gerade Linie, welche 
aus dem Unendlichen mit arg? = nach ¢t = re’¥ geht. 


2 
*) Das Anfangsglied von g’(n) ist i 
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Ueber eine Differentialgleichung erster Ordnung. 


If(40)| = |(0)| < h cos wy 


ist 
ao 
. 


2,| << e" 8? h cos oy fe reosP dy 
r 
h cos mp 
~~" 
ebenso findet man 


2nm| <h. 
Ferner ist 
t 


Um = &m — 2m—1 = d fe-*(Fén 1) — f (ém—2)) dt. 


Wegen ; 
\u |= |2,|<h 
ist 


U.| < A cos pheone | eT cosy ly 


an SP Be Ab 


cos @ 
und ebenso allgemein 

| tm| < A™—-*h, 
also 


on 


= ' h 
Um| =< ey eg. 


m=1 
so dass die Reihe 


io 


> 7 Um 


: m=1 
fiir 
|] > 1%, — Po < arg t <M 

unbedingt und gleichmiissig convergent ist. Dass diese Reihe der 
Differentialgleichung (B) geniigt, wird wie friiher gezeigt. 

Der friiber zur Untersuchung der Functionen z,, und u,, benutzte 
Hiilfssatz lautet in etwas allgemeinerer Fassung folgendermassen : 

Wenn die Function g (¢) durch die Reihe 


c c 
+ e+et°:: 


gleichmissig asymptotisch dargestellt wird*), wenn ¢ im Gebiet 


*) D. h.: Setzt man, unter » eine beliebige Zahl verstehend, 


zn CG Cn Yn 
g(t) =e + ieee + ’ 
so niihert sich y, gleichmissig der Grenze Null, wenn ¢ mit einem Argument 
zwischen — gp» und gp ins Unendliche geht, 
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— 9 <argt< gy (% <) 
ins Unendliche geht, so wird das Integral 


t 
et feat 
durch die formell berechnete Reihe 
C C, 
C+ 7 + 7. - oe 
in demselben Gebiet gleichmiissig asymptotisch dargestellt*). Ist 
t = 0 (v <n), so ist auch Ch, = 0 (v <n). 


Wie friiher beweist man den Satz: 
Das vermittelst successiver Anniherungen berechnete Integral 


w 
= > Um 


mt 


der Differentialgleichung (B) wird durch eine im allgemeinen diver- 
gente Reihe von der Form 


Cc, Ce Cy 
; + t? + t3 T° 
gleichmiissig asymptotisch dargestellt, wenn ¢ mit einem Argument 


zwischen — g, und g, ins Unendliche geht. 
Es ist also 


Cc, Cy C, Yn , ‘ 
in ain as = feeeet 3 + a lim y,; = 0. 


Wie friiher ergiebt sich die asymptotische Darstellung der Function 


“ durch die Reihe 


ey ley 


2 aie 
Setzt man 


De)=— SF +e+fC, 2,2), 


dz 


dt + & + fF. 0, 2), 


so bestehen die formalen Gleichungen 


A(z) = — 


*) In Betreff des Beweises, der wie friiher gefiihrt wird, sehe man auch 
eine in Crelle’s Journ. erscheinende Arbeit ,,Ueber das Verhalten der Integrale 
einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung in der Umgebung einer Un- 
bestimmtheitsstelle“. 
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Ueber eine Differentialgleichung erster Ordnung. 


(i SS) B +R +e 


v=1 


und 
a(*)=4 $28 4...4449 4... 
+R RH HP tet 


Ferner ist, wenn unter ¢ das oben berechnete Integral von (B) ver- 
standen wird, 


Ai) = H+ spot ="), 


wo sich 6, der Grenze Null nihert, wenn ¢ in dem angegebenen 
Gebiet ins Unendliche geht. 
Da D(z) — A(z) durch eine Reihe von der Form 


(1 
xy (> , x) 
asymptotisch dargestellt wird, so ist 


I % 


faa " h, 
O=—De—Et e+ tt 4, 


wo t, dieselbe Eigenschaft besitzt wie 6,. Hieraus ergiebt sich wie 


im friiheren Aufsatz 
h, = 0, 


so dass die formale Gleichung besteht: 
cy Ce” 
a(%4+%+4-.-) = 0. 


‘ , _ : 1 , 
Es giebt aber nur eine einzige Potenzreihe von +, welche die 


Differentialgleichung A(z) = 0 formell befriedigt. 
Die Differentialgleichung (B) wird formell befriedigt durch eine 
Reihe von der Form 


e=2,+aT,+ 07, +--:, 


wo 7,, T,, T;,... Potenzreihen von + ohne constantes Glied sind. 
Es ist nimlich formell 

*) Nach den Siitzen tiber das Rechnen mit asymptotischen Reihen wird A(z) 
durch die Reihe Ay +--+ asymptotisch dargestellt. 
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i- 3 G-a—n04 0) 


a4=1 
und 
— aT 
D(2) => (-S +} 2%, +. -) ” 
4=1 


Aus den Gleichungen 

dT 

AT ++) (4=1,2,..,) 
erhalt man durch formelle Rechnung 


ce?) el) 


Ty +e (4 1,2,...). 
Lisst man sowohi in der Reihe 7,-+ 27,-+--+ als auch in D(z) 


alle Glieder weg, welche x enthalten, so erhilt man die formelle 
Gleichung 
A (T,) = 0. 


: ° 1 ° ° . 
Da es nur eine Potenzreihe von > giebt, welche diese Gleichung 


formell befriedigt, nimlich die oben berechnete Reihe 
C; C, 
Pa e4.. 


so muss 7’, mit dieser Reihe iibereinstimmen. 


g 3. 


Wir kehren zur Differentialgleichung (A) zuriick, welche mit (B) 
durch die Substitution 


y=n+ae 
zusammenhingt. Jedem endlichen Werth der in 
n=O HRt.-. 
enthaltenen willkiirlichen Constanten c, = entspricht ein Integral 
c 


y= S+st+ 2(4 te p i‘ 3 


t” 





der Differentialgleichung (A), wo lim y,; = 0 ist, wenn ¢ in der an- 
gegebenen Weise ins Unendliche geht. 
Zwischen «x und ¢ besteht der Zusammenhang 
Lam e~ *{-4, 
Setzt man 


a=a-+ip 
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Ueber eine Differentialgleichung erster Ordnung. 


und 


ee oed ta re?, 


so ist 
log ae = — rcosy —ealogr+ Bg, 
& = —rsin po — Blogr— ag. 
Man kann x mit lim arg  — @, (#, beliebig) so in die singulire 
Stelle z = 0 gehen lassen, dass ¢ mit lim arg ¢ zwischen — ~ und 
unendlich wird, Lisst man ¢ beispielsweise auf der Curve : 7 


ow 4 o(*)— 3 mae 
ins Unendliche gehen, wo 
¥(0) = 
ist, so wird 
lim r = ow, lim 9 = 0, 
lime=0, lim?=—%. 
Dann ist aber 
lim y, = 0. 
Im Falle a = 0 oder, was dasselbe ist, a, = 0, ist 
t= — log x. 
Wir haben den Satz: 
Zu jedem Werth der willkiirlichen Constanten c, gehirt ein Integral y 
der Differentialgleichung (A), welches die Eigenschaft 


ey Ce, ) Tn 
yo S434... pe(S4...4%4%), 
lim yp, = 0 
x2=0 


besitzt, wenn x so in die singuldre Stelle «=O geht, dass die durch 
die Gleichung 


2 a= e—*{- (a= ~ >) 


2 
ay 


definirte Verdnderliche t mit — p, << arg t < My (o < *) unendlich wird. 


Am Schlusse des § 2 wurde gezeigt, dass die Differentialgleichung (B) 
durch die Reihe 
@ @ 


= c 
— a—1 2 
Del +5 
4=1 


formell befriedigt wird. Zwischen den Gleichungen (A) und (B) be- 
steht der Zusammenhang 


yo tate tae. 


ed 
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Die Differentialgleichung (A) wird also formell befriedigt durch die Reihe 
— (4) oe) 
y= 44.4 a(t 44 4...); 
i=l 


hierin ist c, = = und ¢, eine willkiirliche Constante, von welcher die 
1 
folgenden Coefficienten abhiingen; die Reihe 
C Cy 
t + t? + —— 
ist fiir hinreichend kleine Werthe von |¢| convergent, wahrend die 
Reihen 
4) el) 
cs + t? + (A =1,2,...) 


im allgemeinen divergent sind. 


Charlottenburg, 27. Mirz 1898. 




















Sur une formule utile dans la détermination de certaines 


valeurs asymptotiques. 
Par 
J. Franev & Zurich. 


I, 


Dans son mémoire ,,Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe 
in der Zahlentheorie“*) Dirichlet a exprimé la somme 
sn 
n \ 
s 
ali lee 
s=1 
au moyen de deux autres dans lesquelles les limites supérieures des 
indices de sommation sont de l’ordre Yn. 
Nous nous proposons de montrer que ce résultat est susceptible 
dune assez grande généralisation. Comme application simple nous 


‘ 


donnons, & une grandeur pres de Vordre n*, la valeur asymptotique 


de la somme 
= [= 
xy 


«xysn 
et la valeur moyenne du nombre des solutions eutiéres et positives de 
Péquation 

Lys =N. 
Soient, pour commencer, f(x) et g(x) deux fonctions quelconques de 
la variable x et 


(1) #(n) =>’ s@a (5), 


la somme étant relative 4 tous les diviseurs d@ du nombre entier 
positif n. 

Dans cette derniére équation remplagons successivement » par 
m—1,n—2,...1 et ajoutons membre & membre. Si lon fait, 
pour abréger, 


*) Dirichlet’s Werke, zweiter Band, herausgegeben von H. Fuchs, 


Mathematische Annalen. LI. 24 











or 
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F (n) = >’ f(n), 


il viendra 
(2) = o(n) = >i) e|" | = 90) F[*]. 
" i 1 


Or, & chaque diviseur d < Yn correspond un diviseur complémentaire 
Vv 


—— /n 
= } 8, 


de sorte que 

_ SF n 1 —{[~n 

a em= Srae(t)+ Drea, 
d<Vu ad< Va 


chacune des sommes s’étendant maintenant aux seuls diviseurs du 


nombre # qui ne surpassent pas/~n. Si m est un carré s*, on devra, 
dans le second membre, retrancher le terme f(s) -g(s). 
Si maintenant, dans la formule (3) on remplace successivement » 


~) 
, \° 


ir 4 1, m—2,...1, puis quon ajoute membre a membre on 
obti nara 


7 SI.ofnf") on _ = 
S a(n) = > [(r)|@|-. | - Gr -)|+ Sow [F[ 2] —F ir | 
, oO r= 


DSi) 9); 


i 
si Pon fait, pour simplifier, 
dhs: ly n\, 
et si lon convient de regarder F'(0) et G(Q) comme étant nuls. 
D’aillears G(r —1) = G(r) — g(r), de sorte que 
. , 
Sy (r)G(r—1) = S Fir) G(v) + - f(r) g(r) 
i io 


— 

oy = J . 
So — Fe-EO) + S Hg 
1 I 


(v) + >i) g(r) 


S| F(r — 1) (4) — G(r—1)] — Fo) G 


= Fir —1)g( I'(v) G(v) + > 10) g(r) 


1 1 








doi 


(4) 


En 


Ce 


M. 
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dot résulte finalement 


) Yew dro e[2]4+ Som [2] - Fey ee. 


r=1 r=1 


En particulier, si lon suppose f(#) = g() = 1, on obtiendra 


S()-2S[1]-- 


r=1 
Cette formule déji signalée par M. Mertens*) a été retrouvée par 
M. Hermite**), 
Il. 


A la formule (4) correspond une transformation de certaines séries. 


Faisons 
7 f(s) e—** == (2), 2 f(s) e—** = g,(2), 
: omer 


=) ; 3 @ ' 
DGe*=0@, Dose" =v4). 
1 =r 


On aura, tout d’abord 
6) S000 9000 - S10 y( (ra) = S'ainye™, 
n=1 


et ensuite 


r= @ r= 


6) Diane = Soo D+ Divers) 


a=1 
— Srnec 
? 1 


On suppose naturellement que les séries précédentes sont convergentes. 

Si lon égale les coefficients de e~"* dans les deux membres de 
la formule (6), multipliée préalablement par — a @ retrouve la 

— e . 

formule (4). 

Si Pon suppose 

fr) =9(") = 
*) Ueber einige asymptot, Gesetze der Zahlentheorie, Journal f. Math, Bd. 77. 


**) Sur quelques points dans la théorie des nombres, Acta Mathematica, 
tome II. 


24* 
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— 


. , . : « e 
les fonctions g(x) et ,(x) se réduisent respectivement 4 — ; et 
1—e¢" 
4 g7 i ‘ . , , 
a ~, et Pon obtient, dans ce cas particulier, l’équation 
l—e 
fuse —_— r= ~9%e r= 
a et 
he! 1 — oo? :.. gee . 
ay | r=) r=] 


Cette transformation de la série de Lambert est due & Clausen *), 
En choisissant /(n) = (— 1)", g(n) = 1, on obtient semblablement 


. e e~ rz 
zZ)oo 5 r = (|_— 1 r ’ 
p(x) i.e pr(«) = (— 1) ir" 
i e= r, - ert 
v@@)— “4, w(@) = 
dou 
= —rzx = —rx ~s —2rv 
lll nant on nS we (its ) 
2 . tue 2 i+ ere 2 | / € = entre 
etc. 
Ill. 


Les résultats qui précédent deviennent, pour ainsi dire, intuitifs 
si l’on se sert de considérations géométriques. 

Nous réserverons, dans la suite, la lettre P pour désigner les 
points du plan ou de Vespace dont les coordonnées sont des nombres 
entiers. Par l’expression points P d’une région nous entendrons 
Yensemble des points P situés 4 Vintérieur ou sur la limite de cette 
région. Enfin nous désignerons par 


> “(P), 
(R) 
la somme des valeurs d’une fonction w aux divers points P de la 
région R. 
Ces définitions posées, si l’on fait 
u = f(x) 9(y), 
il est clair que la somme envisagée au paragraphe I, 


dow, 


> “(P), 


n’est autre chose que 


*) Journal de Crelle, tome III, page 95. Voir aussi un article de Scherk, 
méme journal, tome 9. 
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cette dernitre somme étant relative aux points P de la région limitée 
par les trois lignes 


xl, yoo l, cy—n. 
Si lon considére d’abord les points P de cette région situés sur une 


paralléle & axe des y 
ror, 


la somme des valeurs correspondantes de w aura pour expression 


Fe)[ 9) +92) +--- + 9[F]] 
c’est-a-dire nan 
fr) G[ +] 
Semblablement 
n 
9(s) F| “| 
représente la somme des valeurs de notre fonction aux points P de 
la région situés sur la droite y= s. Il en résulte ainsi l’équation 
Su) - Tow -F of3] -Foo (2) 
1 r=1 s=1 


Pour mettre en évidence la symétrie de cette formule par rapport aux 
deux fonctions f et g nous partagerons la région considérée en quatre 
parties (l’une d’elles pouvant se réduire i un point) par les deux droites 


Lom vy, y=, 
v désignaut toujours |j/n]. 

Nous appellerous les quatre régions partielles ainsi obtenues R,, 
R,, R;, Ry, conformément au tableau suivant: 


R,, région limitée par les lignes z= 1, z= v, y= 1, ry—n, 


R,, is ‘ a” a » @t@=eal_y=l,y=v, ry¥=—n, 
R;, » ” ”» » » ©=lly=l,¢r=—v,y=—", 
R,, ” ”» ” ” ” t=), y=, Ly =n. 


. 


Cette derniére région ne renferme, 4 son intérieur, aucun point P: 
dans le cas od elle se réduit & un point celui-ci appartient déja a KR. 
On a évidemment 
D>) w(P) =>) u(P) +>) u(P) — >) u(P) 
(Ri) (a) (Rs) 
ce qui est précisément la formule (4). 
Plus généralement, si l’on fait 


v= (8) 
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h désignant un nombre entier < ”, on aura 


(7) Spe ["|— yi; r@("]+ S50 F|"|— FQ) Gh). 


Il est tout nature! de remplacer dans les considérations qui précédent 
Vhyperbole zy =m par une autre courbe. 

Nous supposerons que l’ordonnée de cette courbe 

y = 9(2), 

est toujours positive et va constamment en diminuant quand 2 varie 
de a a b, a et b désignant deux entiers positifs (b> a). 

Faisons, pour abréger, 
d =[9(a)], ¥ =[p) 
et soit 


zt=y (y) 
la function inverse de @. 


On obtiendra pour Ja somme 


uP), («=F (@)- 9(y)) 
relative aux points P de la région limitée par les lignes 
z=a+l1, t=b, y=1, y= Q(z), 


les deux expressions suivantes: 
r 4 
> u(P) => /@) Glp@i, 
2a 1 


y=e 
> u(P) =>'9) Flw(y)| + G(b) F(b) — Gia) F(a) 
y=0'+-1 
suivant qu'on somme partiellement, pour commencer, le long d’une 
paralléle & Vaxe des y ou le loug d'une paralléle a l’axe des x. En 
prenant g(y) = 1, on obtient une formule dont s’est servi Dirichlet 
dans l'un de ses mémoires*), 
Si Pon choisit un nombre entier h < b, puis qu’on fasse 


h’ = [9 (h)], 


on aura aussi 


h yh 
> uP) =>) /(@ 4le(@)) + > oy) Fv@) 
2=a+l1 y=b'+1 
+ F(b) GW’) — F(h) G(h’).**) 
*) Ueber ein die Division betreffendes Problem, tome II des Oeuvres de 
Dirichlet. 
**) Voir la réponse de M. Lipschitz & M. Hermite, Acta Math, tome IL. 
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Au lieu de la fonction « =—/(x) g(y), on pourrait envisager une 
fonction queleonque des deux variables x et y, 

). u== F(x, y) 

On serait ainsi conduit & une formule que nous nous dispenserons 
mnt décrire et qui est & rapprocher de la formule donnée par M. Busche 
dans son beau mémoire intitulé ,,Ueber grésste Ganze‘*). 





IV. 
rie Soient maintenant /, g, h, trois fonctions quelconques dune 
variable et 
8) O(n) = (x) g(y) h(z), 
( (n) > f(x) g(y) h(e), 
wye a 


la somme étant étendue & tous ies systemes de valeurs entiéres et 
positives 2, y, 2, qui satisfont & |’équation 
ryz—N. 


Si l'on fait, comme précédemment, 


vem 
l 1 


F(n) - = >" fin), G(n) = Sgn), H(n) = Dh nr) 
1 


il viendra 


Y r{ ® “~T ° 
(9) > B (2) sy x) g(y) | | > gly)h(a) £ | 
. hal vs cy ma ™ /2 
1 : : 


vy 
= > h(z2) f(x) G| ~_ 
sz<n 


et la valeur commune de ces expressions n'est autre chose que la 
somme des valeurs de la fonction 





ue 
Mn u = f(x) gly) h(z) 
et aux points P appartenant au volume limité par les surtaces 
a=1, y=), e—1, cyse—n. 
n 
ll s’agit de mettre > (nm), que nous désignerons aussi plus simple- 
1 
ment par S, sous une forme symétrique par rapport a chacune des 
fonctions f,g,h. A cet effet, posons 
(10) a= (Vn), 
T 1 
ef (11) yw =|" | 
-a 


*) Journal fiir Mathematik, Band 103. 
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et introduisons, pour plus de commodité, les quantités auxiliaires 
définies par les équations suivantes: 


a. [5 
A= > f(x) >9 (y) H Ley» 
z=! y=1 


n 
Y 
h 


B= > 9) > F(R); 
y=1 —_ 


we ie 
c= >'i@) > roe(A), 


a=1 


n 


A = 4 g o> (2) F [*], 
ySuti osu tl 


— SC 
+ > h(2) D3 f(x) G FAI 


sul r=u-+l 


eww (3) 
C= Sr@ Dow 4(Z], 


z=u+1 y=e+1 


i > S90) he) F(*], 
y=1 2=1 
2=1 z= 


2=m yu 


v= > S'roow a(S], 


z=1 y=1 


Li = > gy) h(e) F{<], 
yrs 


4 - Snore [z) 





re > fg) H Fat 
rysu 


I= F(u) G(u) Au). 


Ces sommes ont une signification évidente. A, par-exemple, est la 








$0) 
lin 
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somme des valeurs de w aux points P qui appartiennent au volume 
limité par les surfaces 
a=1, r—u, y=l, ty=—n, Ly¥se—nN. 
De cette signification résultent immédiatement les équations suivantes: 
S=A+B—N+0C, 
(12) S=B+C-—-L+A4, 
S=C+A—M+B'; 
A=M+WN —I-+4, 
(13) B=N+L—I+B, 
C=L+M-—-I+C’ 
ainsi que la relation 
~ mG n | " . eo] n 
(14) ©’ - 2! (2) D9) HX |—4 -2 Dies) H{*|+N. 


y=1 
Maintenant nous avons, par l’application de la formule (7) 
n ry Piliss I re 7 7 fey 
aI) A FA = G(p) H{* | +> h(2) G FA -2 h(2)G lew! 
2=1 s=1 


y=1 


y= 


d’ot 


ZZ = f(x) g(y) H FA - ew S10) ” I 


z=1 y= z=1 


a 
4 > to) z= h(z) G [=] _ mm’ 
et, par-conséquent, puisque x=1 — 


[:] [] 
2 he G| "|= 2 gy) H\ |. 


(15) C=—A+N4M—Gu) Sul" |- 
1 


On en déduit deux autres relations, par de simples permutations 
circulaires : 


A 


—~B+L+WN — Hip) > 9) rir |, 
1 


(15) 


B=-—C4+M+L' — Fu) PO 
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En combinant ces équations (15) avec les équations (12) et (13) 
on obtient finalement: 


(16) 2S—maL+M4+N+L4M'4+N'-I 
— Gu) S¢@ H[*]—-#wO> ow F[*] — F(p yh (e) Al" |; 
1 1 


1 


C’est 14 le résultat que nous voulions établir. Cette formule est symétri- 
que par rapport aux fonctions f,g, h, car la somme 


- n ol 
> fe) als), 
1 
par-exemple, peut, en vertu de la formule (4), se mettre sous la forme 
pa f(x) H "| “}- 2 h(2) F|* | — E(u) H(uy), (uo = [Vu'] ). 
z=1 s=1 


Ii est clair qu’on pourra transformer d’une maniére analogue la somme 
ae f(&,) F (2) - - « f(r); 


étendue & tous les systemes de valeurs entiéres et positives des variables 
tels que 

Ly Lye. Nr LN. 
Mais la complication de la formule croit rapidement avec le nombre r*), 


V. 
Nous appliquerons la formule (16) au cas od chacune des fonctions 

f, g, h se réduit & Punité. La fonction 

=. : 

O(n) = > F(«) gy) h@) 
se 
tys= n 

est alors égale au nombre des solutions entiéres et positives de |’équation 

ryZ= Nn. 


Dorénavant nous désignerons par f(v) le nombre des diviseurs du 
nombre entier m en faisant, comme plus haut, 


F(n) = a f(n). 
a(n) = > 10, 


*) On pourrait aussi envisager, dans l’espace a trois dimensions, des surfaces 
autres que celle qui est représentée par |’équation xyz = n. 


On a évidemment 





—— 





=) 





—EEE 
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la somme étant relative 4 tous les diviseurs du nombre » et 


Yow -Srols]-Fe07 


r=l1 


Dans le cas particulier qui nous occupe la formule (16) nous donne donc 


at) 21 o(m)— 2D layl—8 SS SL)+8. il 


z=1 y=1 
— w — 3u F(v). 
Nous en déduirons tout d’abord une propriété relative 4 la distribution 
des points P sur la surface 
LYZ=N. 

Désignons par N(r) le nombre de ces points P qui se projettent, 
sur le plan des wy, & Vintérieur ou sur le contour du carré limité par 
les droites 

a=1, t=r, y=l1l, y= 
De méme soit N’(r) le nombre des points P de la surface zyz = n 
qui se projettent, sur le plan des xy, & V’intérieur ou sur le contour 
de la région limitée par les lignes 
zeal, y=l, ry= 
Si de Péquation (17) on retranche celle qu’on obtient en y remplagant 
n par » — 1 on obtiendra, au premier membre, 2@(n). Pour évaluer 
le second membre nous utiliserons cette remarque de M. Hermite*) que 


i- Fees, 


lorsque » est divisible par 7 et 


. a | n—1 
,J™ y J? 
quand » n’est pas un multiple de r. 
Nous ferons, pour un instant, 


=[V/n—1], w’=("—"| 
et nous distinguerons trois cas: 
le" cas; m n’est pas un cube et n’est pas divisible par «. 
Les nombres u, et uw,’ sont égaux respectivement 4 uw et a 
u’, de sorte que 


mo =s F > 2-4 2 is)-. 


z=1 y=1 wy se 
(18) 20(n) = 3.N(u) + 3N'(w). 


*) Sur quelques points dans la théorie des nombres, Acta Mathematica, tome II, 
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2’me cas; m n'est pas un cube mais est divisible par w. 

On a, dans ce cas, 
one ’ _— , 1 
S—-F & me 

et, par-conséquent, 

. ‘ , « , « n ry ‘ “ee 
29(n) = 3N(u) +3 N’(w—1) +3] "| fw) —3u fw), 
formule qui se réduit a 


(19) 20(n) = 3N(u) + 3N’(u’—1) 


puisque [=| =p, w étant > uw. 


3° cas; m est un cube: 


, 9 , 3— 1 9 
no, =o, ao, =e —1, w=“ = wt tat) 


u 
dot 


ru 


20(n) = 3N(u—1) + 6 >|" ] — 3u+3N’(u) 


xry=et+tu+l 


Da] 2 —1 9 2 € J 9 
~— 2 [S |-8+(e—1)'—3eF(u’) 
+3(u—1) F(w?+u+). 


zy=n°+l1 


“ 


PAE | =F (uw?) + a, 
“STS a aD 


(u—1) (Fw’+e+1) — Fe), 


. nm—1 , . 
puisque |——| est constamment égal & w —1 pour les 
valeurs de h comprises entre u*+ 1 et w®+u+l. Reé- 
ductions faites il reste simplement 
(20) 2% (n) = 3N(u—1)+ 3N'(w’) — 
Les propriétés exprimées par les formules (18), (19) et (20) sont 
la généralisation naturelle de cette proposition élémentaire qu’a tout 
diviseur du nombre » < /n correspond un autre diviseur > Yn. 


On pourrait réciproquement de ces trois formules remonter a 


Yéquation (17). 
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VI. 


Avant de faire connaitre la valeur asymptotique de la somme 


mah 


zy sn 


nous dirons quelques mots de la fonction €(s) de Riemann, définie, 
pour les valeurs de s dout la partie réelle est > 1 par la série 


= 1 
os baa Soe 
Sal 


On sait*) que cette fonction est développable en série de la forme 
Y ] C. 9 
+C+O6,(0—1) + ,%—18+-- 


convergente dans tont le plan, sauf dans le voisinage de la valeur 
s=1. 

Il est aisé d’obtenir une expression des divers coefficients C,C,,C,.... 
A cet effet, posons 


i dil _- (n-+1)'-§— a? | { ...% de 
noms ale n' x - 


et envisageons la série 

U + utes fut: 
Je dis yu’eile converge absolument pour toutes les valeurs de s dont 
la partie réelle est > 0. Car si l’on fait s—a+ ip, « et B étant 
réels, puis qu’on désigne par @, le module de la différence 


1 
s—1 


on aura 


‘a sin? B log (7) 
2 1 1 |}? 2 n 
j-f2 - 31 *t- 
v x 


v nN x 


et, par-conséquent, pour toutes les valeurs de x comprises entre » et 


n+ 1, 


1 1 
a<= 


log (1+ 5) 
n° Gti P 


+ [B| —— 


*) Oeuvres de Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen. unter einer ge- 
gebenen Grisse. 
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d’out finalement 


a + |B] 
ltn| < a 


x 
La série > te; converge done absolument dés que a > 0; elle con- 
1 

verge en outre uniformément dans toute région finie du plan située a 
droite de ’axe Of. Sa somme, que nous appellerous F'(s), est une 
fonction analytique holomorphe de la variable s dans la région définie 
par linégalité « > 0. Elle pourra se développer en série ordonnée 
suivant les puissances entiéres et positives de s — 1; les coefficients 
de ce développement s’obtiendront en développant les divers termes 
u, et en ajoutant les coefficients correspondants. 


Or 


m 


n 
yu _ pie as (n+-1)'-*~—1 
eed - ns ie 


$s 
1 
a évidemment pour limite, pour » = oo, 
1 
1 ——, 


lorsqu’on suppose a@ > 1. La fonction F’(s) est done la continuation 
analytique de €(s) — 4 dans le domaine que définissent les inéga- 


lités « > 0, «<1 et lon a le développement 


Ql) &(s)=5-5 Pe i _ (n1)r8 = ak : 


1—s 
e=1 
a — 1 1 (n+ ite 


1 : 1 1 ni-*— 4 
a ok Ae 

valable pour toutes les valeurs de s dont la partie réelle est > 0. 

Nous apprenons, par la «Note sur le calcul de la fonction €(s) de 
Riemann» de M. Gram*) que cette formule, trouvée avec une légere 
modification par M. Piltz, a été retrouvée par M. M. Stieltjes et 
T. L. v. Jensen. Ce dernier auteur a déterminé les valeurs numériques 
des premiers coefficients C,,C,,.... Ona 


*) Bulletin de l'Académie Royale de Copenhague, 1895. 
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° 1 1 , 
C= Jim 1+ > +-::-+ > — log n) = constante d’Euler 
log 2 = n 1 . 
2 os) os f 
(= — vim (% fees f °8™ _ © jog? m) = 0,07281584548 ... 
n- C og? log? » 1 1n0r 
a i! lim (* ee es 88 ™ _ © Jog’ m) = —0,004845181596 ... 
a J 
C; 1 = 2 log’n 1 4 2492)n79 
nt a3 = — ie:3 lim (CS +--+ “8 — | log*n) = — 0,00034230573 
ie a 
ée pai ee 
ie On vérifie facilement, au moyen, par-exemple, de la formule somma- 
toir @’Euler, qu’en faisant 
es 
S71 1 
os og n 1 9 og ” 
(22) > —_—~— og? a=—O,+¢-— 
1 
la valeur absolue de @ reste inférieure 4 un. 
Vi. 
Nous aurons besoin, plus loin, de connaitre une valeur approchée 
de la somme 
rn 
Si fo. 
r 
r=1 
on . a , —" 
A cet effet nous nous appuierons sur la proposition suivante*): Si 
as ye ee oe 
) : 1 . 
le module du quotient = ot A,,...,An,.-- sont des con- 
n 
stantes qneleenques, @ une quantité positive ou nulle, reste, pour toute 
valeur de n, inférieur 4 un nombre fixe la série 
a=@ 
A, 
an’ 
n==1 
oi les termes sont rangés par ordre des nombres » croissants, con- 
verge pour toutes les valeurs de s dont la partie réelle est > « 
Or on sait, par Dirichlet**), que la fonction 
n 
F(n) = > fin), 
1 1 
ae = cutee 
nee a pour valeur approchée » log n+ (2C—1)n en négligeant une 
et quantité qui reste inférieure, en valeur absolue i AY¥n, A étant une 
- constante convenable. 
*) Voir notre travail Sur la fonction &(¢) de Riemann, Vierteljahrschrift 
der Naturforschenden Gesellschaft, Ziirich 1896. 
**) Uever die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie. 
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Il en résulte que la série 


"mA, 
(s) + £(s) — 2089) = 


A, = f(n) — log n — 2C, 
converge certainement pour toutes les valeurs de s dont la partie réelle 
1 
est > >> 
La somme de cette série se réduit a 
3C, — C? 


pour s = 1, de sorte que 


9 € 19 : 1 A,, 7 A, 
(23) 30,-C?= Ss = Ss +R, 
1 1 


en faisant, pour abréger, 


— 1 A _ 
R = : . 
P n 


n+l 
Pour obtenir une limite supérieure de |R|, nous ferons, pour un 
instant, 
A,+---+4,=B8,, 
dod 
ae...” n a, + a ees, 
n-+1 (n+ 1) (n+ 2) (2 -+- 2) (2% + 3) 

Et comme | B,,|, d’aprés la propriété de F’(n) qu’on vient de rappeler, 
reste inférieur 1 BYn, ot B est une constante convenable, on 
pourra faire 

R= — 

Vn 
la valeur absolue de y restant constamment plus petite qu’une grandeur 
assignable. Remplacaut cette valeur de R dans la formule (23) il 


viendra 
f(m)__« 19 : log » on 7; 1 n 
> ; ons +2 n +20> n Vn 
1 1 1 
ou, plus simplement 
¢ = fin) ¢ Y 9 1 9 ¢ Y ; 
(24) 2 n= 20, + OC? + > log?m + 2C logn + 77, 


la valeur absolue de 9’ restant, elle aussi, inférieure, quelque soit n, 
au une quantité assignable. 








et 


q 


P 






un 
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on 


eur 
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VII. 


Revenons maintenant a la formule (17) 


7) 2 STA ]-28—3 5) [2148 [2 ]-0 aero, 
vy <q 


zy<sn #2=1y=1 


et, pour éviter des redites, convenons de désigner indistinctement par 
R(n". log? n) toute quantité de la forme »”. log? n. 1, od || reste, 
quelque soit m, inférieur 4 une grandeur fixe assignable; les exposants 
y et p peuvent étre positifs, nuls ou négatifs. 

Nous avons 





ou 


et 
m=uu+e, e<u, 


puisque pw’ est, par-définition, le plus grand nombre entier contenu 


dans le quotient = de sorte que 
uw =n+ R(n') 
= ni +k (nt). 


La formule de Dirichlet relative 4 la valeur asymptotique de F'() 
peut se mettre sous la forme 


F(n) = n log n + (20 — 1)n + R(yYn). 


Appliquée au nombre w’ elle devient 
F(w’) = ; ns log nm + (2C — 1) nt + (n}) 


Nous aurons donc, tout d’abord, 


(25) ui =n + R(n?) 
(26) uF (wv) = + n logn + (20 —1)n+ R(n¥). 
Maintenant 
ru y=u r= yu 
n n 
[ =| a xy +e 


Mathematische Annalen. LI. 
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ov je! qui est < wu? est, au plus, de l’ordre nt; d’ailleurs 


ru y=K 


2 2 zy ; =nlt+5+-04+5 ‘= n(log w+ 0+ 3 





aa) 


d’ou résulte facilement 


) Jala] —* = ag 4 


Enfin 


| Ms 





2) +R (ni log n). 


lel 4 = +4, 


cys 
ot |A| qui est < F'(w’) est, au plus, de ordre ni log n; et comme 
r= 
YY a ? 2 4 
> wo M0) <n(20, + + = log?n +4 Clogn) +R (né), 
zy Su’ r=l 
en vertu de la formule (24), on aura finalement 
(28) PAE: - A = =n(20,+ C+ ; log? n + . C log n) +R (ni log n). 


En substituant dans l’équation (17) les valeurs fournies par les 
équations (25) ... (28) on obtient: 


(29) YE)->ew- "| (log n+ 3C—1)P}—30+460,+1| 


+R (ni log n). 


Il est probable d’ailleurs que l’écart entre la valeur exacte et la 


valeur asymptotique précédente de P @(m) est, en réalité, d’un ordre 
1 
$ 


inférieur 4 n°, comme il est probable, pour les mémes raisons, que la 
formule de Dirichlet 


F(n) = n log n + (2C — 1)n, 


est plus approchée qu'il n’est possible de l’établir actuellement*). 
La valeur moyenne 
9@F Ot --- + 00+ 


8 





*) Voir, & ce sujet, une lettre de Dirichlet 4 Kronecker, Oeuvres de Dirichlet, 
tome Il, page 407. 
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tend vers la limite 


> log? n + 3C log n + 3C? + 3C, 


si ’on suppose que » devenant trés-grand les quantités 


9 
K} 
log » 8 
a 
$s n 


n 


tendent vers 0. 
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La valeur moyenne obtenue conviendra non seulement a @(mn), 


mais encore & chacun des nombres de la suite 
S(n+1), (n+ 2),... (n+), 


. s . 
si l'on suppos log d aussi vers (0). 
i lo ppose que | log tend au 


Zurich, Avril 1898. 











Sur une formule nouvelle*) relative aux déterminants et son 
application & la théorie des équations différentielles linéaires. 


Par 


W. Anissmmorr a Varsovie. 


Considérons une équation linéaire homogéne aux coefficients quel- 
conques 


(1) y™ = Poy + Py s+ Pray. 

Soient 
(2) Yrs Yar os + Yn 
les m intégrales particulieres d'un systeme fondamental. Les relations 
identiques de la forme Cy, + C,y, +--+ + Cry, =0, C,,C,,...C, 
étant des constantes, ne sont possibles, que si l’on a a la fois 


C, = C, =: ++ = C, = 0, 
De méme, il n’y a pas, en général, entre y,, y.,..-, Yn de relations 
(3) Fin(Yss Yor ++ +s Yn) = 9, 


ou F',, est une fonction entiere, homogene du degré m avec des coef- 
ficients constants. 

Mais on peut se poser le probleme: quelles sont les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que les intégrales (2) de Véquation (1) véri- 
fient une relation (3)? 

Notre probleme est intimément lié avec la question concernant la 
forme et les conditions sous lesquelles l’équation (1) est intégrable par 
des fonctions algébriques. 

M. Fuchs, dans un mémoire**), a discuté la nature des intégrales 
des équations linéaires fuchsiennes du 3™° ordre, en supposant, qu'il 
y avait une relation de la forme (3) entre les intégrales particuliéres, 


*) M. Gordan, dans une lettre adressée & M. Klein et communiquée par 
celui-ci & moi, indique que cette formule est déja donnée par M. Hurwitz, Math. 
Ann., Bd. XLV, 8. 391. 

**) L. Fuchs. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, zwischen 
deren Integralen homogene Relationen héheren als ersten Grades bestehen, Acta 
math., t. 1, p, 321—362. 
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et a trouvé, en outre, la condition nécessaire et suffisante pour l’exi- 
stence de cette relation dans le cas le plus simple m= 2. D’autres 
géométres, nous n’en citons pas les noms, s’occupaient d’autres cas 
particuliers. 

C’est la solution du probléme posé, pris dans toute sa généralité, 
que le lecteur trouvera dans lignes suivantes. Cette solution est fondée 
sur une formule relative aux déterminants, qui n’est pas encore remar- 
quée, Pour ne pas interrompre la marche des idées, nous déduisons 
préalablement cette formule. 


$1. 
Déduction d’une formule rélative aux déterminants. 


Envisageons un systeme de x formes linéaires de mn variables 
Hey Bay + «oy M 


®, = Hy Ly + yy Sy +++ + ink, 


| 
i} 


(4) %, Gay Uy - Agn Ly 4 +++ + Anda, 
®,, = Ani X% ++ On2 22 + ih - > + Gan %n , 
et soit 
| Bry Ayo, vey Ain 
(6) , Go,» Goo, ++ +5 Gan 
} Bian 


| Anty An2,+++, Ann 


le déterminant de ce systeme des formes. 
Composons avec les ®,, ®,,..., ®, toutes les formes du degré m 
2 a i . . ° 
(6) Di, ig,-++5i, =O} OY cee oO”, uy + t+ ee -+ i, =m, 
en supposant, que les nombres entiers 7,,7%,,...,%, peuvent acquérir 
tous les systemes distincts des valeurs, satisfaisant 4 la condition 
+2 +---+%,—m. II est évident, que le nombre total de ces 
formes du degré m est égal a 
7 ym _ (n+m — 1) (n+ m—2)...0 
(7) atm im ; 
Les formes (6) étant des fonctions entitres homogenes des ex- 
pressions 
att pate ai 
(8) Dit oe OM, 
les coefficients de ces expressions seront composés avec les nombres a;,. 
Désignons .par D,, le déterminant de ces coefficients. C’est la relation 
entre D,, et D,, que nous voulons établir. 
Pour ce but, passons des variables 2,, 2, ..., 2%, aux variables 
nouvelles Z,, 2, .--, 2, au moyen des formules 
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~ 
' 


= by 2, + Oy, 2 


+ , ss ao Din Zn, 
(9) Hy = Dy, 2 dy, 2 + - 
+- . 


_ + ben Zn; 


| 


Ly, = Dai Z +- Dn2 22 v0 a ~~ 


avec le déterminant 
bi; dies sey bi» 
(10) E,= bay, Dyn, «+ +> Den 


Dat, Due, ce ey Dan 


Au lieu des formes (4) nous aurons, apres la transformation, les 
formes linéaires 


Oy = Cy, 2 FE Cyn Zp + inka, 
=f z = Con By ahn-0 6@ oe Cop en» 
(11) — es 


0, = Cn1%] a Cn2 22 “bh 7. %.% a. CnnZan 5 
ot les coefficients c;, s'expriment en fonction de aj, et b,,. par la 
formule 


(12) Cin = Girbie + igbeer +--+ + Gindns 


pour i, k=1,2,..., . La transformation indiquée étant faite, les 
formes (6) du degré m se trouveront remplacées par les formes de ce 
méme degré m 


(13) i, «.,--% = 9° 0" ... OM, i tipt-e--+i,—m. 


Il est bien évident, que les formes (13) sont composées des 
expressions 


(14) git ge... gin 
et des nombres ¢;, de la méme maniére, dont les formes (6) sont 
formées avec les expressions (8) et les nombres a;x. 

Nommons A,, le déterminant du systeme des formes (13) par 
rapport aux expressions (14). Le A, sera la méme fonction des ¢,, 
comme le D,, des ajx. 

Mais on parvient aussi aux formes (13) des formes (6), en rem- 
plagant dans les expressions (8) les variables 2,, 2, ..., Ya par les 
variables z,, 2, ..., %, au moyen des formules (9). Les expressions (8) 
seront remplacées donc par les expressions (14). Soit E,, le détermi- 
nant des coefficients du passage des expressions (8) aux expressions (14). 
On voit tout de suite, que E,, dépend de la méme maniére des Djx, 
comme autrefois D,, des a;,. 
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Nous aurons 
(15) An — D,, E., 
une identité fondamentale pour notre but. 


Différentions Videntité (15) par rapport i a, en faisant ensuite 
k=1,2,...m. Ona 





oA oA A oD 
( Pads. eee me! eee oe = 
bi, OCr + + biz OC, + + Din OC;n a En, 6a,, ? 
C4, 04,, 04,, ’ oD, 
(16) 2 O Gay bet bee Ge tos + bee Ge Ee ee 
é An é An, @ An 7 é D,, 
bat OC, ++es+ bar 0e;, +++ Dan OCin = Ey, - 


04;,, ; 


De méme, la différentiation de Videntité (15) par rapport a bj, 
si l'on fait ensuite i —1,2,...,”, nous donne 





oA oA CE 
An m m m 
{ ayy Wa +:: + ain 0C;, + + Gat ac, = Dn Gb, ? 
aA, a4, aA, eE 
77 a oF ahaa ays : eee a * xs JD oo 
(17) i2 OC, + + a2 OC, + + n2 OC» m Obs,’ 
aA,, aA, A aE 
oe = een : n ts m == 7) iii. 
ies OC, r + ~ OC;5,, +r +r ~~ CCnk . se ob, ,’ 


Nommons par A,;, et Bj, les déterminants mineurs relatifs aux 
éléments aj, et b;, des déterminants J, et FE, respectivement; en d’autres 
termes, posons 


An = 2D 
(18) | = 
| B —_ Ck, g 

tk 0d;, 


Multiplions les égalités (16) par B,,, Bz,,..., Bax respectivement 
et ajoutons les résultats obtenus, De méme, on multiplie les égalités 
(17) par Aj, Aig, ---, Ain et on prend Ja somme des résultats. La 
comparaison des sommes, ainsi aera nous donne 

E,, Dm Dy, 
(19) E bate Beep Bur 5 at 


- Paty, oe an . 


Pour: faire ressortir la relation cherchée, faisons dans nos formules 
Dix = 0) ; a Sm k ; 
bs = 1, ik. 
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Il est bien visible, qu’on a aussi, étant E = 1, 
Bu = 0, a af k; 
Bix == 2, i=k. 
Quant au déterminant £,,, on peut toujours arranger ses éléments 


de telle fagon, que les termes de la forme Psd wit b, soient en dia- 
gonale. Alors, E,, =1 et on a aussi 


o£, 4 
> ax (), 3 k 
0b; » 1 
M4 rd hd > ) CL, ° 
mais la détermination des ap, exige un calcul un peu plus long. 
ti 


On voit d’abord, que toutes ces dérivées sont égales entre elles, et on 
arrive sans peine & la formule 


am m—t1 
o£, k 
a ‘oi eT 
Ry, = ~~ > (m k) Chae ae 
0 


Wot pour le caleul de m,,, on obtient une équation du premier ordre 
aux différences finies par rapport & m 


Mm 
as yk _ sym 
Am = 2 } Coaa—s = Co4m—1" 
my 


Or, étant n, = 1, on parvient au résultat 


7 


OE 
00; 


m yn 


= NM», = C 


(20) n+m—1° 

L’identité (19) nous donne alors, pour toutes les valeurs de i et k, 
éD,, D,, oD, 
. = N», ‘ ? 
OG; Dy 04;, 

dou on obtient aisément 


= Const., 
nny, 
p" 
Const. ne dépendant pas des a,,. Fait-on aj,=0, aj; =1, on a tout 
de suite Const. 1, C’est ainsi, qu’on parvient a la formule 
co” 

', —1 
(21 ) Dn, —_ Pee ; 


que nous voulions établir. 
Par exemple, on a 


2 9 » 
a,*, 2a,b,, b, ’ 
a,,b 
(ly Ay, ay, b, +. a,b,, b, b, == | ae 1 
*% 3 z ny | (tl, b 
ay", 2a,b,, b,* : 





qu 


po 


(2: 


co 


re 
ne 
si 
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oOo a SS 
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| @,*, 3a,*b,, 3a, b,?, b> | 
| d;2a, @,7b, + 2a,a,b,, a,b,? + 2a,b,b,, b,7b, | a,, b, |° 
| a Ay”, dy"b, + 2a,a,b,, a,b, + 2a,b,b,, b,b,° - ay, dy | : 


a,*, 3a,"b., 3 a,b,°, b,* 


Toutes ces formules se vérifient sans peine par le calcul immédiat. 


§ 2. 
Application de la formule (21) & la théorie des équations différen- 
tielles linéaires. 


En nous reportant au probleme, déji posé, demandons nous, a 
quelle condition doivent satisfaire les coefficients de Véquation (1), 
pour qu’il y efit lieu une relation (3) entre les intégrales y,, Y.,.--) Yn- 
Cette relation, étant de la forme 


(22) Fons 92 9+++sYn) =>) Chnsiosonsig HUE «ee ols fyb ig bees pigem 


ym 


contient, en général, C,",,,-1 constantes C;,,;,,...;,. Supposons, que la 
relation existe; joignuons-y les C,,,-1—1 relations nouvelles, d’en 
déduites par la différentiation. Le nombre des relations sera égal au 
nombre des constantes. 


Pour donner aux résultats de nos différentiations la forme aussi 
simple que possible, remarquons d’abord, que notre relation (22) peut 
s’écrire symboliquement comme il suit 
(23) Fin(Yns Yor ++ +1 Ym) = [@1Y + @oYo + +++ + EnYn|™ = 9. 

Dans cette formule, aprés avoir élevé le polyndme 

YF % Yo boss + OnYn 


au degré m, nous devons remplacer les nombres 


par les constantes (C;,,;,,...,;,. On voit aussi, que les résultats des 


différentiations successives de (23) seront des fonctions entiéres, homo- 
genes linéaires des expressions 


(24) Fy 4-4 = [oop tess + On Yn}* [ay tees + Cn Yn |e ++ 
si [o, 9,” + + amy)*, 


la signification de ces formules symboliques étant la méme, que de la 
formule (23). 
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Désignons 
Fy = 6,9, Fey, fees te Gan, 
(25) Fy=ayy fey fees tary, 


Ff, = a, yie—9) + a ye—) + hd ay =, 


et, en général, 


(26) Figs = aryl) + ays’ +--+ + ca yn’. 
Or, léquation (1) nous fait voir, qu’on a toujours 
(21) y= Py + POy’ +--+ Poy, 


oa les P}”, “ae “ee P®_, sont des fonctions entiéres des coefficients 
P,, P,, ..., Pa—1 et de leurs dérivées jusqu’a lordre i—m. Par 
conséquent, d’aprés la formule (26), l’expression F., sera une fonction 
homogeéne, linéaire des F,, F,,..., /,, dont les coefficients dépendent 
des P,, P,, ..., Pas et de leurs dérivées jusqu’d lordre i — n. 

Cela étant bien compris, nous voyons tout de suite, que la rela- 
tion (22) aussi que les autres, d’en déduites par la différentiation, se 
présentent sous la forme 


(28) >! Pastaseosaty Fa Fe oe Fat >) Pisigyesestg Fast --sstg 2 0: 


Le nombre des relations (28), comme nous l’avons déja dit, est 
égal, aussi que le nombre des C;,,;,,...,;, % Ci',m—1, les coefficients 
*nyiny-+yé, DE Aépendent que des Py, P,, ..., Pxr-1 et de leurs dérivées 
WVordres différents jusqu’a Pordrve Cyn. —n—1. 

Mais il est bien important de remarquer, que notre systeme des 

M 1 est b portant d quer, q tre syst 1 
Cr-m-1 Equations (28) contiendra toutes les expressions possibles 


Fusaynty SEL RY. Fe, ptt bin. 


En effet, aprés les ¢ différentiations de la relation (22) ou (23), on 
obtient les résultats de la forme (24) avec les conditions 


im ky + 2hy f+» biky=i, 
K+kh, +h+---+ kh =m. 
On s’en assure aisément, en considérant les dérivées successives 
dune fonction quelconque wu”. 
Cela posé, soient i,,7,,...,%, les nombres d’an systéme déterminé, 
vérifiant la condition i, + 7,-++ ----+ %,— m. Etudions la marche de 
la fonction 


(30) Pn = 1, + 2i,+ +--+ (H—1)t, 
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pour toutes les systémes possibles des 7,, i.,..., in. On voit sans 
peine, qu’on a 

Pa <(m —1) (i, + 4 +--+ + tn) = (Wn — 1) (m— 4), 
d’ou il vient tout de suite que le maximum de p, est au plus égal a 
m(n—1). Or, ce maximum ne peut surpasser pour aucun systeme de 
iy, day ++) te le nombre Cr4m-1— 1. En effet, considérons la fonction 
(31) Qn = Crim—1 — m(n—1) — 1. 

Il est évident, que pour »=2 on a q, =O et p, atteint son 
maximum C,4.,-1—1—m. Pour voir, comment varie cette fonction 
dm en cas nm > 2, ecaleulons sa différence premiere par rapport a n. 
On obtient facilement 

m—1 m1 m--n—t1 
Adan = Crtn-1 — m = m [ = ++. — 1| > 0, 


% 
parce qu’on suppose toujours m > 1; par suite, la fonction qg, marche 


en croissant. Mais, comme nous l’avons vu, g, = 0 pour n = 2; c’est 
ainsi, qu’on a pour n > 2 


(32) a.>0, n>2 
et aussi 
(33) Maximum p, < Chim-1—1, n>2. 


Par conséquent, toutes les expressions f’,,,;,,...,;, figurent néces- 
sairement dans notre systeme des C,4.,-1 équations (28). La démon- 
stration ci-donnée nous indique aussi, on le voit bien clairement, que 
toutes les expressions JF’, ;,....,;,, paraissent déji apres les Cy4.,-1 —2 
différentiations, dans les C;4,-1—1 équations premieres du systeme 
(28), si l’on suppose » > 2. Nous ferons l’usage de cette remarque 
dans la suite. 

Les équations (28) doivent étre compatibles, leur nombre étant 
égal au nombre des expressions F,,;,,...,;,. C'est pour cela on doit 
avoir nécessairement 


(34) D(Pisig.--yig) = 9, 
D étant le déterminant du systeme des coefficients P,,,;,,...,,,, ou 


Ay, ins sey ty 
pour tous les systemes des valeurs des 7,, 7, ..., tn. 

Examinons d’abord la deuxitme hypothése (35). Dans les équa- 
tions (35) les expressions J%,,;,,...,;, sont formées avec les y{) de la 
méme maniére, dont dans les (6) les expressions Qj, ,;,,...,;, sont com- 
posées avec les a;,. Désignons par 


(36) Dinly;; Yo, ee ey Yn) 
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le déterminant des F,,,;,,...,, dans les équations (35) par rapport aux 
Ci, ,in---iny Ct par 


sth, 


| M1» Yo, 72+ Yn | 
(37) Dy (ys; Yos-- Yo) =| U- Yas nl | 
| 


lye, ye, .. ye | 


D’aprés notre formule (21), ces déterminants sont liés par la relation 


(38) Dy (ys Yor» > + Yun) = Dy (Ys Yay - - - Yo) Bt. 


Les constantes C;,,;,,...;, dans les équations (35) n’étant pas toutes 
rulles & la fois, pour la compatibilité de ce systeme il faut avoir 


Din(Y1 5 Yas +++ Yn) =9, 
ou, d’apres la formule (38), 


Di(Y15 Yo» ++ + Yn) = 9. 


Mais, le systeme des integrales y,, y,,.-.Y, tant fondamental, 
D,(Y;, Yo. «+ - Yn) est nécessairement différent du zéro. C'est pour 
cela, que l’hypothése (35) est inadmissible, si l'on suppose que les 
constantes Cj, ;,,...;, ne soient pas toutes nulles a la fois. 

Il nous reste encore d’étudier de plus prés l’hypothése (34). 

Considérons d’abord le cas le plus simple » = 2, Les formules 
(27) nous donnant 

y= Py+ Py, i22 

les différentiations successives de la relation 


(39) Fl =>) Gy... yt yt =0 
conduisent aux résultats 
Fo =F =), 
(40) Fray = FF, =0, 
om =F =). 
D’ow il suit, qu'on a 
D(P,,,«) =1, 
et les relations de la forme Fy"—0O, dans le cas considéré, sont 


inadmissibles. Mais cette circonstance est bien évidente, car la relation 
(39) nous donne 


¥2 — Const. , 
% 


le résultat impossible, parce que le systeme des intégrales y,, y, est 
un systeme fondamental. 
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Passons au cas général nm > 2. Dans les m équations premieres 
du systéme (28) les coefficients Pj, ;,.,.;, sont des constantes, et, le 
nombre de ces coefficients aussi que le nombre des repressions F, ,....;, 
qui y figurent étant plus grand que m, les expressions J, ;,,...;, de 
ces équations ne satisfont pas toutes a la fois aux relations de la forme 


weer a 0. 

Dans les autres C,".,-1 — m équations du méme systeme (28) les 
coefficients P;,,;,,...;, seront, en général, les fonctions des P,, P,,... Pr 
et de leurs dérivées. C’est pour cela, que les équations considérées 
ne se vérifieront pas identiquement en vertu de » équations premieres 
du méme systéme, et la déterminant (34) contiendra nécessairement 
les Py, P,,~.- Pas et leurs dérivées jusqu’d l’ordre 

Ge-s —n—1. 

La condition (34) est done nécessaire, et, en cas général n > 2, 
elle établit une relation effective entre les coefficients P,, P,,... Pas 
et leurs dérivées. On suppose, cela va sans dire, que les constantes 
Ci,,i:,---¢, de la relation (22) ne sont pas toutes nulles a la fois. 

Mais la méme condition (34) est aussi, en général, suffisante. 
Examinons de plus pres cette question inverse pour démontrer notre 
assertion. 

Supposons que |’équation (34) est satisfaite par un choix convenable 
des coefficients P,, P,, ...P,-1. Pour notre déterminant D (Pin, ta,+++ tq) a 
de ses déterminants mineurs, correspondants aux éléments de la derniére 
ligne horizontale, l'un au moins ne sera pas, en général, identi- 
quement nul *). 

On peut toujours établir entre y,, y,,...Y, une relation de la 
forme (22), mais les rapports des C;,,;,,...;, seront, en général, variables, 
fonctions de la variable indépendante x. Il y en entre eux 

Coes 7 2 


ym 


tout a fait arbitraires. Les Cri.-1— 2 conditions supplémentaires 
seront done admissibles. Ce point étant éclairci, choisissons nos 
Ci,,i,,---%, Ge telle maniére, que les Cr4n-1 — 1 équations premiéres 
du systeme (28), dans l’hypothése des C;,,,,,...;, variables, auraient la 
méme forme, que dans V’hypothése des C,,,;,,,...;, constantes. Cela 
nous donne les C,\.,-1 —2 conditions 4 remplir, et nos fonctions C 


i, boys est, 
doivent satisfaire aux C,4.-1 — 2 équations premieres du systeme (28), 
: iy, dy, 008 4 

si on y remplace les C;,,;,,...;, par les + Les mémes C;,, 


ins +++iy 





cas, parmi les déterminants sous-dits, il y a toujours un au moins de la nature 
indiquée, C'est la voie aux recherches ultérieures, plus détaillées 
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satisfont aussi aux O;',,,, —1 équations premiéres du méme systeme (28), 
n+ 

Alors, la différentiation de lavant-dernitre équation du systeme (28) 

dC 


iy, tgyes st 


au lieu C; 
dx 








nous donne la meme équation avec ee 
Péquation (34) est supposée satisfaite. 
Par conséquent, les C;,,;,,...;, Satisfaisant aux C,4.,.-1 — 1 équations 


premitres du systeme (28) 


(41) Ps Pi tiiont eos = (0, 


ou figurent les C;j,,;,,...;,, satisfout aussi aux Cri-m-1— 1 équations 
analogues 





(42) > Pig, tay ty Fis tase ty = 9, 
qu’on obtient, en remplagant les C;,,;,,...;, par les 
BC, ig, --K 
dx 


Il est bien compris, que nous ne considérons ici que le cas > 2. 
Mais, nous avons remarqué, que, dans ce cas, toutes les expressions 
possibles Fj, \;,,...;, figurent déja dans les Cy4,-1 — 1 équations 
premieres du systéme (28). En outre, ?un au moins des déterminants des 
équations (41) ou (42) n’est pas nul. Par suite, les systémes (41) et 
(42) nous donnent 


Fi stayin 
(43) a =P, 
thy toys tp 
P étant une fonction de z. Les équations (43) peuvent s’écrire sous 
la forme 


(44) K 


Les expressions F 


i,t y+ stp 


i,,%,---¢, On Obtient des F%,,;,,...;, en y écrivant 





Cc = a alte PC. 


ijyiayttcin® 
au lieu des C; . Dans le systeme (44) nous avons le systéme 
complet des expressions Fy, ;,,...;,; leur déterminant par rapport aux 
Y s , ~ 
C;,,i,---¢,, Etant égal a (38) 

Din(Y1s Ys9+ ++ Yn)s 


comme nous avons vu, n’est pas nul. Par conséquent, on doit avoir 


hy fayt tty 
n? 


’ 


d a 
(45) "— PC 


“daz 





On conclut de la, que 


C4, fayeenty ' 
(46) 7 == Const., 
hy ky y+ 00k 


n 





ditic 
dell 


Nou 
(47) 
aver 
lieu 
(48) 
Pas: 


nou 
(52 


Les 


(54 
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ky, ky, .-+K, €étant des nombres entiers déterminés, vérifiant la con- 
dition k, + k, + -+--+-+-k, =m. Les rapports des C;,,;,,...4, & lune 
delles sont constants. La condition (34) est done bien suffisante. 
Le probleme posé est, dans ses fondements, complétement résolu. 
Appliquons nos formules au cas m=2, n=3, traité par M. Fuchs. 
Nous avons une équation du troisieme ordre 


(47) y” = Poy + Pry’ + Pry” 
avec le systeme fondamental des intégrales y,, y.,y,. Quand aura 
lieu la relation 


(48) FY, (Y;, Yos Y3) = 0? 


Passons & la variable ¢ au moyen de la formule 


1 
(49) y= os S 
Apres la transformation, nous aurons |’équation en 2 
(50) oe” = Qe+ Qe, 


ot les coefficients Q, et Q, seront déterminés par les formules 


27P,) + 9P,P. + 2P,3 — 9P,” 
oe 
(51) ‘ 
3P, + Pt —3P, 
0, — 3 eo 
Entre les intégrales correspondantes 2,, 2,, 2, de léquation (50) 
nous aurons la relation 


(52) F,(@,, 2), 23) = 9. 

Les équations (28) prendront dans le cas considéré la forme 
F,0, = 0, 
F310 = (, 

= F,,0,1 + Fo,2,0 = 9, 

(55) 4 


Ky,141= 9, 

Fy, 0,2 + Q, Fo, 2,0 —_ 0, 
2Q)F,0,1 + O Fo,2,0 = 9, 
Leur déterminant D(P;, ;,,:,) sera 





1, 0, 0, 0, 0, 0 | 
a4, & @& & OT] 

) Dewel? ® ¥ 21 |e aq, 
‘ ? ? ? ? ? 
0, 0, O, O 1, Q; | 
0, 0, 20, 9, 9, Q' | 
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Mais lun des déterminants mineurs correspondants aux éléments de 
la derniére ligne horizontale étant égal 4 l’unité, nous concluons, d’apres 
notre théorie générale, que la condition 


(55) 2Q, — @' =0 
est nécessaire et suffisante pour l’existence de la relation (52). 
En revenant a l’équation (47), nous obtenons 


(56) 54P, + 18P,P, + 4P,3 — 27P, — 18P,P, + 9P,” =0. 


C'est bien la condition, trouvée par M. Fuchs*). 


: 14 e 
Varsovie, a Févr. 1898. 


*) L. Fuchs. — loc. cit., p. 332. 
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Ueber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie. 
Von 


Frrepricu Scuur in Karlsruhe. 


Wenn der Fundamentalsatz der projectiven Geometrie zu immer 
neuen Publicationen Veranlassung giebt, so diirfte dies dem Gefihle 
entspringen, dass die Begriindung dieses Satzes immer noch irgend 
etwas zu wiinschen iibrig lasse. Wir glauben nicht fehlzugehen, wenn 
wir die Griinde hierfiir in den Beziehungen auf das Messen suchen, 
die bei allen bisherigen Beweisen des Fundamentalsatzes irgendwie zur 
Geltung kommen, man miisste denn vom Bewegungsbegriffe ausgehen 
wie Thomae oder gar, wie neuerdings Zeuthen*), von einem Postulate, 
das sich einer unmittelbaren Erkenntniss durch die Anschauung oder 
Erfahrung vollkommen entzieht. Solche Beweise mégen pidagogisch 
nicht ohne Bedeutung sein, fiir die Wissenschaft kommen sie nicht 
in Betracht, so lange das betreffende Postulat nicht selbst bewiesen ist. 

Die Beziehungen auf das Messen finden bei denjenigen Geometern, 
welche die projective Geometrie ganz von den Congruenzaxiomen los- 
lésen wollen, in der Adjunction gewisser durch einen Grenzprocess 
definirter Punkte ihren Ausdruck, In der Erkenntniss, dass hierdurch 
schon in die Elemente der Geometrie ein Begriff eingefiihrt wird, zu 
dem erst deren Ueberleitung in die Infinitesimalgeometrie Veranlassung 
geben kénnte, hat Pasch in seinen Vorlesungen tiber Neuere Geometrie 
(Leipzig 1882) von jener Vermeidung der Congruenzaxiome abgesehen 
und sich nach dem Vorgange der Alten auf das sogenannte Archimedische 
Postulat gestiitzt, dem er a. a. O. § 13, S. 105 im IV. Grundsatze den 
folgenden Ausdruck giebt: 

,Liegt der Punkt c, innerhalb der geraden Strecke ab, und ver- 
lingert man die Strecke ac, um die congruente Strecke c,c,, diese um 
die congruente Strecke c,c, u. s. f., so gelangt man stets zu einer 
Strecke ¢,¢,41, welche den Punkt b enthiilt.“ 


*) Zeuthen, Sur le fondement de la Géométrie projective, Comptes rendus 
1898, p. 213, Vergl. die vorhergehenden Artikel tiber denselben Gegenstand, 
ibid. 1897, p. 638 und p, 859. 
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Bei diesem Verfahren scheint nun, wie neuerdings Felix Klein*) 
bemerkt hat, die Heranziehung des Congruenzbegriffes ganz iiberfliissig 
zu sein. Sieht man in der That mit Pasch diesen Grundsatz als eine 
Abstraction aus der Erfabrung an, so ist nicht ersichtlich, dass nicht 
dieselbe Auffassung fiir denjenigen Grundsatz erlaubt wire, welcher 
aus jenem dadurch entsteht, dass das Auftragen der congruenten 
Strecken durch die Aufsuchung des jedesmaligen vierten harmonischen 
Punktes ¢;4; von ¢;-; in Bezug auf ¢; und einen iiber b hinaus liegen- 
den Punkt d ersetzt wird. Auch diesen Grundsatz wird die Erfahrung 
in allen der Construction iiberhaupt zugiinglichen Fiillen bestiitigen, 
nicht anders wie das Abgreifen mit dem Zirkel das Postulat des 
Archimedes. 

In beiden Fallen kann aber die Frage aufgeworfen werden: Ist 
dieser Grundsatz auch dann verbiirgt, wenn er auf Punkte angewendet 
wird, die nicht unmittelbar und desshalb den Forderungen des Postulats 
entsprechend gegeben sind, sondern sich erst aus nur gedachten Con- 
structionen ergeben? Die Bedenken gegen die unbedingte Bejahung 
dieser Frage scheinen im Grunde genommen ebenso berechtigt wie 
diejenigen gegen die strenge Geltung des Parallelenaxioms. In der 
That hat ja Veronese **) die Behauptung aufgestellt, dass die Geometrie 
vom Postulate des Archimedes unabhingig sei. Wenn nun auch gegen 
die von Veronese eingefiihrten transfiniten Zahlen, auf deren Eigen- 
schaften er seine Behauptung stiitzt, Bedenken***) erhoben worden 
sind, so lisst sich doch auf elementarem Wege zeigen, dass alle zur 
Begriindung der Geometrie hinreichenden Satze aus den Congruenz- 
axiomen ohne das Postulat des Archimedes abgeleitet werden kénnen 
Es lisst sich dies zeigen auf Grund der wohl zuerst von H. Wienert) 
ohne Beweis ausgesprochenen Behauptung, dass sich der Fundamental- 
satz der projectiven Geometrie aus den: Satze des Desargues iiber zwei 
perspective Dreiecke und dem Satze des Pascal fiir einen aus zwei 
Geraden bestehenden Kegelschnitt oline alle Stetigkeitsaxiome beweisen 
lasse. Ks ist nimlich gerade nur dieser Fundamentalsatz, zu dessen 
Beweise Pasch den o. a. Grundsatz benutzt. Hiernach wird alles auf 
den Beweis des Pascal’schen Satzes fiir zwei Geraden ankommen. Das 


*) F. Klein, Gutachten betreffend den dritten Band der Theorie der 
Transformationsgruppen von S. Lie, physik.-mathemat, Gesellschaft, Kasan, 1897, 
p. 22 (abgedruckt in Bd. 50 der mathematischen Annalen). 

**) Veronese, Fondamenti di Geometria, Padova 1891, p. XXIX. 

***) Vergl zB. Schénfliess, Sur les nombres transfinis de Mr. Veronese, 
Rendiconti di Acc. dei Lincei, 1897, p. 362, und Veronese, Segmenti e numeri 
transfiniti, ib. 1898, p. 79. 

+) H. Wiener, Ueber die Grundlagen und den Aufbau der Geometrie, 
Jahresber, d. Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1. Bd., p. 47. 
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kann aber nach einem auf Dandelin*) zurtickgehenden Verfahren 
geschehen, wenn man die beiden Geraden als den zwei Schaaren von 
Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids angehérig betrachten kann. 
Die Herstellung eines solchen Hyperboloids und zwar eines Rotations- 
hyperboloids sowie der Beweis seiner wesentlichen Eigenschaften ge- 
lingen nun sehr leicht auf Grund der Congruenzaxiome, und es kommt 
lediglich darauf au, hervortreten zu lassen, dass diese bekaunten Be- 
weise vom Archimedischen Postulat unabhingig sind. 

Bei der ir § 1 gegebenen Ausfiibrung dieses Gedankens werden 
wir, um nicht zu weit ausholen zu miissen, von den Grundsiitzen der 
Congruenz ausgehen, die Pasch a. a. O. in § 13 aufgestellt hat, indem 
wir nur den o, a. IV. Grundsatz oder das Postulat des Archimedes 
ausuechmen. In § 2 haben wir einen Beweis fiir die o. a. Behauptung 
von H. Wiener gegeben, damit der Leser bei Zugrundelegung des 
Buches von Pasch alle fiir die Begriindung der Geometrie hinreichen- 
den Elemente beisammen habe. 

Ob der Pascal’sche Satz fiir zwei Geraden sich auch ohne die 
Congruenzaxiome und zugleich ohne die projective Form des Archi- 
medischen Postulats beweisen lasse, wage ich nicht zu entscheiden. 
Jedenfalls enthalten die Congruenzaxiome Elemente, dere: projective 
Formen iuir kaum anders beweisbar erscheinen als eben mit Hiilfe des 
Fundamentalsatzes der projectiven Geometrie. Sicherlich ist nun der 
Beweis geliefert, dass auch das gewéhnliche Rechnen mit Strecken auf 
einem von der Masszahl und dem Archimedischen Postulate unab- 
hingigen Wege abgeleitet werden kann. 

§ 1. 
Beweis des Pascal’schen Satzes fiir einen aus zwei Geraden 
bestehenden Kegelschnitt. 


Verstehen wir unter der Spiegelung © an einer Ebene 6 eine solche 
gegenseitige Zuordaung der Punkte des Raumes, dass die Ebene o auf 
der Verbindungsstrecke je zweier entsprechender Punkte in deren Mitte 
senkrecht steht, so gelten die folgenden Siitze: 

1. Das Spiegelbild GP = P’ jedes Punktes P hat wiederum den 
Punkt P zum Spiegelbilde, oder SS P = P; jeder Punkt der spiegeln- 
den Ebene ist sein eigenes Spiegelbild. 

2. Das Spiegelbild jeder Strecke ist eine ihr congruente Strecke. 

3. Das Spiegelbild g' jeder Geraden g schneidet sich mit dem 
Originale auf der spiegelnden Ebene (in einem eigentlichen oder un- 
eigentlichen ‘Punkte), oder (g, 6) = (Gq, 6). 


*) Dandelin, Recherches nouvelles sur les sections de cdne et sur les hexa- 
gones inscrits et circonscrits 4 ses sections, Annales de Gergonne, t. 15. p. 387. 
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4. Die Aufeinanderfolge dreier Spiegelungen an drei Ebenen durch 
dieselbe Axe a kann ersetet werden durch eine einzige Spiegelung an 
einer Ebene durch dieselbe Axe, oder S,S,6,P = SP. 

Um den Leser nicht zu ermiiden, wollen wir es ihm iiberlassen, 
den nahe liegenden Beweis zu liefern, dass sich die Méglichkeit der 
obigen Zuordnung sowie die drei ersten Satze aus den in der Einleitung 
erwaihnten Grundsiitzen von Pasch auf rein logischem Wege ergeben. 
Hingegen diirfte es wohl am Platze sein, den Beweis des 4. Satzes 
wenigstens zu skizziren. Hierbei wird es offenbar geniigen, ihn fiir 
die Ebene zu beweisen, wobei die spiegelnden Ebenen 6,, 6,, 6, in 
spiegelnde Axen s,, s,, 8, durch einen festen Punkt A iibergehen. Wir 
beweisen hierzu zuerst den Hiilfssatz: 

Die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen ©, und ©, kann viemals 
durch eine Spiegelung ersetzt werden, es miisste denn ©, = ©, sein. 

Wire nimlich die Aufeinanderfolge von ©, und ©, eine Spiegelung 
S, so miissten ©, und ©, nach Satz 1 vertauschbar sein oder 
S,5,P=—=6,5,P. Ist daun S irgend ein Punkt der spiegelnden 
Axe s, also ©,S=—S, so wire einerseits ©S — ©,6,S = G8, 
d. h. s, miisste die spiegelnde Axe von © sein. Ist andrerseits 7, 
ein Punkt der spiegelnden Axe s,, also ©, 7, = T,, so folgt ebenso 
ST,—S,S,7;—S,7,, d. h. auch s, miisste die spiegelnde Axe von 
S sein. Folglich kann die Aufeinanderfolge der beiden Spiegelungen 
S, und ©, nur dann wieder eine Spiegelung sein, wenn ©, = ©, ist. 

Ist nunmehr S, = ©, 8, = 8, = ©, 8, = ©, 5, S = ©, S, GS, S ein 
Punkt der dritten spiegelnden Axe s,, so geht nach Satz 2 und dem 
IX. Grundsatze von Pasch auf S$. 109 die Figur AS, P, durch diejenige 
Spiegelung ©, welche AS, in AS iiberfiihrt, entweder in ASP oder 
in ASP’ iiber, wo P’ das Spiegelbild von P an AS ist. Wire nun 
das Letztere der Fall, so wiirde © gleichzeitig die Figur AS, P, in ASP 
verwandeln, was nach unserm Hiilfssatze nur dann méglich wire, 
wenn ©,= 6G, ist; dann ist aber Satz 4 evident. Es ist folglich 
SP=P,=—6,6,6, P. 

Wir merken schliesslich noch den folgenden vorbereitenden Satz 
an (vergl. Pasch a. a. O. S. 148, Fig. 50): 

5. Zwei gerade Linien g und g’, die einen eigentlichen Punkt S 
gemein haben, kinnen stets durch eine Spiegelung S in einander iiber- 
gefiihrt werden, 

Hieraus folgt: 

6. Durch die Punkte zweier Geraden g und g', die einen eigent- 
lichen Punkt S gemein haben, kinnen zwei Schaaren von Geraden 
91's Go,+++ Und g,,go,... 80 gelegt werden, dass zwei Geraden ver- 
schiedener Schaaren stets derselben Ebene angehiren, zwei Geraden der- 
selben Schaar hingegen nicht. 
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Nimmt man niamlich in der spiegelnden Ebene o der Spiegelung G, 
die g in g’ tiberfiihrt, irgend eine Axe a an, die nicht auf der Ebene 
[9, 9] senkrecht steht, so entstehen die Geraden g; resp. g; aus g 
resp. g durch die Spiegelungen ©; an den Ebenen 6; durch a. Denn 
dann ist 9 = Gig = SG Sy = S| SSigz; uach Satz 4 geht folglich 
gi aus g, durch eine einzige Spiegelung hervor, sodass g, und gj nach 
Satz 3 einen eigentlichen oder uneigentlichen Punkt gemein haben 
miissen. Whirden zwei Geraden derselben Schaar einander schneiden, 
so ist leicht zu’sehen, dass der ersten Higenschaft zufolge simmtliche 
Geraden beider Schaaren in der Ebene [g, g'] liegen miissten, diese 
also auf a senkrecht stehen miisste; da dies ausgeschlossen war, so ist 
auch die zweite Kigenschaft bewiesen. 

Wir kommen nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes (Fig. 1): 








Fig. 1. 


I. Liegen die Ecken E,, E,', E,, E,, E,, E,, eines Sechsecks ab- 
wechselnd auf zwei Geraden g und g’, die einen eigentlichen Punkt 
gemein haben, so liegen die Schnittpunkte der gegeniiberliegenden Seiten 
des Sechsecks, d. h. die Punkte: 

D, = (E, E,, Ej E,), D,=(E, E;, E,E,), D, = (£,E,, E,'£,) 
im einer geraden Linie. 

Wahlen wir nimlich die Axe a wie oben und bezeichnen die 

Spiegelbilder von g an den Ebenen aL, aE,, aE, mit g,’, 93g, und 
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diejenigen von g’ an den Ebenen aL,’, aE,', aE, mit g,, 94, 9%, 80 
liegen D,, D., D, der Reihe nach in den Schnittlinien der Ebenen 
[91's 92] und [9,, 95], [92 93 |] und [g,', 96], [9's 9s] und (ge, 9,"]. Setzen 
wir daher (95, 95) =F, (91, 93) = Fo, (Go, 9:) = Fy, so liegen 
D,, D,, D; auch der Reihe nach in den Geraden FP, F,, F,F,, F, F,, 
die mit den obigen Schnittlinien identisch sind. Da nun die Punkte 
F,, F,, F,; nach Satz 6 nicht in der Ebene [g, g’] liegen diirfen, so 
liegen die Punkte D,, D,, D, in der Schnittlinie dieser Ebene mit der 
Ebene FF’, F,, womit unser Satz bewiesen ist. 


2 9 
§ 2. 


Beweis des Fundamentalsatzes der projectiven Geometrie. 

Wir gehen aus von der folgenden Definition der Projectivitit: 

Eine Projectivitét n'* Stufe zwischen zwei Geraden g, und gns 
derselben Ebene entsteht durch Projection von g, auf g. aus S,, von g, 
auf g, aus S,,..., von gn auf Gn4i aus S,. 

Hieraus folgt zuniichst nach dem Satze von den perspectiven Drei- 
ecken (Pasch, a. a. O. S 80): 

7. Die Projectivitit 2. Stufe zwischen zwei Geraden g, und g, kann 
durch eine solche 1. Stufe oder eine Perspectivitiit ersetzt werden, wenn 
9, durch den Schnittpunkt von g, und g, geht. 

Weiter werden wir den Satz beweisen: 

8. Ist eine Projectivitiit 2. Stufe zwischen zwei Geraden g, und 9, 
gegeben, so kann g, durch irgend eine Gerade h, ersetzt werden, die nicht 
durch den Punkt (g,, 95) geht oder einen Punkt P, von g, mit dem ihm 
entsprechenden Punkt P, von g, verbindet. 





g 
Fig. 2. 
Denkt man sich nimlich g, und g, (Fig. 2) als die Projectionen 
zweier windschiefen Geraden g,° und g," des Raumes von einem Punkte 0 
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aus und g, als Projection der Verbindungslinie g,° der Punkte (g,°, Og,) 
und (g;°, Og.) und setat (OS,, [g,°, g.°]) = S,", (OS,, [g2°, 95°) = S,°, 
so sind die Verbindungslinien entsprechender Punkte P, und P, der 
beiden projectiven Punktreihen g, und g, die Projectionen der Geraden 
P,°P;°, die g,°, g° = 8,°S," und g,° gleichzeitig schneiden. Diese 
Geraden kénnen aber auf demselben Wege mit Hiilfe irgend einer 
Geraden h,° gefunden werden, welche g,° und g,° schneidet, aber 
nicht g°, wobei dann S,° und §S,° durch 7° = (g°, [g,°, h,°]) und 
T° = (9°, (93°, Ay°}) zu ersetzen sind. Mit Hilfe der Projectionen 
T;, ha, T, von T°, h,", T° auf die Ebene [g,, g,] construirt man 
den jedem Punkte P, entsprechenden Punkt P, genau wie zuerst mit 
Hiilfe von S,,g,, S,, wenn nur h, nicht durch den Punkt (g,, g,) geht 
oder h,° den Strahl von O nach diesem Punkte nicht schneidet, in 
welchem Falle die Construction unbestimmt wiirde, Schneidet h, die 
Trager g, und g, in C,—C, und D,= D,,so ist offenbar 7, =(S, S,, D, D,) 
und 7’, = (S,S,, C,C,) zu setzen, so dass aus der gegebenen Pro- 
jectivitat 7’, und 7’, auch ohne die riiumliche Figur*) gefunden werden 
kénnen. 

Hieraus kann der Satz bewiesen werden: 

9. Jede Projectivitiét zwischen zwei Geraden derselben Ebene ist 
entweder eine solche der 2. Stufe oder eine Perspectivitit. 

{st niimlich die Projectivitiit eine solche n'** Stufe zwischen den 
Geraden g, und gnii1, so kann man nach dem eben bewiesenen Satze, 
ohne die Projectivitiét 2. Stufe zwischen den Geraden g,-2 und g, zu 
iindern, die g,—; so abiindern, dass sie durch den Punkt (gn, gayi) geht, 
falls dieser nicht zngleich auf g,-2 liegt. Nach Satz 7 kann daher 
die Projectivitit 2. Stufe zwischen g,-; und g»4: durch eine solche 
1. Stufe ersetzt werden, die Projectivitiit zwischen g, und gn41 folg- 
lich durch eine solche (n—1)'* Stufe. Liige der Punkt (gn, gnii) auf 
Ju-2, SO kann man ohne die Projectivitiit 2. Stufe zwischen g,_, und 
Jn41 20 tindern, die g, so abiindern, dass sie durch den Punkt (gn—2, Jn—1) 
liuft und dann ebenso schliessen. Liefen gps, Gai, Yn) Japa durch 
denselben Punkt, so reducirte sich ja die Projectivitiét ohne Weiteres 
um 2 Stufen. Die Fortsetzung des obigen Schlusses ergiebt unsern Satz. 

Haben wir bisher von Satz I noch nirgends Gebrauch gemacht, 
so bediirten wir desselben zum Beweise des folgenden Satzes, der das 
allyemeine Kriterium fiir das Kintreten der Perspectivitit angiebt: 

10. Eine Projectivitdt zwischen zwei Geraden derselben Ebene ist 
dann und nur dann eine Perspectivitit, d. h. die Verbindungslinien 


*) Mit Hinzuziehung des Satzes I ist es leicht, bei diesen Beweisen ganz in 
der Ebene zu bleiben, doch kam es uns darauf an zu zeigen, wie weit man ohne 
diesen Satz kommt 











408 Frrepricu Scaur. 


entsprechender Punkte laufen durch einen Punkt, wenn der Schnittpunkt 
der beiden Triiger sich selbst entspricht. 

Wir kénnen nimlich die Projectivitét zwischen den Geraden g, 
und g, nach dem letzten Satze immer als eine solche der 2. Stufe 
ansehen. Der Punkt (Fig. 3) (g,, 9;) = A, =A, wird dann und nur 





Fig. 3. 


dann sich selbst entsprechen, wenn entweder g, oder S,S, durch diesen 
Punkt geht. Im ersten Falle ergiebt sich unsere Behauptung aus 
Satz 7 und im zweiten Falle durch Anwendung des Satzes I auf die 
beiden Geraden g, und S,S,, wenn man tiberdies voraussetzt, dass 
dieselben einen eigentlichen Punkt A, gemein haben. Setzen wir dann 
namlich wieder (g,,g,) = C, und (g,, g3;) = C,, so schneiden sich 
nach Satz I die gegentiberliegenden Seiten des Secksecks C,S, P,S, D, A, 
in den Punkten 
S=(C,8,, 8,D,), P= (S,P,, D,A,), P, = (P,S,, A, C,) 

einer Geraden, die Strahlen P,P, laufen folglich durch den festen 
Punkt S. Wire A, kein eigentlicher Punkt, so kénnen wir die Figur 
durch Projection auf eine andere Ebene in eine solche verwandeln, 
fiir welche diese Bedingung erfiillt ist, woraus riickwirts folgt, dass 
P,P, durch S laiuft. Dass die Projectivitit nur dann eine Per- 
spectivitit sein kann, wenn A, = A, sich selbst entspricht, ist ja 
selbstverstiindlich. 

Nunmehr ist es leicht den Fundamentalsatz der projectiven Geo- 
metrie zu beweisen 

Il. Eine projective Beziehung zwischen zwei Geraden g, und 
g; emer Ebene ist dadurch eindeutig bestimmt, dass drei Punkten 
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A,, B,, C, von g, drei Punkte A,, B,, C, von gy als entsprechend zu- 
gewiesen sind. 

Setzen wir namlich (Vig. 4) g, = A,B,, S, = (B, B;, C, C;), 
S, = (A, A,, C, C,), so erfiillt die hierdurch bestimmte Projectivitit 
2. Stufe jecenfalls die Forderung und liefert zu jedem Punkte P, von g, 





Fig, 4. 


den entsprechenden Punkt P, von g, mit Hiilfe eines Punktes P, auf g,. 
Wiirde nun bei einer anderen der Forderung geniigenden Projectivitiit 
dem Punkte P, der Punkt P,’ entsprechen, so entspricht bei der aus 
dieser durch weitere Projection der g, auf g, von S, aus hervorgehen- 
den Projectivitét der Punkt A, sich selbst, sodass nach Satz 10 P, P, 
durch den Punkt (C, C,, B, B,) = (C, C,, B, B,) = S, laufen muss, 
Es fillt daher P, mit P, und folglich auch P,’ mit P, zusammen, 
sodass der Fundamentalsatz vollstiindig bewiesen ist. 


Karlsruhe, am 21. Marz 1898. 











Some Polar Constructions. 
By 


F. Mortey in Haverford. 


It is wel] recognized that the proper means for the construction 
of a line or point which arises by covariant processes from given points 
or lines is the ‘Geometry of the Ruler’. Especially must reference be 
made to the general statements of Study, Ternary Forms, p. 26. The 
chief gain is that all steps of our construction are projective, so that 
the point or line which is finally obtained is covariant as a matter of 
course. If, on the other hand, we merely construct the element from 
our final algebraic expression we have no geometric ground for sup- 
posing that the element is covariant. For taking for simplicity points 
a,b... on a line as the given elements we shall have repetitions of 
the elementary operations by which we deduce, from a and b, a--b, ab, 
and a/b. These points are clearly not covariants of a, b alone; we 
have to adjoin three arbitrary points 0, 1, 00, which either have nothing 
to do with our problem, or, if taken as three of our given points, in 
general spoil the symmetry. 

A construction, by the ruler, of a covariant of 5 points, was 
given in the Annalen, Bd. 49, p. 596. My object here is to construct 
the analogous covariant for 7 points; but several simpler constructions 
are required, for which 1 know of no reference. These are first given, 
and are more important than the application made of them, in as much 
as they present themselves in many similar inquiries. 

In many textbooks of Geometry, the word polar is (when speaking 
of conics) restricted to a line, and the word pole to a point. In Algebra, 
on the contrary, we speak of polars only. In any free use of the 
two combined, there then arises an intolerable complication; we have 
for example a line a, and a line-conic a;*; the point a,.a¢° is alge- 
braically a polar, geometrically a pole. The curve arising from operating 
with one curve A on another B by ‘contravariant differentiation’ will 
here be called the polar of A as to B. 

The notion of apolarity occurs so frequently that a notation is 
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required. The symbol :: is very convenient for this purpose. It seems 
to be no longer used for proportions, and it at once suggests, to any 
one who has used the complex variable in geometry, harmonic pairs 
which are a simple instance of apolar sets. I shall write A::B to. 
denote that A is apolar with B. 


$1. 
The polar of two points as to three points. 


We know the fundamental importance of the ‘quadrilateral con- 
struction’ for the polar of one point as to two others; that is for what 
is often called the fourth harmonic. 

We consider an analogous problem. Given 5 points a, b, ¢, d, e, 
on a line, to construct the polar of de as to abc; that is to find the 
point f such that 

abe:: def. 
For simplicity of explanation, place de at the circular points, and 
take any triangle §, 7, € whose sides meet co at a,b,c. If the angles 
of this triangle are A, B, C, the equation of de may be taken as 
(1) 2(&? — 27 cos A) = 0. 
The polar of this as to the sides of the triangle, 
xyz=0, 
is 
(2) zcosA+yceosB+2z2cosC=0. 
Clearly this line meets oo at the sought point f. 
The polar of (2) as to (1) is 
2§(cos A — 2 cos B cos C) = 0 
and this is a point on the line through the circumcentre 
ZjEcosA—=O 
and the orthocentre 
ZEsec A =O. 

Hence if we adopt the name ‘Euler line’ for the join of the 
centroid, orthocentre, and circumcentre, we lave proved that the line 
(2) is perpendicular to the Euler line. 

Our construction is then this. We take any triangle whose sides 
pass through abc. We construct its centroid and orthocentre; and 
we take the polar of their join as to the points de. The projective 
statement for the centroid and orthocentre is evident. 

A geometric inference should be noticed. When 


abe:: def 
ff ::de 


and 
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then it is proved at once that 
abcf’:: de. 
Hence the points at co on the any three lines and their Euler line are 
' symmetrically related to the circular points. Hence: 
If a line be parallel to the Euler line of three others, then any 
one of the 4 lines is parallel to the Euler line of the rest, 


§ 2. 
The polar of a point-pair as to a line and a conic. 


In the construction of §1, it is clearly not necessary that the 
points d and e should be separately given; it is enough if we know 
their polar system, that is the involution of which they are the real 
or imaginary double points. But further we can still use the con- 
struction when only a is separately given and the polar systems of 
be and de are given. For in the triangle §y€ we know coo-7, that 
is the middle point u of the side opposite to §; hence we know the 
centroid. Also we know the perpendicular from § on x, and therefore 
also its polar as to 7; let this polar, whose equation is 


ycos B+2cosC=0, 


cut the side z at a point v. ‘Then it is proved at once that the 
triangles Euv and &n€ have the same orthocentre. In other words the 
join of the orthocentre of §7§ to the points where its second polar 
as to —7§€ meets the sides are perpendicular to the respective medians. 
To state the proof analytically, a median is 
y sin B—zsinC=0, 
the corresponding join is 
2x2 cos A — ycos B — zcosC=—(0, 

and the polar of (2) as to these two lines is zero identically. 

Hence both the centroid and orthocentre of §4§ are known, though 
m and € are not separately given. 

Now let az be a pair of points whose polar system is given, a, 


a line and 6; a point-conic. By what has just been proved we know 
one point on the polar 


at i, 
namely the point on the double line of af. To find a second point 
let be be a point on the line sought: then 
brat . a, Bz = 0, 
or 
beat £3 Qy pz, 
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or 


ty . bea : : Bs, 


ae (zg) + b; (2a) 78 Bz, 

If a, bg = 0, then be and «,a?:: 62; thus one point on the line 
sought is found as follows. Take the polar of a, as to az, and the 
polar of this point as to Bz. This line meets a, at a point bg on the 
line sought. 

If the point-pair is on the conic, the two constructed points 
coincide. 

We have then 

5m . (wy — 2) (a@x+ By + y2) = 2ax + 2By + ye; 


thus the sought line is the polar of ¢ as to the given line 


ax+ By + 72, 
ax + By. 


Other special cases may be similarly handled. 


or 


and the line 


§ 3. 
The polar of three points as to two conics. 
It is now easy to construct 
Ent .ozBe, 
where a and #; are conics whose polar systems are given; and &, », € 
are separately given, For 
¢. as Bs = Be (Gaz) + a3 (66s). 

On the right is a cubic of a pencil which contains two systems of a 
conic and a line. The polars of § as to such a system was constructed 
in § 2; the intersection of the two such polars is a point on the line 
sought, By interchanging £, 7, € we get three such points, and the 
line is determined. 

It is easy to see from a little calculation that the three points 


so found are distinct. A fourth point on the line sought could be got 
by writing the line in the form 


az. &€. Bs + Bs. Eng. a2; 
that is, we take the polar of a2 as to &€, and the polar of this 


point as to 62; and then perform the same process with 6; and az 
interchanged. We thus get two lines meeting on the sought line. 
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§ 4. 
The polar of » points as to a repeated conic. 

We denote the points by a,, a,...a@, and the conic by C. We 
denote also the line a,, C by C, and the constant a,a,C by C,,. The 
operation a, a,... applied to any power of C, can be readily effected. Thus 

a, C? = 2CC,, 
a,a,C? = 2(C,C,+ CC,,), 
a,a,a,C? = 22C,C,,, 
@,a,a,a,C? = 220,,C,,; 
a, C3 = 3C°C,, 
a,a,C% = 6CC,C, + 3C’°C,,, 
a,a,a,C* = 60,C,C, + 6C2LC,C,,, 
a, a, a,a,C* = 62C,C,C,, + 6CLC,,C,,; 
a,C*=4C°C,, 
a,a,C* = 120° C,C, + 4C°C,,, 
a,a,a,C* = 24C0C0,C,C, + 12C* XC, C,,, 
a, a,a,a,C4 = 24C,C,C,C, + 24020, C,C,, + 12C?XC,,C,,. 
If in particular the points are on the conic, which we can write 
t=, y = 2t, é=1, 
our expressions, equated to zero, give a series of covariant curves 
whose intersections with C are obtained algebraically by writing 
(t—t,)*? for C, and (t, — ts)’ for C,,. 
An instance of a class of theorems immediately suggested by these 


expressions may be given. Let m lines touch a conic and on each of 


these lines take the polar of the point of contact as to the n — 1 
points where this line is met by the other lines. We thus have 
n(m—2) points. These lie on a curve of order n — 2; for the curve 
t, 0, C,...Ca-1 = 0 
meets the tangent C, on the curve 
ZC, C, . . - Co-1 Cu-1,n = 0. 


§ 5. 
The polar of 5 points as to a threefold conic. 
One of 10 ways of writing this line is 
(3) a,a;(C, C,C, + CXC, C,;). 


The line 2C,C,,, or a,a,a,C?, is known by $3; it is in facet the 
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polar as to C of the point whose coordinates (referred to a,a,a,) are 
C.3, C3,, Cy.; and this point lies on the line joining a, to the polar 
of the line @2@3; as to C. 

Also a,a,C,C,C, and aya,C2C,0,, are known by § 2; hence 
their intersection, a point on (3), is known. 

We know then, by interchanging the 5 points, 10 points on (3). 

The construction fails in special cases owing to the coincidence 
of the 10 poiuts; it fails for instance if the 5 given points are on a 
line. Ounce for all, such special cases may be treated as follows. The 
5 points lying on a line, draw any other line through a,, and on it 
take another point a,. We can construct, by this article, the line 

A, A, a,4,a, 0%, 
For two positions of a,’ we have two such lines giving a point. This 
point is fixed for all positions of a," on :ts line, and therefore is one 
point on the sought line 

@, a... a,C% 
sy varying the line through a, we oblain a series of peints on the 
sought line. 

We have thus another solution of the problem of my previous 
note. By taking the 5 points on a conic C we can construct the 
covariant pair a,a,...a,C%; and by projecting on a line Z and taking 
for C any conic through the projection of the covariant pair we obtain 
a line meeting LZ at a point covariant with the 5 points on LZ. This 
is not better than the previous solution, but it is more readily extended 
to the problem of 7 points. 


§ 6. 
The polar of 7 points as to a fourfold conic. 


One of 35 ways of writing the line is 


(4) a; a,a,{C,C,C,C, + C(22C,C, C3,-+C2C,.C34)}. 
Here we must know the line 

(5) a; (2 2C, C, C3, + C 2C,, C4) 

Now 


ZC, C, Cy, = ay. CC, C; + C, 2C,C,s. 
Hence (§ 2) the polar of any point a, passes through a known point; 
and by interchanging a,a,a,a, we get 4 such points, Thus a, 2C,C,C,, 
is known. 
Also we ‘know (3) which is 
a, (ZC, C,C,, + C 2C,,C;,). 


and we kuow a,C. 
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But (5) is the polar of a,C as to 
a, ZC, C, C3, 
and 
a; (ZC, C, Cy, + CBC, Cy). 
We know then (5) and therefore the conic 
2 EC, 0, Cy, + CBC. Cs,. 
Hence (§ 3) we know one point on (4), for the quartic in (4) belongs 
to a pencil which contains two pairs of known conics. And by inter- 
change of a’s we know 35 points on (4). 
When, owing to special positions of the 7 points, the construction 
points coincide, we apply the same remedy as in the case of 5 points. 
To construct one point covariant with 7 given points on a line J, 
we make a double use of this article. We first project the 7 points 
ou a conic C and construct the line 
G,@,...a,0% 
We then project back on LZ; we have our original seven points and 
a point-pair, Through the point pair we take any new conic C; and 
construct anew the line 
@,@,...a,C'%. 
This meets LZ at the point sought. 
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Concerning the General Equations of the Seventh and 
Eighth Degrees.*) 


By 


Exiakim Hastines Moore of Chicago. 


Introduction. 


We are to consider primarily the interrelations of the general 
equation F,(x) =O of the 8 degree after the adjunction of the 
square root of its discriminant and its total-resolvent equation 
G,;(y) = 0 of the 15 degree, and secondarily the interrelations of 
the general equation F’';(2) = 0 of the 7" degree after the adjunction 
of the square root of its discriminant and its total-resolvent equation 
H,,(2) = 0 of the 15" degree. 

The resolvent function y = y(x,,...,%,) of the roots 2,... 2%, 
of F(a) = 0 is invariant under an even substitution - group Go .1cs of 
order 8 - 168 = 1344 on the 2,...a,. The group Gi.1c3 and the 
function y(a,,...,% ) due to Mathieu were exhibited by him by the 
use of the Galois imaginaries in his Mémoire sur l'étude des fonctions 
de plusieurs quantités, sur la maniére de les former et sur les substitu- 
tions qui les laissent invariables (Journal de Mathematiques pures et 
appliquées, ser. 2, vol. 6, pp. 241—323, 1861. — Cf. pp. 290—294). 

Jordan in n°. 426 of his Zraité des substitutions (1870) exhibited 
them more clearly by the use of the linear congruence group LG... 
in 3 indices modulo 2. Further in n°. 516 he showed that under the 


alternating group GS on the w,..., the 15 conjugate functions 
7?! 


% +++ Ys — the roots of G,;(y) 0 — permute so as to leave 
invariant a certain system of 35 triples of the y,... y,,;, and that 


the group G* is holoedrically isomorphic with the group GY oof 
78! 78! 


*) Presented to the Chicago Section of the American Mathematical Society, 
Dec, 31, 1897, and later slightly enlarged, 
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this system of 35 triples, viz., using proper notations for the 
Y, +++ Ys, With the linear homogeneous congruence group L HG" 


2 
in 4 indices modulo 2. 


The resolvent function 2(a,,...,2;) of the roots w,... 2, of 
F(x) = 0 is invariant under an even substitution-group Gigs of order 
168 on the z,...2,. The group Gigs was first met*) in connection 
with the resolvent equation of degree 7 of the modular equation of 
degree 8 in the elliptic function theory. 

Noether in his memoir Ueber die Gleichungen achten Grades und 
thr Auftreten in der Theorie der Curven vierter Ordnung (Mathematische 
Annalen, vol. 15, pp. 89—110, 1879) applied the triple system (A,) in 
7 letters 2,... 2, and the quadruple system (C),) in 8 letters a, ... 2, 
to characterize most aptly in a purely tactical way the respective affects 
of the equations Fj(~) = 0, F,(x) =O after the adjunction of one 
root of the respective equations H,,(z2)=0, G,,(y)=0. Noether 
further studied the group G5.163 in considerable detail. 

This present paper, having manifold thought-contact with the 
sources just cited, is complete in itself and is as to form almost purely 
tactical. 

Setting 2,...%,=a@...g and %...%,—=a...h, after a 
preliminary study (§ 1) of the linear**) triple system Ay, _, of rank k, 
I determine (§§ 2, 3, 4) tactically in the two sets IZ, JJ of 15 triple 


systems A,2,...-2,,; conjugate under the aiternating G, two linear 
7 
2 


triple or triadic systems A{;, Ais, and proceed similarly ($§ 5, 6) in 
the two sets I, II of 15 quadruple systems DO, y, ... y,,, and prove 
(§ 6) — in essence, with Jordan, only luminously — that the affect 
of the total-resolvent G,,(y) = 0 is the linear triadic system A,, in the 
15 Os % --+ Yj, and, so, that the groups Gy and LHG’ are 


8! 
2 2 


holoedrically isomorphic. 
In §§ 7, 8 I exhibit three 8-valued tactical functions 
0, Vi Ve (i=a...h) 
of the 15 roots O, y, ... y,; of G,;(y) =0. 
As affect of the total-resolvent H,,(2) 0 we may select any 
one of the three tactical functions U,V/V/" of its 15 roots Ay 8, +» 845: 


*) Definite references are given in the memoir of Noether cited above. 
**) There is contact here with my papers: Concerning Jordan’s Linear 
Groups (Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 2, pp. 33 —43, 1895), 


Tactical Memoranda I—IITI (American Journal of Mathematics, vol. 18, 264—303, 
1896), 
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It is to be noted that these affects U,ViVi' of H,;(¢) = 0 are con- 
siderably less simple than the affect A,, of G,,(y) =O and further 
that these affects U;, Vi V;" of the resolvent of F(x) = 0 were obtained 
only by the mediation of the affect A,, of the resolvent of F,(%)—=0. 


Of the theorem of the holoedric isomorphism of the alternating 

group GS and the linear homogeneous group LH G* , besides the 
— St : 7° 

new version of the Jordan proof, I give (§ 6) a pure group-theoretic 

proof based on theorems of my paper Concerning the Abstract Groups 


of Order k! and 4 k! Holohedrically Isomorphic with the Symmetric 


and the Alternating Substitution-Groups on k Letters (Proceedings of 
the London Mathematical Society, Dec. 10, 1896; vol. 28, pp. 357 
— 366, 1897). 
A third proof is due to Miller: there is but one primitive sub- 
stitution - group G* " and this is holoedrically isomorphic with the 
2 


alternating group G-* 
ry 
of Degree Fifteen: Proceedings of the London Mathematical Society, 
June 10, 1897; vol. 28, pp. 533—544, 1897. — Cf. pp. 534, 543), and 
the linear group LHG’? is doubly-transitive and so primitive. 
— 8! 
2 
Burnside (Theory of Groups, p. 339, 1897), taking the LHG@? 
=> 8! 
2 
as the group of isomorphisms*) of the Abelian group of order 16 = 24 
and of type (1111) attempted but failed to prove the theorem in question. 


Considering in effect our tactical function V/ of (§ 8) of the 15 letters 


(Miller: On the Primitive Substitution-Groups 


5 


he treated its (intransitive) group (Giés (i, 0%), § 8) as transitive and 


found its order to be k 7! instead of 168. 


Finally, in an interesting and natural way we are led (§ 9) to 
give probably essentially the definitive treatment of the Kirkman 


*) It is to be noted that in introducing the notion of the group of iso- 
morphisms of a group (loc. cit., p. 228) and especially in applying it in con- 
nection with the Abelian group of order p” and type (111... to m units) to the 
study of the linear groups (loc. cit., pp. 336--339, 342) Burnside should have cited 
my papers: The Group of Holoedric Transformation into Itself of a given Group, 
and Concerning Jordan’s Linear Groups (Bulletin of the American Mathematical 
Society, vol. 1, pp. 61—66, 1894, and vol. 2, pp. 33 —43, 1895). Cf. the foot-note 
near the close of §1 of the present paper. 


27* 
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fifteen school-girls problem (of the linear triple system A,,). Since 
1850 this tactical problem has received much attention at the hands 
especially of English mathematicians, and in this connection the linear*) 
triple systems in 7,15, 31,...,2*—1 letters and other interesting 
tactical systems are first met with. For typical references to the 
literature of this problem, dating from its first publication in The 
Lady's and Gentleman’s Diary for 1850, one may consult Ball’s 
Mathematical Recreations and Problems (2° edition, p. 89, 1892). 

Among the papers on Kirkman’s problem (proper) those of 
Woolhouse (On Triadic Combinations of 15 symbols; The Lady's and 
Gentleman’s Diary, 1862, pp. 84—88: On Triadic Combinations [of 7 
and of 15 symbols], tbid., 1863, pp. 79—90), and Power (On the 
Problem of the Fifteen School Girls; Quarterly Journal of Pure and 
Applied Mathematics, vol. 8, pp. 236—251, 1867), and Carpmael 
(Some Solutions of Kirkman’s 15-school-girl Problem; Proceedings of the 
London Mathematical Society, May 12, 1881, vol. 12, pp. 148 —156, 
1881) are especially rich in tactical methods and results. 

In these papers one finds little use of substitutions and no (at 
least no explicit) use of substitution-groups, although of course the 
writers had a more or less definite feeling (e. g., Power, loc. cit., 
pp. 246, 248) as to the corresponding tactical relations. Hence natu- 
rally enough the very lengthy elementary tactical proofs of the results 
stated are not exhibited, and the tactical relations of the various ar- 
rangements, even when clearly perceived, are in general not sharply 
stated. 

Reserving for § 9 more definite statements as to Kirkman solution 
contacts of my work with these papers, I remark here that Wool- 
house **) (loc. cit., 1863, pp. 79—82) noticed that there are in 7 letters 
30 cyclic***) triple systems A,, all derivable from one by a substitu- 
tion on its letters, and, treating of their tactical interrelations, reached 
certain of the results of our §§ 2 and 3, in particular, the tactical 
separation of the 30 A, into two sets J, IJ of 15 A,; the most 
important observation, however, that the 15 A, of the same set are 
triadically related and so are the elements of a A,,, escaped him. 

Burnside in his paper On an Application of the Theory of 
Groups to Kirkman’s Problem (The Messenger of Mathematics, Jan. 1894, 


*) Cf. § 1. I have however found no statement of the fundamental linear 
property (§ 1) on which any adequate treatment of the linear system A, _ . must 
be based. 

**) The papers of Woolhouse came to my notice only at the conclusion of 
my own work. 

***) That every A, is cyclic, that is, is invariant under a cyclic substitution 
on the 7 letters, Woolhouse did not state. 
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pp. 137—143) set himself the interesting group-theoretic problem to 
determine those solutions of Kirkman’s problem whose corresponding 


15 : : : 
groups Gy have the maximum order N. Having settled upon certain 


triple systems A,, each containing a A, (p. 140 (I)), he erred in 
affirming (p. 140) that no one of the A,, contains a second A,. Owing 


to this error he lost my type I ( Vicar) of Kirkman solution with 


group Gigs, and furthermore vitiated his argument to prove that 168 
is the maximum. order N. 


§ 1, 
The linear triple system A.,_, in 2'—1 elements and its 
corresponding substitution group oor ‘ 

A triple system 4, in ¢ elements is an arrangement of the ¢ ele- 
ments into triples in such a way that every pair of elements enters 
into one and only one of the triples. The elements enter the triples 
and pairs without repetitions. There is no question of order amongst 
the elements of a triple or pair, nor amongst the triples of a triple 
system. 

A triple system A, may contain triple systems A,(t’ << #). Any 
two systems A, A,” included in a system A, having ¢’” letters in 
common (¢’” > 1) have in common a system A; in those letters. 

Two triple systems are equivalent and belong to the same class 
if their elemenis may be set in 1—1 correspondence in such a way 
that under this correspondence the triples of the one system correspond 
to the triples of the other. 

A triple system A, I call linear if it has the fundamental linear 
property that in it every triple A, and external element a lie in and 
determine a system A,; it has then the more general linear property 
that in it every system A, and external element a@ lie in and deter- 
mine a system Ag; 41. It will appear that the degree ¢ must have 
the form ¢—= 2*—1 and that all linear systems Ay _, form a single 
(actually existing) class of systems. 

t= 3. There is but one triple system A, in three letters. 

t=T7. In seven letters there is but one (the linear) class of 
triple systems. The notation may be so fixed that abc, daa’, dbb’, 
dec’ are triples; then the remaining triples must be ab’c’, a’bc’, 
a'b’c. These seven triples 


abc, daa’, dbb’, dec’, ab'e’, a’be', a’b’c 


do in fact form a triple system A,; we denote it by 
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d 
A,ja b ¢ } =A, {abe.d.a'b'c’}. 
ae b oe 


This A, is obtained from the A,abe by doubling with respect to the 
letter d. The A, {abe.d.a’b'c’} is so obtained from any one of 
the seven triples with respect in each case to any one of the four 
letters not in the triple, Every triple contains three letters. Every 
letter lies in three triples, Thus as the triples make a triple system 
in the letters so the letters make a triple system in the triples, 
These two systems are equivalent. This is the self-reciprocity of the 
system A.. 

Every system &,{a,...a} gives rise by doubling*) to a system 
MDor41{@,...a,.b.a,'...a;} whose triples are the triples of the various 
A, {ajaja,.b. aja;a, } arising by doubling the various triples a;a;a, of 
the A, {a,...a@}. 

From the system As x1 by successive doubling we obtain a se- 
quence of uniquely defined systems 


a... (kK = 3,4,...). 
Clearly every linear system A; is so obtainable. Conversely that the 
general such system A, _, is linear we proceed to prove. 

We introduce 2* letters az,,...,2, where the k suffixes «; are integers 
taken modulo 2. For brevity we write X = {z,,..., a}. Further 
we write 

Om{0,...,0}, 1X — {lx,,... lax}, 
and 
X+Y=ou23Z, (2,,...,%2} + (9, +--+, Ye} — (8,,..-, Ze} 
Li + ys = &; (mod. 2) (¢==1,...,h). 

Then in the 2*—1 letters ax(X=+ 0) the totality of triples 
ax,@x,ax, in which X, + X, + X, = 0 is obviously a triple system 
Ay _,- Further it is a linear system A,_,, for in it any triple 
@x,ax,ax, doubles from an outside letter ay, to a system 


A, { ax, Gx, Ox, « Ox, + Ox,4-x, Uy 4+x,4x,4%, } + 
Hence this linear A,, may be obtained from any initial triple by suc- 


cessive doubling each time with respect to any letter not in the system 
already obtained. 


*) This well-known doubling process first occurs,in a paper by Horner: 
On Triads of Once- Paired Elements (Quarterly Journal of Mathematics, vol. 9, 
pp. 15—18, 1868). He speaks however explicitly only of triple systems which 
may be arranged ,,in ascending order“ (loc. cit., p. 15). 
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All triple systems included in a linear system are themselves linear. 
In the linear A,,_, any k’ letters ag,,..., dey, lie in and determine 
a linear Ay”, (k” <k, k” <k’) which contains all the distinct letters 
ax, X= g9,G,+-+-+-+ ge'Gy, where the g; not all 0 are integers 
taken modulo 2. If they determine a A,’ ,, they form a set of k’ 
tactically independent letters of the A,,_,, and their suffix- marks 
G,,..-, Gy are linearly independent, that is, the only solution of the 


equation 
O= 9G, +--+ + ge Gy 

is 4 =9 =++:=gv =O (2). Such sets of rank k’ exist for every 
rank k’< k. There are in all 2*—1 of rank 1, (2'—1) (2'—2) of 
rank 2, (2*—1) (2'—2) (2'—2*) of rank 3, 

oe ey (24—1) (2*—2!) (2t— 2?) . . . (24 — 2-1) of rank i,... 
- Q (Qt) == (2*—1) (2! — 2") (2 — 2?) . . . (Q4—2t-1) 
of rank k. We notice in particular that 

Q(23) = 7.6.4—=7!1/30, Q(24) = 15.14.12.8 = 8!/2. 

From a set {a¢,,---,4@e,} of rank k by tactical process within 
the system A,,_, one reaches every letter ax. Hence 


X=—9G,+---+H%Gi 

where the g’s are integers not all 0 taken modulo 2. Two distinct 
X’s have distinct coefficient-sets {g,,..., gx}. One easily attaches 
to the coefficient - set {91> eg 9x} a definite tactical process for the 
determination within the Ay,_, of ax from {@¢,,..-, da}. Gx, 4x, 4x, 
is a triple if and only if X, + X, + X, vanishes modulo 2 identically 
m G,, ..., Ge 

In particular, the set {ay,,-.., 4m}, where J’; has its i ele- 
ment 1 and its other elements 0 (i =1,...,%) is of rank k, and 

X= {x,,..., mp —aF, +---+ak,. 


A substitution y on the 2 — 1 letters ay (X= 0) which leaves the 
system A,,_, invariant permutes amongst themselves the various sets 


of rank k. There is but one such substitution y which replaces 
{ae,; eee aa, } by { da’; sey ag; } ? 
for it must replace ay by ax where 
XH—yAG +--+ HG, XH HG) +--+ HG. 
conversely, the substitution so connected with any two sets of rank k 
does leave the system A,,_, invariant, since X,+ X,'-+ X,’ = 0 if 
X,+ X, + X;=0. 
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The linear system A,;_ 
a ‘ 6 

a(t) of order Q(2*) on the 2* — 1 letters, 
Its general substitution y replaces the set 

{ ap, ,-++4r,} by {GG,1+++)4e,};5 Gp = {915 ++) Giir+- Gri} (J=1,...h), 


and in general ay by ax’, where 


, ’ a) 
om {.. op Bye dy x = {0.4 0),...) =>) 4G, 


, is then a tactical invariant belonging 


to a substitution-group G 


, j=l1,k 
that is, 
(2) a! = D>) 9% (i=1,...,h) 
j=1,k 
where the determinant : a 
| gis | (t,j—=1,...,k) 


does not vanish modulo 2. Hence the linear triple system A,x_, of 
rank k is a defining tactical invariant of the linear homogeneous con- 
gk—1 
2(2*) 

In the sequel we are to study in particular the case t= 15, k=4, 
The linear triple system A,, has 15 elements A,, 35 triples A,, 15 
triple systems A,; every A, lies in 7 A, and in 7 A,; every A, con- 
tains 3 A, and lies in 3 A,; every A, contains 7 A, and 7 A,. Since 
any A, doubles from any outside element A, to the A,,, two elements 
not of the A, have as third element of their triple an element of the 
A4,, and so any substitution leaving the A,, invariant and the 8 A, 
not of a A, individually invariant is the identity. Every A, is con- 


gruence group*) LHG on k indices modulo 2. 


*) In the paper Concerning Jordan's Linear Groups, already cited, I con- 


sider (§ 1) the group oe of holoedric transformations into itself of the Abelian 


group Gin of order p” (p a prime) generated by m generators each of period , 


and note (§ 3) (by use of the Galois field theory) that this group yor has sub- 
stitutions permuting the p* — 1 letters cyclically in one cycle, and obtain (§ 2) 
for the three linear groups modulo p 
Le" p™ or p™—1 __ pp*—i (p"—1)/(p-1) 

Fm a(or)? MEG Q( pa) Facer)? BPE p=) /(e—1) 
as respective defining invariants the three linear tactical configurations 

LOf{p"], LHCflp*—1], LFCf{(p" —1)/(p—1)] 

of which the latter two are self-reciprocal. 

For p=2 the LHCf[2"—1] and the LFCf[2"—1] are identical and 
have the linear triple system Aw _; of the text as a defining element, (cf. for 
n=3: Noether in Math. Ann., vol. 46, p. 550; 1895), while the LCf j2”] has as 
defining element the linear quadruple system Olan which for n = 3 is Noether’s 
quadruple system [), and appears in the sequel (§ 5). 
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nected or associated by its 3 A, with 3.6 = 18 other A,, and so is 
separated from 35 — 1 — 18 = 16 A,. 7 triples A, by pairs associated 
are the 7 triples either of an element A, or of a triple system A,. 
5 triples A, by pairs separated embrace all the 15 elements; there are 
56 such sets (§ 8). 7 such sets without common triple embrace all 
the 35 triples and constitute a solution of the Kirkman 15 school 
girl problem for the linear A,,. There are in all 240 such solutions 
(§ 8), 120 of each of two essentially distinct types. 


g 2, 


The 30 triple systems A, in 7 letters and the 30 corresponding 
substitution-groups Giys. 


The systems A, in the 7 letters abcdefg are all equivalent and 
hence conjugate under the symmetric substitution-group Gj, on the 
7 letters, 


The A,{abe.d.efg} is invariant under the substitutions 
s= (abe) (efy), t= (be)(f9), w= (bf)(cg), » = (ad) (ef). 

It is clear that by means of these substitutions as generators we can 
replace abd respectively by any three letters a’b’d’ not of a triple. 
Hence the group G{s,¢t, u,v} so generated is the substitution-group 
Giss {abe.d.efg) of order Q(2%) = 7.6.4 = 168 belonging to the linear 
system A, {abc.d.efg} (§ 1). The group Gj; contains of course sub- 
stitutions of period 7; one such is (abdcfge) on the face of which 
the triples abc, bd/, etc., lie in say the forward way. 

No other system A, is invariant under these substitutions. For any 
system may be written A, {ab’c.d.éf’g'}. We suppose it invariant 
under s, ¢t,w and v. ¢== (be) (fg) leaves a and d invariant and hence 
the third letter of the triple dae = dae’; hence e’ =e. The system 
may now be written A, {abc’.d.ef'g'}. Then s = (abe) (efg) replaces 
the triple dae by dbf = dbf’; hence f/ =f. v = (ad) (cf) replaces 
the triple dbf by abe = abc’; hence ¢ —c. Hence g =—y. 

Since the generators are even substitutions, this group 


Grins (8, t, u, 0} = Gigs (abe.d.efg} 


. ° . ‘ q 
is a sub-group of index 15 of the alternating group G, 
- 


There are in all 7!/168 = 30 systems A, in 7 letters. Under 
the G;, they are conjugate. They belong to 30 distinct groups Gis 
sub-groups of the G@ . Under the G' the 30 systems A, fall into 

zi z ! 
two sets of 15 conjugate systems. 
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In 7 letters these are in all 7.6.5/3! = 35 triples. 
Containing any one triple abe there are exactly 6 triple systems 


A, {abe.d.efg}, A, {abc.d.egf}, 
A, {abe.d.fge}, A, {abe.d. feg}, 
A, {abe.d.gef}, A, {abe.d. gfe}. 


Hence again in all there are 35.6/7 = 30 systems A,. ‘These 30 
systems come from the 6 containing abe by the repeated application 
of the cyclic substitution (edefy) of period 5. 

If M(a,,...-, Gn) is any well-defined tactical function of the n 
letters a,,...-,@n, and 


] ys ++ +9 Miy 2 2 05 An 
Diy s+ + Giz, + + +9 i, 
is any substitution on the n letters, then we denote by ®,(a,, . .., an) 
or O(a,,-..-, Gn) the tactical function O(a,,..., a,). Thus, for 
instance, if ® is any substitution-group, then ®, is the transformed 
group [-' Ol. 
Setting 
w=(/9), =(ef9), y= (cdefg) 
we see then that with the A, {abc.d.efg} are conjugate respectively 
under the G‘ and under the G,, the 15 and the 30 systems 
zt 
A, {abe.d.efg}i,3, O,{abe.d.efg{ a 
(h=0, 1; i=0, 1,2; j—0, 1, 2, 3, 4} 


at yd 


and accordingly that the group Gis {abe .d.efg} extends to the 
Gi and to the Gj, respectively by the sets of right-hand extenders 
! 


. at ys, wh atys, 


§ 3. 
Fundamental tactical relations of the 30 systems A,. 


By consideration of the sets of systems A, having one or more 
triples in common we reach a purely tactical separation of the 30 
systems into two sets of 15 systems. The tactical relations so discovered 
are fundamental for the sequel. 

Two systems A, having no triple in common we call separated. 

We consider the 6 systems (§ 2) having the triple abc in common. 
The two systems 

A, (abe.d.efg} 


A, {abe.d.fge} = A, {cab.d.efg} 


and 
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have in common only this triple abc. The two systems 
" MA, {abe.d.efg} =A, {bdf.a;.ceg} 
an 
A, {abe.d.egf} = A, {ceg.a.bdf} 
have in common the three triples abc, ade, afg containing a. These 
two pairs of systems represent all types of pairs of systems having a 
triple in common. 

A system A’= A{abe.d.efg! gives rise with respect to one 
of its triples abe to a triad A, = T'5, of systems A’ = Ajy., Ascay Acar, 
having each with each only that triple abe in common. We notice that 
he substitution (bc) (fg) leaves the system A’ and the triple abe and 
so the triad 7,,, invariant, in fact interchanging the systems Ajea, Abas. 
Two systems of such a triad we call triadically related, and indeed by 
the triple abc. Every system belongs to 7 such triads. Every triple 
determines two such triads having no common system. We call them 
two associated triads. 

A system A’= A{abe.d,efg} gives rise with respect to one of 
its letters d to a duad of systems, 

A’ =A, {abe.d.efg}, Av=A,{efg.d.abe}, 
having in common the triad of triples of each system containing the 
letter d. Two systems of such a duad we call associated and indeed 
by the letter d. Every system belongs to 7 such duads. Every letter 
determines 15 such duads. 

Two systems of a duad are associated and belong in three ways 
respectively to two associated triads. Two associated triads determine 
9 duads of associated systems. 

A system A’= A, {abe.d.efg) gives rise with respect to one 
of its triples abe to three systems A, A,’, A;, each associated with 
and having abe in common with A’. Hence A,’, Ay, A, form the 
triad 7,,- of systems associated with the triad Z,,, to which A’ 
belongs. 

A system A’= A{abc.d.efg} determines 7 associated systems 
A, As A-AGALA;A;. Any two of these systems Aj Aj are triadically 
related. Every triple ijk of A’ corresponds to a triad 

A; = Tis, = Ai: Ajdi 
of triadically related systems. Hence, the 7 systems associated to a 
triple system A’ = A, {abc.d.efg} form by their triads A, an asso- 
ciated (triple, or say) triadic system A,’ = A, {Q,4,4,.47.4,4;4;}. 
There are amongst the 30 triple systems A, 30 such triadic systems A,. 
With respect to any one system A, the systems A, break up into 


30 —= 1+1447+48, 


viz., into the initial system, the 14 triadically related systems 
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belonging to its 7 triads, the 7 associated systems belonging to its 7 
duads, and finally 8 separated systems. 

If a system A’ is triadically related to each of two systems A” 
and A”, then A” and A” are triadically related to each other. The 
three systems may belong to the same triad, If not, A’A” and A’A” 
are respectively triadically related by two distinct triples of A’. These 
triples have a letter say a in common. Then A’ is associated by the 
letter a@ to a system AY = A,. A" contains the triples underlying 
the triads A’A” and A’A”. Hence A” and A” are each associated 
to A'Y, and so indeed are triadically related to each other, — in fact, 
by a triple of A'Y not containing a. 


§ 4. 
The two equivalent sets of 15 triadically related A,. The corresponding 


linear triadic systems A,, and their groups GY induced by the 
— 7! 
2 


alternating group Gi : 


Every system A’ then (§ 3) belongs to and determines uniquely 
a set of 15 systems A, — viz., A and its 14 triadically related 
systems — such that any two of the set are triadically related. The 
30 systems A, fall into two such say opposite sets: I and IJ. Two 
opposite systems Af and A/’ are either separated or associated. Two 
associated triads 7';;, belong to opposite sets: Tas, T ijk. In each set 
the 35 triads 7;;;, constitute a triadic system A,, in the 15 systems 
A, of that set. 


Any three systems A! not of a triad of the AJ, have in common 
IT0 


(exactly) one associated system A; and hence belong to the triadic 
system A’° associated to the system AY °. Hence within the Aj, any 
triad *) AS = Tix doubles from an outside system Ai to a triadic 
system Az. Hence the triadic system Aj; is linear ($1) of rank 4. 
The transposition (fg) interchanges the two associated systems 
A, {abe.d.efg}, A,{abe.d.eg/} 
and hence the two opposite sets of triadically related systems respectively 
determined by then. The same is true for any transposition. 
Any substitution / on the letters @...g either leaves the two 
sets and their triadic linear systems A,, individually invariant or it 
interchanges them. Accordingly we have a separation of all substi- 


*) A triad T P| ;, Meets any outside system At in a triad of triples having a 
common letter and belonging to the associated AJ’. 
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tutions 7 into two classes, even and odd, depending upon the tactically 
proved fact that the various decompositions of J into transpositions 
must be either all into an even or all into an odd number of trans- 
positions. The even substitutions constitute the alternating group 
Gy of order vil. The group Gig leaving any A, invariant con- 

2 
tains only even substitutions. No substitution 1, except the identity, 
leaves all the 15 systems of either set individually invariant. For*) 
any such / is even, and, if not the identity, is under the Gi, con- 
jugate with one of the substitutions, 


(ab) (cd), (abe), (abd) (efg), (abed) (ef), (abcde), (abedefg), 
and no one of these leave invariant either of the two opposite systems 
A, {abe.d.efg}, A, {abc.d.egf}. 


Hence the substitutions 7 of the G/ induce Ls 7! substitutions a7 
aL . 

on the 15 systems A} and * 7! substitutions 4” on the 15 systems 

Ai, which leave the respective systems A{;, A‘{ invariant. These 


. ° . 157 iT J 
substitutions 47, 4” form groups G,"’ , G, subgroups of the groups 
= <¢ 9 


2 2 
ne Gye ($1) of the linear systems Aj;, Ajj. Tactical affect 
2 2 
functions of the groups ae pid are given in § 8. 
7" —T% 

In the linear system Aj; of rank 4 any set of four independent 
ordered Aj transforms into another such set by a definite substitution 
y of the group Gr. 
3°! 


such set by a definite substitution 4’ of the e" . The latter statement 
=—7 


, while any set of three transforms into another 


! 
2 


follows immediately from the fact that in the group G‘ ” there is 

2 
exactly one substitution 7 which transforms any system A7’ with its 
any three independent ordered letters a’, b’, c’ into respectively any 
other system A?’” with its any three independent ordered letters 
a’, b’, ¢” by the remark that any three independent systems Aj have 
one common associated Az’, with which they are associated by three 
letters in the Az’ independent. 


*) I avoid the use of the fact that G@{ is simple. 
=U 


| 


cS 
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The Gis {abe .d.efg} belonging to a particular system 
A’ = Ai{abe.d.efg} 

leaves no other system A, invariant. It contains a substitution of 
period 2 interchanging the two additional systems Aj of any triad 
Tj, containing A’ and a substitution of period 7 permuting cyclically 
its 7 triples abe ete. and so its 7 triads Ti. ete. It is accordingly 
transitive and imprimitive on the remaining 14 systems AZ, the 7 triads 
T;}, determining a separation into 7 pairs of systems. As to the 15 
systems AY’ of the opposite set the group Gris {abe x o efg} induces 
the group Gis {A; A, AL. Ay. A, A;A;} on the7 systems A;of the triadic 
system Aj’ {abe.d. efg} associated with A’ = A} {abe.d.efg}. On 
the remaining 8 Aj’ it induces an holoedrically isomorphic transitive 
group Gits; this group is transitive since it leaves no A’ invariant 
and by its substitution of period 7 connects at least 7 transitively; it 
is holoedrically isomorphic to the Gis, since the identity on the 8 AY 
implies the identity on the 15 A?’ of the linear triadic system Afi (§ 1). 
Of course the group Gig of A’ permutes the 15 triadic systems A} just 
as it permutes their associated systems Aj’. 


§ 5. 
The 30 quadruple systems (1, in 8 letters and the corresponding 30 
substitution-groups Gs. 165s. 


A quadruple system O, in q elements is an arrangement of the q 
elements into quadruples in such a way that every triple of elements 
enters into one and only one of the quadruples. The elements enter 
the quadruples and the triples without repetition. There is no question 
of order amongst the elements of a quadruple or triple, nor amongst 
the quadruples of a quadruple system. 

In a quadruple system 0, in the g letters a,,.., a, the quadruples 
containing any particular letter qua triples in the remaining letters 
constitute a triple system A,-; in those letters. Any three of these 
letters not forming a triple of the A,_, determine a quadruple of the 
QO), whose fourth letter is likewise of these q — 1 letters. 


In the 8 letters a...h all quadruple systems are equivalent to 
the system ; 
¢ 


abe 
efg 
h 


Ofabe.d.efg.h} =O 
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with the quadruples 
abch, daeh, dbfh, degh, afgh, ebgh, efch, 
defg, bcfg, aceg, abef, debc, dafc, dabg. 
These 14 quadruples are the triples of A, {abc .d.efg.h} with affixed h 
and the quadruples of A, {abc.d. efg} complementary to those triples. 
They separate into 7 pairs of complementary quadruples. 


There is thus a 1 — 1 correspondence between the systems A, in 
a...g and the systems 0, in a...h. There are 30 O, ina...h; 


each is invariant under a group Gé ies of order 
8!/30 = 8.168 = 8.7.6.4 — 1344; 


the 30 groups Gs:ig are distinct, for their 30 sub-groups Gigs leaving h 
invariant are distinct (§ 2). 

Since O, {abe.d.efg. h\ = O;{efg.h.abe. a}, the group 
Gs.1s{abe.d.efg .h} contains the substitution 


r = (ae) (bf) (cg) (dh), 
and it is generated by the substitutions r,s, ¢, w and v (§ 2), since by 
these substitutions as generators we can replace habd respectively by 
any four letters h’a’b’d’ not of a quadruple. The groups Gs.163 contain 
ouly even substitutions. 
Further with the O;{abe.d.efg. h\ are conjugate respectively 
under the G° . and the Gy the 15 and the 30 systems 


2 
Og{abe.d.efg.h}iis, Os {abe.d.efg MS nu yss 
(h=0,1; ¢=0, 1,2; j =O, 1, 2, 3, 4) 


and accordingly the Gs.1s{abe.d.efg.h} extends to the G@* and 


8 
+8 
the Gs, respectively by the 15 and the 30 right-hand extenders 
ays, watys, — 

A linear A,, determines a quadruple system in the 8 elements 
not of a A,, for any three of those elements lie in a A, meeting the 
given A, in a A, and so containing a fourth outside element (§ 1). 
Hence (by the concluding remarks of § 4) the group Gs.163 of a 
quadruple system D, contains a sub-group Gijs transitive and holoedri- 
cally isomorphic to the group Gigs of a triple system A,. 
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§ 6. 
The two equivalent sets of 15 triadically related O,. The corresponding 
linear triadic systems A,,. Holoedric isomorphism of the alternating 


group G* of degree 8 and the linear homogeneous congruence group 
z3! 


15 anit 
F 1. With 4 indices modulo 2. 
2(24)= @ 8! 

It is convenient to introduce for the combinations of the 8 letters 
a...h and for the separations of the 8 letters into combinations and 
for the corresponding types notations CU and S with suffixes: for instance, 

Combinations: Cz, Cas, Cavey Carseas 
Separations : Saved.efgh> Save.d.efg.h1 Sar.ca.ef.gh- 
q . a] a] v » 
Types: Cy, Cy, Cy, Cys Syy5 Syairy Sro22- 
There is no question of order of the combinations of a separation. 

Two distinct separations S,, determine uniquely and belong to a 
separation §,... or S35,,; we call them respectively associated or 
separated, and indeed by the separation S,... or S43,,. 

Any separation Say.ca.er.gn Of type Sy... belongs to a triad 
Agi.ca.ef.gh Of mutually associated separations S,,, viz., 

Agd.cd.ef.gh = [Sarea.esga : Savef.cagh ? Sadgh .caes | . 

Any separation Sas¢.a.eg., Of type S,,,, belongs to a duad 

[Saved.efgny Saver. defy | 
of separated separations S,,. 

Any quadruple system O, is made up of 7 separations S,, forming 
7 triads A,,... These correspond in the A, to the 7 triads of triples 
having a common letter. Any two separations lie in one triad. Any 
two triads have a common separation. The system of 7 associated 


separations S,... contains without omission or repetition the 28 combi- 
nations C,. Thus: 


Separations S,, Separations 8,00» 
Shave.defg Sae.bs.cg.ah 
Shaae.vefg Sae.be.fg.ah 
Siavt.aceg Say.ca.ge.bh 
O, {abe.d.efg.h} Siacg.ades we 
Shasg.debe Saa.bg. cf.eh 
Shevg.dafe as.co.agth 
Shefe.daby Sac.af.ve.gh ° 


The 7 separations S,,.. form a complete set of conjugate separations 
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under the Gs. ss{abe.d.efg .h} , and so do the 7 corresponding sub- 
stitutions See.s/.rg.an = (ae) (bf) (eg) (dh) etc. With the identity these 
substitutions s,... form a commutative group G,° of order 8, since the 
corresponding separations S,,,. have by triples a common separation 
S,,- This group G,‘ is simply transitive and regular. Moreover 
since Sae.ss.cg.an belongs to the Gss{abe.d.efg.h} the group Gs 
is self-conjugate in the Gs.ug{abe.d.efg.h}; further, the group 
Gite {abe.d.efg} extends to the Gs: is {abe.d.efg.h} by the sub- 
stitutions of the G,° as right-hand extenders, and hence the G,° ex- 
tends to the G¢ res by the substitutions of the Gig as right — or as 
left — hand extenders, 

The quadruple system 0, is determined uniquely by such a system 
of 7 separations S,,,. containing once every combination C, and every 
two separations S,,,, having a separation S,, in common, and hence 
also uniquely by such a corresponding G,’. There are then 30 such 
groups Gs; they are conjugate under the Gg, and each is self-conjugate 
under exactly the corresponding Gs. 16s. 

The tactical relations ($$ 3, 4) of the 30A, yield corresponding 
tactical relations of the 300. 

Two distinct quadruple systems are either (1) separated, having 
in common no separation S,,, or (2) triadically related, having in 
common one separation S,,, or (3) associated, having in common a 
triad Aj. of associated separations S,,. 

A separation Syyca.erga lies in 6 quadruple systems DO, whieh fall 
into two associated triads*) Tysca.ery, of systems, such that two of 
the same triad 7 are triadically related and two of different triads T 
are associated. 

A triad Age.sy.cy.an Of associated separations S,, lies in two 
associated quadruple systems 


O, {abe.d.efg.h\ and O,{efg.d.abe.h}. 

The three quadruple systems O,,Oa,Oa, vespectively associated 
with a system O’ by three triads A, A,A, having a separation S,, in 
common are triadically related by the separation S44. 

Thus the 7 systems Oy, associated with a particular system 
U;{abe.d.efg.h} form an associated triadic system A, {abe.d.efg.h} 
whose 7 triads Thavc.aeyg ete. correspond to the 7 separations 
Shave.defg ete. of the Os{abe.d.efg.h\. 

The 30 systems DO, fall into two opposite sets I, IJ of 15 systems 
Of, Os7. Two systems of the same set are triadically related. Two 


*) The triads T,,, of A; and 7,409 fg, Of Cs correspond uniquely. 
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systems of opposite sets are either separated or associated. The two 
associated triads Tyyca.ergn Of systems DO, determined by a separation 


I II I 
Savea.esgn belong one to each set — Toasea.ergny Tavea.esgn- If a Os 


contains a separation S,, it lies in the corresponding triad 7,j. 

The two sets are interchanged by any odd substitution on the 
8 letters, since any transposition interchanges certain two associated 
systems. Hence all statements concerning the two sets have two-fold 
application. 

In the 15 systems CZ the 35 triads Tulvca.efon constitute a linear 
triadic system A,;. 

Every DOs of the AZ is associated with 7 Of forming a A} of 
the Ais. Every Os lies in 7 such A} associated respectively with the 
7 O. of its own associated AY. 

To three 0,” forming a triad 7” ot the Ajj are respectively asso- 
ciated three Aj of the Aj, having in common the associated triad fz’. 
We denote such a triad of Aj by the symbol T’. Every two A/ 
belong to and determine one such triad T’. The triadic system Aj; 
is thus not only a system of triads 7’ of systems Oy, but also a system 
of triads T’ of the triadic systems A}. These two systems are equi- 
valent, since the second system is the image of the triadic system 
Ai; in the elements 0%”. This is the self-reciprocity theorem*) of the 
linear triadic or triple system Ai. 

The two sets J, IJ effect a tactical separation of the substitu- 
tions / on the 8 letters a...h into even and odd substitutions. 

Under the Gs,, the 30 systems O, and their 30 groups G3. 1s 


are conjugate. Under the Gt the 15 systems 0, and their 15 groups 
3?! 


Gé i. are conjugate. 

No substitution 1 except the identity leaves all the systems 0,/ 
individually invariant. For**) any such / is even, and, if not the identity, 
is under the Gs, conjugate with one of the substitutions (ab) (cd), 
(ab) (cd) (Fg) (eh), (abe), (abe) (Lg) (eh), (abe) (efg), (abcd) (ef) 
(abed) (fegh), (abcde), (abede) (fgh), (abedef) (gh), (abcdefg), 
and no one of these leaves invariant either one of the two oppeate 


oe O, {abe.d.efg.h}, Us {abe.d.egf h\. 


*) A particular case, (p,m) = (2,4), of the self-reciprocity theorems of the 
linear configurations LHCf[p" —1], LFCf[(p" —1)/(p—1)] referred to near 
the close of § 1. 

**) I avoid the use of the simplicity of the G° 


@ 8! 
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Hence the substitutions 1 of the G{ 
=? 
2 
47 on the 15 systems 0, leaving invariant the linear triadic system 


Ai;. These substitutions 4’ form a group oe holoedrically isomorphic 
—-§t 


induce 2 8! substitutions 


! 


2 
with the alternating G?  ; being of the order = 8! — Q(2*) this group 
33! » 
Gy. is exactly the whole group LH Gen of the linear triple or 


triadic system Af; (§ 1). Then a definite substitution 4/ transforms any 


set of four independent ordered 0,’ to any other such set. 

The alternating group of degree 8 and the linear homogeneous 
congruence group on 4 indices modulo 2 are, as has just been proved, 
holoedrically isomorphic. 

In any case of holoedric isomorphism between two groups it is 
convenient to have a correspondence of generators of the two groups. 

Now in the congruence group the six substitutions*) 


E, E, E, E, 
et es al ae as 111 
=e e Ss ae 1 
1111 sas Mat Pee 7 
:.84 ose 1111 8.9 
E, E, 
: & 11 
a 11 
1111 a 
.. 8% ca 


satisfy the relations 
I= BE} = ER, = (E, Eis) = (EB) 
(¢,i+1, j=1,2,...,6; i+1<)) 


where I denotes the identity-substitution. Hence**) the substitutions 
E,... FE, generate a group G{E,,..., E,} holoedrically isomorphic 


*) The substitution 


if = Gp, XH + Gig Lp + 9;3%3 1 Gig M (¢=1, 2, 8, 4) 
is denoted by the corresponding matrix of coefficients 
(9:3) j= 1, 2, 3, 4). 


**) Moore: Concerning the Abstract Groups ... (loc. cit,, theorems B and C). 
28* 
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with the alternating group on 8 letters a...h, and indeed by the 
correspondence of generators 


E, E, E, E, E, E, 
(ach) = (ab)(be) (ab)(ed) (ab)(de) (ab) (ef) (ab) (fg) (ab) (gh). 
The congruence group G* and its abstract-alternating sub-group 
8 


2 
G* {E,,..., E,} having the same order are identical. 
— $! 


We have then not only a generational correspondence between the 
holoedrically isomorphic congruence and alternating groups, but a 
new proof of the isomorphism. 


Of course the generators E,...E, might have been computed 
by the use of the linear Ai, in the 15 systems oF. They were 
however computed by direct comparative consideration of the congruence 
and the alternating groups. The entrance to the congruence group 
was made by the two substitutions 

Ch: & = &,, Uo = Xy, Hy = %, H— 1 +he, (h—0,1) 

which in fact are generators. (I find the one-parameter generator C, 

Ch Li = — Liar, = 2, +ha, (¢=1,2,...,4—1) 

of considerable value in the study of continuous and discontinuous 

linear groups of k-ary unimodular substitutions; the parameter h is a 

general quantity in the field to which the coefficients of the substitu- 
tions of the group are restricted). 

[Additions: July 15, 1898. 

A) I exhibit the determination of E,,..., E,. 

In the congruence group we have the relations 
(#) T= Ot =O" = (C088 = (GO)! = (G,G,"¥. 

Endeavoring to determine substitutions ¢,, c, of the alternating 
group on the eight indices 12345678 with the relations 
(#') t = 4! = €,'° = (€9¢,°)° = (cy e,")4 = (ey e,°)°, 

(where ¢ denotes the identity-substitution), we see that c,, ¢° = y' 
are of the types 
¢, = (12345) (678), ¢,> = ’ — (687), 
and that a solution {¢y, ’} of the relations 
t = C54 = (egy')® = (Cyy’*)4, y’ = (687), 
is of the type 
Cy = (1276) (34), y = (687). 
The corresponding ¢, is then d(678), where d and also d} =c,3=y"” 
are cyclic substitutions on the indices 12345. From the relation 


t= (cy"*)? 





we 








Vs 
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we find that 
y” = (12354) or (12453). 
Thus every solutions {¢,,¢,} of the relations #' is of the type 
Cy = (1576) (24), — e, = (12345) (678). 


Now these substitutions ¢), ¢, are generators of the alternating 
group. We find*) 


¢) = (1576) (24), ¢, == (12345) (678), a = ¢,° = (12345), 
b =," == (678), f= ba: = (518), 9 = fe = (128) 

h = ges = (128), k= bh? = (68)(72), 1 = ka = (68) (73), 
m= kl = (723), = kn = (68) (23): 


Hence 
e, =b = (678) —(68)(87), e.—k =(68)(72), e, =m = (68)(23), 
(== (68) (34), ¢, = me = (68)(45), eg = mas = (68) (51). 


These e,,...-,@, are (by the correspondence 68723451 = abcdefgh) 
the generators used in my generational determination of the alter- 
nating group. 

In the congruence group the E,, ..., E, computed similarly from 
the C,, C, are the Z,,..., EH, tabulated above. (Since the alternating 
group {¢,,..., €} is holoedrically isomorphic to the alternating group 
fer, ..., 65 + = {e, ..-, gfe), we need not here insist upon the fact 
that, if two literal substitutions s,, s, on the 8 a...h qua on the 
150 correspond to two linear substitutions S,, S,, then s,s, corre- 
sponds to S,8,). 

B) Tabie of one set of 15 triadically related quadruple systems 
O, with adjoined 4-idic notation {2,, %,, #5, z,} (mod. 2). 








O, {X,, Lp, Ly, X,} * % Ly Hs 74 

; g xx Mitte abe.f.ged.h| 0001 
abc.d.efg.h 1000 abd.e.cfg.h| 1001 
abe.d.fge.h 0100 abf.g.cde.h| 0101 
abe.d.gef.h 1100 abg.c.fde.h| 1101 
abd-e.fgc.h 0010 abg.c.efd.h| 0011 
abf.g.dec.h 1010 abd.e.gef.h! 1011 
abe.f.cdg.h 0110 abe.f.dge.h O111 
abg.c.def .h 1110 abf.g.ecd.h’' 1111 


The abcdefgh of the text are the ebagcdhf of this table.] 


*) it X, Y are elements of a group | denote by Xy the transform of X by Y, 
Xy = Y~'XY. 
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§ 7. 


8-valued tactical functions U; of the 15 letters of the linear triple 
system A,.. 


A tactical function F’ of the m letters of any tactical function F’* 
is said to be an s-valued function of those letters if under the sub- 
stitutions of the group G* belonging to F’* it takes in all s values. 


The group GY of the linear triple system A,, is holoedrically 
—8 
2 


! 


isomorphic with the alternating group G@} ; hence it has 8 conjugate 


2 


sub-groups G{° (and indeed no others) of index 8. An 8-valued 
>= 7 
2 


function of the 15 letters of the A,, belongs unter the G) to such 


= ot 


a group Gy . We shall exhibit three such 8-valued functions, 
= st 

We distribute to the 15 letters of the system A,, a notation 
depending upon 8 letters a...h, so that our triple system A,, has 
now the notation of the triadic system*) Al, (§ 6) in the 15 x. By 
tactical process within the A, we shall as it were solve this notation 
for the letlers a...h and thereby obtain the desired 8-valued tactical 
function. 

As a permissible change of this 8-letter notation of the A,, we 
may at will subject the letters a...h to any even substitution, 

With this understanding there will be no confusion if we adhere 
exactly to the phrasings of § 6. 

In the A,, the 15 letters, the 35 triples, and the 15 triple systems A, 
($1) are in the Aj;-notation the 15 quadruple systems O,’, the 35 
triads Zi, and the 15 triadic systems Ai of § 6. 

Two distinct triads T,{ are associated or separated, i. e., have or 
do not have a common (Oj, according as the corresponding separations 
S,, are associated or separated. [The corresponding triads Ti, of systems 
A, are simultaneously associated or separated. ] 

The triad 7’ — , is separated from the 16 triads 

Tie = , on etc. 


obtained by interchanging any two letters of the complementary 
quadruples abcd, efgh. Tg, and T;, are associated. 7';, and Ty, are 
separated. 


*) It is of course immaterial which of the two sets of 15 (J, be used here 
as set J. 
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5 mutually separated triads 7{ contain all the 15 systems O. With 
respect to one of them Z” = Tyyca.er,, such a set has the type 
T’ Ti. Tay Tig Tix, Or, in full notations, 

Feccs.cpes Tavenapen Tasestcen Tesogcetn Thavaouty- 
We denote this set of 5 separated triads 7. by Ui... There are 
56 Udse. Every Tésca.eygn lies in 8 = 2.4 Uj,. Every pair of 
separated 7’; lies in two Ujjx. 

Ui,, and U,,q have one triad Bintune in common. Uj,, and 
Ui,. have no triad in common. Uj,. and Vier have in common the 
two triads Tusey.acyn, Taben.defg- 

We denote by U,', the set of 6 Uj}, 

— Unre Usa Uare Use Uarg User — 
the only type of 6 Uj, having by pairs exactly one triad ij in 
common. 

Ud, and UZ, have Uj. in common. UJ, and UZ; have no Usi 
in common. 

We denote by U; the set of 7 Uj 

— Uay Uae Usa Use Vay Udy Ucn — 
the only type of 7 U,j having by pairs a Ujj, in common. 
Then these U; are 8-valued tactical functions of the 15 letters of 
the A,,; their groups are the conjugates under the G a of the Gy of § 4. 
2 2 
§ 8. 
8-valued tactical functions V;,’, V;” of the 15 letters of the linear 
triple system A,,. 

In the linear A,, 7 triples A, by pairs associated are the 7 triples 
either of an element or of a triple system A, (§ 1). In the Af;- notation 
an element quadruple system O¥¢ lies in the 7 triads 7,j corresponding 
to its 7 separations S,,, while a triadic system Aj contains the 7 triads 
T.{ corresponding to the 7 separations S,, of its associated 0”. 

The arrangement U,,, is (§ 7) a set of 5 mutually separated triads 
Ti, a triadic separation of the 15 systems Oy. 


Two sets U;j, are separated if their C,-suffixes have exactly one 
letter in common. 

7 mutually separated U,j, — involving without omission or repe- 
tition the 35 triads 74 — correspond to the 7 triples C;;, of a triple 
system A, in certain 7 of the 8 letters. We denote this set of Uj, 
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by VJ, and also (since every A, determines one 0, and every OD, by 
omission of a letter determines one A,) by Vii,. Thus 


I 7I 
V4, {abc.d.efg} — Vi, {abe.d.efg.h} . 


The set Vics determines the system A,, completely and is in- 


variant under the sub-group Ges (4, DO.) of the G® , which in the 


— 81 
2 


G* corresponds to the Gics leaving the triple system A,(i, Oy) in- 


valhial. Hence (by the concluding statements of § 4) according as 
the Vic, ave-a-efy-n} Jepends notationally on a quadruple system O,{ } 
of set I or II the Gigs(h,O,) leaves invariant the element quadruple 
system Co; or the triadic system A} associated to the corresponding 
system Oi’. We say that the V; on Ate are of type I, II re- 
spectively. j 

We must show how in the A,, the set Vi Ch{ade-d-efg-h} deter- 
mines tactically the O%{ } or the A7{ }. 


I I 
Vii sp {abe-d-efg-h} is the set Vase eae Vara Uses Uv'eg a Weer « 

I I . ; 

ave Uaae have no common triad, and every triad of one is associated 


with three and is separated from two triads of the other. | write for 
the moment for Taved-efgn simply Pn Ot y etc., so that 


I ' ” 
one _— Tavea Boon | Taves A tdi 


I I WT 
ae — Tades + ed lec a 


where | have already indicated a separation of each set Uy of 5 triads 
Ti into 5=2-+ 3 triads; this separation whose notational basis is 
obvious has this tactical basis, — a Ti, of the 2 or the 3 of either 
Uz is associated with the various Ti, of the 3 or the 2 of the other U;. 


The distribution of the 15 systems C2 over the two sets Ul,. Uz, is 
conveniently exhibited by the diagram 


- 2 
. 8 

* * 

. = * 

ee 7 


in which the line-triads are those of Uj,, and the column-triads are 
those of UZ... In the 6 separations of Ui. into a 2 and a 3 with 
respect to the 6 remaining Ui of the Vis, Ch (aderd-efg-n} the triad 


I I 
Taver — Tavch-defg 
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is the only one in each case in the 3. Hence in the Via (ade-d-efg-h} 
we have tactically determined in each Us a Th: these 7 Th, correspond 
to the separations S,, of the O, {abe.d.efg.h} and hence are in the 
A,, by pairs associated and so have in common the element quadruple 
system Oi { } or lie in the triadic system A7{}, according as the 
D,{ } is of set I or II. 

There are in all 240 — 8.30 such sets V4 or Vii. These are 
of two essentially distinct (but reciprocal) types I, IT. The 120 of 
each type are conjugate under the G? of the A 


— 8! 
> °! 


13° 

[ Addition: July 15, 1898, 

The linear A,, being given in any notation, we may distribute 
to its 15 letters the 8-letter notation of the linear triadic system A,,, 
for instance, by introducing first (by means of doubling relations) the 
4-partite notation X = {x,, x, x;, aw} of § 1, and then by using the 
table at the close of § 6. This is in practice the convenient process. 

However we must observe that from any such 8-letter notation 
every such notation is derivable by substitution on the 8 letters a...h. 
For — 

The UJ of § 6 is a tactically well-defined 8-valued tactical function 
of the 15 letters of the A,,. We construct the 8 conjugate functions U 
and assign them arbitrarily the notation Uj (i=a...h), and at once 
tactically determine (by the reversal of the process of § 6) the 28 tactical 
functions Ui and then the 56 Use, and from the Uije the 240 Vin, (§ 8). 
Oi these V;44, 120 by eights tactically determine (§ 8) the 15 letters 
of the A,, and thus assign to them their 8-letter notation Of. (In 
this assignment of the 8-letter notation the superscript J receives 
8-letter meaning only at this final stage). 

Having given to the 8-letter notation in general this tactical basis 
we need to determine only notationally our 8-valued tactical functions 
vi, VE 

The set of the 8 Vij, )(i =a...h) related*) to the same Dj or 
Aj involves all 56 Ujjz. We denote this set by Vi4,;}. 

The set of the 15 Vi,-,,) having in notation the same h and 
the 15 O,{ } of set J or IT we denote by Vi’ or Vi". These 
15 Vig, or V4, determine a linear triadic system A,, depending upon 


the sets Ujj, (i,j,k = a...g) just as the A,, of the 15 A, in a...g 
depends upon. the triples ijk (§ 4). 


*) That every set of 8 V/ - which involves all 56 U/., is so related I 
h , 4 y #,Os{ } ijk 
ave not proved, 
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[As to these V7 and V/" (i= a...h) we notice that if 15 
systems A, each in 7 of the 8 letters a ... h form a linear triadic 
system, in which the three systems of a triad have a common triple 
and every triple actually occurring determines such a triad of systems 
having by pairs only that triple in common, and in which the three 
triples common to a system and the respective three systems of a 
triad (not containing the system) are three triples having a common 
letter, then the 15 systems A, involve only 7 of the 8 letters and form 
one of the two sets of 15 systems A, in those letters. The proof of 
this I merely sketch. Two systems A, involving all 8 letters and having 
exactly one triple in common are of the type 


A, {abe.g.def}, A, {abce.h.efd} or A,{abe.h. fade}. 
A first triad of systems in all 8 letters is of the type 


AM = A. {abe.g.def}, AM®=—A,{abe.g. efd}, 
A®=A,{abe.h.fde}. 
A second triad containing A is then of the type 


AX =A, {acf.g.abc}, AV =A, {acf.g.cdd}, 
A® = A, {aef.h. bed}. 


It is now impossible to extend these two associated triads to a triadic 
system A, {AMAMA® AM, AP AMAM} in which AMAMA® have 
the common triple afg. Hence the 15 A, must involve only 7 of the 
8 letters. } 

These Vi" and Vi" are our second and third 8-valued tactical 
functions of the 15 letters of the A,,. 

Thus the 120 Vj, of each type separate into 15 sets V4, of 8 each 
and again into 8 sets Vi of 15 each. Vitor and Vj?" have in 


common exactly V7 aera 
We have exhibited three 8-valued tactical functions U;, V7", Vi” 
of the 15 letters of the A,,. Any one of these 24 arrangements being 


made up of all the triads 7i4 (with repetitions) determines the A,, 
uniquely, 
As tactical affect function of the 15 A? under the alternating 


a‘ in the letters a... g (§ 4) we may select U;, Vi‘ or Vi”, whereas 
- 7! 
2 


as affect of the 15 Of under the alternating GS in the letters a...h 
— 8! 
2 


(§ 6) we have with Jordan the linear AZ. 
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§ 9. 
Kirkman’s fifteen school-girls problem. 


This problem is in effect to determine, first, all triple systems A,, 
in 15 elements, and, second, for every system A,, all separations of 
the 15 elements into 5 triples of the system, aud, third, for every 
A,, all separations of the 35 triples into 7 such sets of 5 triples. 
(In the original problem only those determinations first, second were 
sought which led to effective determinations third). 

It is obvious that for the linear triple system A,, we have in § 8 
obtained the complete solution of the problem in a form hardly subject 
to improvement, Using the 8-letter Af{;-notation: There are 56 sets 
Uiix of 5 separated triples of elements 0 conjugate under the G’° 


— 8! 
2 


and respectively invariant under 56 groups Gio. There are 240 sets 
Vi, of 7 separated Uji,; these are of two essentially distinct types; 
the 120 of type I are peculiarly related to the Oj-elements and 
the 120 of type II to the Al -triadic systems of the Ais; the 120 of 


each type are conjugate under the GS and respectively invariant 


under 120 groups Gi,. There are 30 sets Vi, of 8 separated 
Vin, (i= a...h) involving all 56 Uji; these are of two essentially 
distinct types; the 15 of type I correspond to the 15 Di{-elements and 
the 15 of type JJ to the 15 A} - triadic systems of the Ais; the 15 of 
each type are conjugate under the Ge. and respectively invariant 


2 
2 


~ 15 
under 15 groups Gs° 1s. 


The principal contacts of the Kirkman problem papers of Wool- 
house, Power, and Carpmael — cited and in general terms characte- 
rized in the Introduction — with the results of the present theory 
may in conclusion be briefly indicated. 

Woolhouse (1863) and Carpmael (1881) formulated and carried 
into partial execution each his own plan for a systematic exhaustive 
enumeration of all classes of Kirkman solutions, 

Woolhouse (1862) found, as the only types of Kirkman solution 
in the 15 letters h1...7 1°... 7° which is invariant under the sub- 
stitution (h) (1234567) (1'2'3'4'5'6'7') and whose A,, contains a A, 
in the letters 1... 7, the solutions containing respectively the follow- 
ing separations of the 15 letters into 5 triples: 
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hiTv hiv ha7vv 
124 124 124 
(1) 3 25) (2) 346 (3) 315 
5 16 577 5 4’ 6’ 
634 615 6273. 


We see that the triple systems A‘? AY? of the Woolhouse Kirkman 
solutions WW) are identical and linear, and that W“ We), depen- 
ding (in the sense of § 8) upon the element h and the system 
A, {124.7 . 365} respectively, are of our types I II 

(Vigy Vion (S 8) , 
and further that the system A{} is not linear. Furthermore we know 
that for the linear A,, there are no other types of Kirkman solution. 

Woolhouse, recognizing the equivalence (perhaps not the identity) 
of A AY exhibited the W") W® in new notations with identical 
AYA? and gave tactical discriminations between the W®) W), thus 
educing the fundamental element of W™ and the 7 fundamental triples 
of W®) (but without noticing that they constitute a A; of the A,,). 
Using our notations: he further tabulated (the) 56 sets Uji, and indeed 
displayed them in a set Var of 8 separated Kirkman solutions Vig 
of type I connected with a particular element O{, and stated that 
this could be done with respect to each of the 15 elements. Thus he 
had the 120 Vey of type J well in mind. He affirmed that each 
Vic gives rise (in a manner not indicated) to 8 Vin of type IJ, 
and thought (erroneously) that the resulting 960 Von are distinct. 

Power (1867), working, independently of Woolhouse, with a 
triple system A,, (due to Horner and Cape), in fact the linear A,,, 
tabulated the 56 U;j, and computed (correctly, but without adequate 
proof) as 240 the number of Kirkman solutions V/;,. 


The University of Chicago, Jan. 23, 1898, 
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Neue Grundlagen der Gruppen- und Substitutionentheorie. 
Von 


P. Hoyer in Burg b./Magdeburg. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Abhandlung werde ich darlegen, in welcher 
Weise die Gruppen- und Substitutionentheorie auf die von mir ent- 
wickelte Theorie des Zusammenhanges in Reihen (Math. Ann. 42) zu 
stiitzen ist. Es geschieht dies dadurch, dass den Substitutionen gewisse 
Reihen zugeordnet werden und auf diese Reihen der in meiner Ab- 
handlung ,,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungs- 
aufgaben“ (Math. Ann, 50) entwickelte Begriff des charakteristischen 
Functionensystems einer Reihe iibertragen wird; doch soll, da dieser 
Begriff hier von der Reihenvorstellung unabhingige Bedeutung gewinnt, 
er unmittelbar im Anschluss an den Substitutionenbegriff entwickelt 
und vorangestellt werden. Damit gestalten sich die Fragen nach der 
Beschaffenheit mehrerer Substitutionen oder einer Gruppe derselben 
zu Fragen nach der Beschaffenheit dieser Reihen bezw. Functionen- 
systeme. Ich werde dies im ersten Theile nachweisen an der Unter- 
suchung des Grades der Transitivitit, der Ordnung einer Gruppe und 
der gréssten Anzahl von Elementen, die von den Substitutionen einer 
Gruppe ungeiindert bleiben kénnen, ohne dass die tibrigen ungeiindert 
bleiben. Ich werde zeigen, wie durch die Benutzung der Ergebnisse 
meiner letzten Abhandlung die Fragen nach diesen Zahlen sich zu 
rein analytischen Fragen nach dem Grade gewisser Determinanten ge- 
stalten, und werde alsdann den ersten Theil mit der Entwickelung der 
Functionalgleichung schliessen, welche die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir darstellt, dass mehrere gegebene Substitutionen eine 
Gruppe bilden. 

Im zweiten, z. Th. als Anwendung des ersten zn betrachtenden 
Theil zeige igh sodann, wie die Untersuchung der verschiedenen 
Formen gleichwerthiger Producte, die sich aus gegebenen Substitu- 
tionen bilden lassen, auf’s Engste mit der Gruppentheorie verknitipft ist. 
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Erster Theil. 


Von den Substitutionengruppen. 


§ 1. 


Q,%.++ ay 
eine Substitution der N-Elemente a,, a,... ay bezeichnet, durch welche 
die Elemente a,, a,...ay der Reihe nach durch a,, a,’ .. . ay ersetzt 
werden, wenn a,', a, ...ay dieselben Elemente a, ... ay in gewisser 
Reihenfolge sind. Es seien ferner durch 2,, 2... %y N unbeschrinkt 
Veriinderliche, durch den Buchstaben C mit irgend welchen Indices 
unbestimmte Constante und durch 4,, 4,...4y N von einander ver- 
schiedene positive ganze Zahlen bezeichnet. Wir bilden dann die 


Function 
D(x, 2%... 2y) = > Coa cey:++0 %q, fs af’ - ae, 
(@1 > *@m) 
(m < N) 
indem wir die Summation iiber alle N(N—1)...(N—m-+1) Ver- 
bindungen (@,, @ ...@») der Zahlen 1,2... N erstrecken, in denen 
die Zahlen @,, @, ... @ , von einander verschieden sind. Auf diese 


. ay ee ee @,' Wy... Sy 
Function wenden wir die Substitution 


Es sei durch 


) an, indem wir 
H, Hy... Hy 


unter 2,', @...%y die Veriinderlichen z,, 2... 2y in derselben 
Reihenfolge verstehen, in der die Elemente a,, a, ... ay durch 
@,', dy... @y bezeichnet sind. Dadurch geht die Function O(a, ... #y) 
iiber in O(z,'... ay). Soll 
(1) O(a, ... ty) = O(a,’... ay) 
sein, so miissen die Coefficienten C,,....,, gruppenweise einander gleich 
sein. ¢,, sei die Anzahl dieser Gruppen gleicher Coefficienten. Wihlen 
wir aus jeder dieser Gruppen einen Coefficienten aus, und bezeichnen 
wir die so erhaltenen Coefficienten kurz durch C,, C, ...C;,,,, 80 er- 
halten wir als Folge der Gleichung (1) die Gleichung 

t 
(2) O(2,...2%y) = Ps Cap (a... 2y), 

a=l 
in der jede der ¢,, Functionen gp) (a,...#y) (@=1...¢,) eine Summe 
von Termen von der Form ahah ... a’ ist. Die so definirten 


m 


Funetionen g(™ (2... 2y) («= 1... ¢t,) bezeichnen wir als die der 
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Substitution S, entsprechenden Functionen me Ordnung und die Ver- 
iinderlichen 2, ... ay in ihnen als die den Elementen a, ... ay in S, 
entsprechenden Veranderlichen. 


Ist 
Se 
8,=( 1 G8 B 


Q@,;@, ... Gy 


eine zweite Substitution derselben Elemente a, ... ay, so lassen wir 
den Elementen a,, a, ... ay in S, eine zweite Reihe von Verinder- 
lichen %y+41, Xy42... %y entsprechen, und kénnen alsdann der Sub- 
stitution S, eine Reihe von Functionen m'*" Ordnung von wy41... %2y 
in derselben Weise entsprechen lassen, wie wir vorher der Substitution S, 
eine Reihe von Functionen m'* Ordnung von 2, ... 2y entsprechen 
liessen. Bezeichnen wir nimlich wieder durch wvy+1, %y+2... @zy die 
Veriinderlichen wy41, 2y42--. %2y in derselben Reihenfolge, in der 
die Elemente a,, a... @y durch a,”, a,” ... ay in S, bezeichnet sind, 
” ”” ” 
- : er tn+1%y+42-.- Xen 
und wenden wir darauf die Substitution ( an auf 
tn+1%y+2.-. Xen 
die Function ®(vy+1...%2y), so ergiebt sich als Folge der Gleichung 
®(xy41...%2y) = O(xy41...2¢y) eine Gleichung von der Form: 


m 
(m 


‘ 
@(ay41.-. ey) ee Ca Piya (tn+1 o+0 Men), 


@=ni 


in der die Coefficienten C.(a@—1...¢,) von einander verschieden und 


die Functionen g{"), ,(%v41-++%2~) (@=1... tm) die der Substitution S, 


entsprechenden Functionen m'* Ordnung sind. 

Sind daher S,, S,...S, @ Substitutionen der Elemente a,, a,...a@y 
und lassen wir den Elemenien in diesen Substitutionen resp. die @ Reihen 
von Veranderlichen 

x, Ly ~0- Oy 


@n+1 ty+2 -.. Hen 


Lg—1)N+1, Ve—1)N+2-+-- Len 


entsprechen, so ergiebt sich zu jeder der Substitutionen S,... S, eine 
entsprechende Reihe von Functionen m' Ordnung der entsprechenden 
Reihe von Veriinderlichen. Das System aller auf diese Weise erhaltenen 
Functionen stellt ein System von Functionen der simmtlichen Ver- 
inderlichen 2, ... gy dar, und wir bezeichnen dasselbe demgemiiss durch 


pi) (x, = . Xen), og” (x, ae Lyn) ji tN (a, phe Lev) . 
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Fiigen wir zu den Functionen dieses Systems noch die N(N—1).. 


..(N—m-+1) Funetionen Y¢,4,...,,(%---%gw), die wir aus der 
Gleichung 


e—1 
— >’ yh 2 atm 
Dery cry +++ Om — hyo, “ene, —- i N+am 


k=0 


erhalten, wenn wir fiir (@,@,...@) alle Verbindungen der Zablen 1... N 


setzen, in denen die Zablen a@,, a ... @m verschieden von einander 
sind, so stellt das erhaltene System von N(N—1)...(N—m+1)+r1,, 
Functionen ,,das charakieristische Functionensystem m‘ Ordnung“ dar, 
das zu den Substitutionen S,...S_ gehort. 

Die Functionen des charakteristischen Functionensystems sind 
danach Summen, deren Addenden einer Reihe von 9 N(N—1).. 
-- (N—m-+1) Producten von der Form af ap... ao angehoren. 
Wir kénnen jede dieser Functionen als eine lineare homogene Function 
dieser siimmtlichen Producte ansehen, in der die Coefficienten die 
Werthe 0,1 haben. Das System dieser Coefficienten ist alsdann die zu 
den Substitutionen S,...S  gehérige ,,Charakteristik m* Ordnung“. 


§ 2. 

Jeder Veriinderlichen %y+. in dem charakteristischen Functioven- 
system m'** Ordnung, das zu den Substitutionen S, ... S, der Ele- 
mente a,...ay gehort, entspricht zufolge § 1 ein Element a,, jedem 

a ea : a . , 
Product «ap... a," kénnen wir daher eine Verbindung ay, ay, -- - 4, 

m 
der Elemente a, ... ay entsprechen lassen, in der 

k, =k,(mod. N), k,'=k,(mod. N) ... kn = km (mod. N) 
ist, und jeder Summe solcher Producte endlich kénnen wir einen 
Complex solcher Verbindungen entsprechen lassen, von denen jede die 
entsprechende eines Termes der Summe ist. Lassen wir in dieser 
Weise in dem charakteristischen Functionensystem der Substitutionen 
S,... 8, einer jeden der Functionen pe” (a, ... Lon) (@=1...T,) einen 
Complex A™ von Verbindungen der Elemente a, ... ay entsprechen, so 
erhalten wir eine Reihe 
(m) ,4(m) (m) 
Ay Ay”... Ag, 

in deren Gliedern A”), AS” ... F hag somit die Verbindungen ohne 
Wiederholung m‘* Klasse der Elemente a,... ay als Elemente ent- 
halten sind. Diese Reihe ist die zu den Substitutionen S, ... Sp ge- 


hérige ,,Reihe mm" Ordnung“. Wie aus § 1 meiner Abhandlung 
» Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungsaufgaben“*) 


*) Math. Ann. Bd. 50. 
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unmittelbar ersichtlich ist, ist das charakteristische Functionensystem 
dieser Reihe nichts anderes, als das in § 1 definirte charakteristische 
Functionensystem m'** Ordnung der Substitutionen S, ... Sp. 

Entspricht die Function o™)(a”,...a)y) des charakteristischen 
Functionensystems der Substitution Ss, so enthilt sie zufolge § 1 alle 
diejenigen Terme, die aus einem ihrer Terme 


xh 


Am 
G—y wee “—wtm *** TBH) Why 


durch wiederholte Anwendung einer Substitution entstehen, welche die 
Veriinderlichen 2g—1)w+41, %g—1)w+2 --. %gw ebenso vertauscht, wie 
die Substitution Sz die entsprechenden Elemente a,, a,....ay- Ist daher 


G,' a, ... ay a," a"... ay 
8, = (“ 2 ), s3—(“ 2 )-: 
GG, -.- ay Ay A, -+- Oy 
so enthalt das der Function o”)(2,... 4) entsprechende Glied A™ der 
Reihe m‘*t Ordnung alle verschiedenen Verbindungen von der Form 


, , it, ” 
Ak, - ++ Akny Ak, - + ~ U Ak, +++ Ukny ees 


m? 
Bezeichnen wir durch 
( (m) (m) 
py, py .-. yey 1) ++» (N—m+1) 
alle Verbindungen m'** Klasse ohne Wiederholung der Elemente a, ... ay, 


und wenden wir auf die Reihe dieser Verbindungen die Substitution 
Ss an, so geht jede Verbindung 


MR) scene 
P. Ap, Ak, + + » Ak, 


iiber in eine andere 


mn Po , , , 
pm) = Ak, Ai, ++ + Ak, 


Es entspricht also der Substitution S, eine Substitution der Elemente 
PY, PY) «++ Py _y)...~y—-m4ay: Wird diese Substitution in ihre Cir- 
cularsubstitutionen zerlegt, so stellen die Elementencomplexe dieser 
Circularsubstitutionen die der Substitution Sz entsprechenden Glieder 
in der Reihe At” AS” ... AY” dar, d.h. diejenigen Glieder, welche den 
der Substitution Ss entsprechenden Functionen g”)(x,...%gy) des 
charakteristischen Functionensystems entsprechen. Daraus geht her- 
vor, dass die Reihe, deren Glieder die Elementencomplexe der Circular- 
substitutionen von S,... Sp selbst sind, nur einen speciellen Fall der 
Reihe mte* Ordnung darstellt, niimlich die Reihe erster Ordnung. Sind 
My, % ..+ Mm die Ordnungen derjenigen Circularsubstitutionen von S, , 
welche resp. die Elemente a;,, a, -.. ax,, der Verbindung ay, a%, ... M%,, 
enthalten, wenn wieder durch aya, ... a, eine Verbindung in einem 
der Substitution Sz entsprechenden Gliede AY” der Reihe m' Ordnung 


Mathematische Annalen. LI. 29 
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bezeichnet wird, so ist die Anzahl der in A” enthaltenen Verbindungen 
gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Zahlen 


ee ee 


§ 3. 

Ist die zu den Substitutionen S, ... Sp gehérige Reihe m'* Ord- 
nung transitiv, so kann man zufolge § 2 jede Verbindung ohne 
Wiederholung m'* Klasse der Elemente a,...ay in jede andere solche 
Verbindung durch wiederholte Anwendung der Substitutionen S, ... 8, 
iiberfiihren, es ist also die durch die Substitutionen S, ... S, bestimmte 
Gruppe mindestens m-fach transitiv. Ist umgekehrt diese Bedingung 
erfiillt, so sind auch je zwei Verbindungen in der Reihe m'** Ordnung 
zusammenhingend, d. h. die Reihe met Ordnung ist transitiv. In dem 
charakteristischen Functionensystem der Reihe ist alsdann nur eine 
Function von den iibrigen abhingig*), und die nach Fortnahme einer 
beliebigen Function des Systems iibrigbleibenden Functionen sind von 
einander unabhingig. Es giebt also im System der Subdeterminanten 
der Charakteristik nicht verschwindende Determinanten, deren Grad 
um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Functionen des charakteristi- 
schen Functionensystems. Ist dagegen die Reihe intransitiv, so sind 
wenigstens zwei Functionen des charakteristischen Functionensystems 
von den iibrigen abhingig, das System der Subdeterminanten enthilt 
also keine nicht verschwindende Determinante, deren Grad nur um 
Kins kleiner ist, als die Anzahl der Functionen. Man erhilt damit 
als analytisches Kriterium fiir die Bestimmung des Grades der Transi- 
tivitit einer Gruppe den Satz: 

Ist der hichste Grad der nichtverschwindenden Subdeterminanten 
der Charakteristik m*" Ordnung, die zu gegebenen Substitutionen S, .. . Se 
gehirt, wm Eins kleiner als die Anzahl der Functionen des zugehdrigen 
charakteristischen Functionensystems m‘” Ordnung, so ist die durch die 
Substitutionen S, ...S_ bestimmte Gruppe mindestens m-fach transitiv; 
ist ausserdem die Charakteristik m” Ordnung unter den zu 8, ... Se ge 
hérenden Charakteristiken diejenige hichster Ordnung, welche dieser 
Bedingung geniigt, so giebt die Zahl m den Grad der Transitivitat der 
Gruppe an. 


§ 4. 
Ist der Grad der Transitivitét der durch S,... S, bestimmten 
Gruppe gleich m, so miissen zufolge § 3 die zu S,... Sp gehorigen 
Reihen von der Keihe (m- 1) Ordnung an aufwiirts intransitiv 


*) ,,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungsaufgaben“, § 2. 
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werden. Zufolge § 2 enthilt dann jede transitive Gruppe der Reihe alle 
diejenigen Verbindungen, die sich aus einer ihrer Verbindungen durch 
wiederholte Anwendung der Substitutionen S, ... Sp herleiten lassen, 
und auch nur diese Verbindungen. Dies gilt also auch von der Reihe 
N‘* Ordnung. Die Verbindungen, welche die Elemente der Reihe 
N* Ordnung bilden, sind die simmtlichen Permutationen der Ele- 
mente a,... ay. Da es nur eine Substitution der Gruppe giebt, die 
eine solche Permutation in eine andere iiberftihrt, so ist die Anzahl 
der Elemente jeder transitiven Gruppe der Reihe N‘ Ordnung gleich 
der Anzahl der Substitutionen der Gruppe, also gleich der Ordnung v 
der Gruppe, und die Anzahl ry der transitiven Gruppen der Reihe 
N! 


N‘« Ordnung ist folglich gleich dem Index ¢ der Gruppe = ~~- Be- 


zeichnet ferner v, die Ordnung der Substitution S,, so enthilt zufolge 
§ 2 jedes S, entsprechende Glied der Reihe N' Ordnung v, Per- 
mutationen, da ve das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von den 
Ordnungen der Circularsubstitutionen von S, ist. Die Anzahl der S, 

_— ‘ inne. at . : 
entsprechenden Glieder ist mithin =~, und ebenso gross ist also die 


a 
Anzahl der S, entsprechenden Functionen (a, ... gy) im charak- 
teristischen Functionensystem N' Ordnung, Ausser diesen 
N! 
%@ 
Functionen PN) (ay . ++ Zev) enthilt das charakteristische Functionen- 
system Net Ordnung noch N! Functionen Dn) ay (21+ Cen) (§ 1), 


N! N! 
et a bet 


so dass die Anzahl aller Functionen des charakteristischen Functionen- 
systems N'e Ordnung gleich 


! ! ! 
sie ke ek eet 
ist. 

Bezeichnet nun allgemein r die Auzahl der transitiven Gruppen 
des charakteristischen Functionensystems einer beliebigen Reihe, » die 
Anzahl der Functionen des Systems, so ist stets der héchste Grad der 
nicht verschwindenden Subdeterminanten der Charakteristik gleich 
n—r. Denn liasst man aus jeder transitiven Gruppe eine Function 
fort, so sind die iibrigbleibenden Functionen linear unabhiingig, es 
giebt also nicht verschwindende Subdeterminanten der Charakteristik 
vom Grade »—~r. Liisst man aber weniger als r Functionen fort, 
so finden sich unter den iibrigen die Functionen wenigstens einer 
transitiven Gruppe vollstiindig vor, und da diese linear abhingig von 
einander sind, so ist jede Subdeterminante der Coefficienten der iibrig- 
bieibenden Functionen, deren Grad gleich der Anzahl! dieser Functionen 


29" 
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ist, also iiberhaupt jede Subdeterminante, deren Grad grésser als n—r 
ist, gleich Null.’ Wenden wir dies auf die Reihe N‘ Ordnung an, 
so ergiebt sich als analytisches Criterium fiir die Bestimmung des Index, 
bezw. der Ordnung einer Gruppe dem Vorangehenden zufolge der Satz: 

Beseichnet k den hichsten Grad der nicht verschwindenden Sub- 
determinanten der Charakteristik N“" Ordnung, die zu gegebenen Sub- 
stitutionen S,...S_ von N Elementen gehort, so ist der Index der durch 
diese Substitutionen bestimmten Gruppe 


‘ N! N! N! 
(am } > + <A a 


WENN V,, V,... Ue die resp. Ordnungen der Substitutionen S, .. . Sp sind. 


§ 5. 

Gehen wir von der Reihe N‘* Ordnung zuriick zu Reihen niedrigerer 
Ordnung, so wird im allgemeinen die Anzahl der transitiven Gruppen 
abnehmen, bis sie schliesslich fiir die Reihe m'e* Ordnung gleich 1 wird, 
wenn die durch S, ... Sp. bestimmte Gruppe m-fach transitiv ist. Denn 
gehéren die beiden Verbindungen ag, ... aa, wnd ap,... ag, Zwei ver- 
schiedenen transitiven Gruppen der Reihe w'** Ordnung an (u < N), 


so gehéren auch zwei Verbindungen von der Form dg, .. - Ge, da 


f ae 
a ee = aa es 
und ag,... a, 4,,, Zwei verschiedenen transitiven Gruppen der Reihe 
(w+ 1) Ordnung an, da eine Ueberfiihrung von ag, ... Gay Vays in 
@g,--- 4,4 ,,, durch wiederholte Anwendung der Substitutionen 
S,...S_ auch eine Ueberfiihrung von ay, ... Ge, in ag, - .- ds, in sich 
schliesst. Es ist also jedenfalls die Anzahl der transitiven Gruppen 
der Reihe w'* Ordnung nicht grésser, als die der Reihe (u+1)'* 
Ordnung. Knthilt ferner die durch S,...S, bestimmte Gruppe ¢,' 
Substitutionen, welche die Elemente a,,... a, ungeindert lassen, so 
enthalt jede transitive Gruppe der Reihe N‘e Ordnung, die eine Ver- 
bindung von der Form az,... Ge, Ga,1,++- Gey enthalt, genau e,“) 
Verbindungen, in denen die ersten uw Elemente die Verbindung dg, ... de, 
bilden. Da es nun (N— 4g)! Verbindungen ag, ... Bay Vays > +» Fay 
giebt, in denen die Reihe der ersten uw Indices die Reihe der Zahlen 
(N—un)! 
ei) 

transitive Gruppen der Reihe N'" Ordnung, welche wir als entspreclend 
der die Verbindung de, ... Ge, euthaltenden transitiven Gruppe der 
Reihe w'* Ordnung ansehen. 

Ist ferner ag, ... as, eine zweite Verbindung dieser transitiven 


Gruppe, so enthailt auch jede ihr entsprechende transitive Gruppe der 


a... ist, so giebt es solche Verbindungen enthaltende 
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Reihe N'e' Ordnung Verbindungen ag, ... Ms, %y1,+++4py, in denen 
also die Reihe der ersten w Indices die Rethe der Zahlen B, ... Bu 
ist, d. h. die Bestimmung der einer transitiven Gruppe der Reihe ute 
Ordnung entsprechenden transitiven Gruppen der Reihe N'*' Ordnung 
ist unabhiingig von der Wahl der Verbindung ag,...de,. Gleiches 
gilt folglich auch von der Anzahl der Substitutionen, die die Elemente 
@a,,+++@q, einer Verbindung der transitiven Gruppe einer Reihe un- 
geiindert lassen, dem ,,Exponenten“: der transitiven Gruppe. Ist nun 
r, die Anzahl der transitiven Gruppen der Reihe w'** Ordnung, und 
sind ef)... et) die Exponenten dieser transitiven Gruppen, so ergiebt 
sich fiir die Anzahl aller transitiven Gruppen der Reihe N'e Ordnung 
oder den Index der durch S,...S, bestimmten Gruppe 


ae (N—p)! 
ee Po a 
Ce 


a=l 
oder fiir die Exponenten ej")... oe besteht die Gleichung 


"u 


1 Z 
(a) P wo = (Noa)! 


a=1 


Ist die durch S,...Sp bestimmte Gruppe m-fach transitiv, so liefert 
diese Formel fiir w = m die bekannte Formel 
1 i _—N(N—1)... (N—m+1) 


(b) 


em) (N—m! v , 
wenn v die Ordnung der Gruppe ist und e™ die Anzahl der Substi- 
tutionen, die m Elemente ungeiindert lassen. Ist anderseits 
elt —_— el) ani is 9 kl et) a ‘ 
“ 
giebt es also in der durch S,...S, bestimmten Gruppe ausser der 
Identitit keine Substitution, welche w Elemente ungeindert lisst, so wird 


Tu 


' ; = yi- a 
(e) ~~ a (N=)! 


a==1 
und aus (b) folgt alsdann 


(N — m) ! 


f ] Co _ 4 k » 
) , T,(N— a)! 


Ist dagegen eine der Zahlen ef“)... ee von 1 verschieden, so giebt 


es in der durch S, ... Sg bestimmten Gruppe ausser der Identitit 
Substitutionen, welche w Elemente ungeiindert lassen, alsdaun ist 
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Tu 
1 
Vu ” elt) ’ 


emi © 
also: 
. a 
) > Wow 

Wir erhalten somit als analytisches Kriterium fiir die Bestimmung 
der gréssten Anzahl von Elementen, die durch die Substitutionen einer 
Gruppe ungeindert bleiben kénnen, ohne dass auch die tibrigen Ele- 
mente ungeiindert bleiben, sowie fiir die Bestimmung der Anzahl der 
Substitutionen, welche m Elemente einer mindestens m-fach transitiven 
Gruppe ungeiindert lassen, den Satz: 

Bezeichnet r,(u—=1...N) die Anzahl der transitiven Gruppen 
einer Reihe u' Ordnung, die zu gegebenen Substitutionen S, ... Sp 
gehort, so ist 

ru(N — ua)! > ry, 
oder 

r,.(N — w)! = ry, 
je nachdem die durch S, ...S, bestimmte Gruppe ausser der Identitit 
Substitutionen, die u Elemente ungedndert lassen, besitet, oder nicht 
besitzt. Ist die Gruppe mindestens m-fach transitiv und ist e™ die 
Anzahl der Substitutionen der Gruppe, die m Elemente ungedndert 
lassen, so folgt aus ry(N--w)!=—ry zur Bestimmung von e™ die 
Gleichung 
(N—m)! 


ei) — = ‘ 
r,(N— uw)! 


Dabei ist, wie in § 4 gezeigt wurde, durch die Anzahl , der 
Functionen des charakteristischen Functionensystems w'* Ordnung und 
den héchsten Grad k, der nicht verschwindenden Subdeterminanten 
der Charakteristik we" Ordnung die Anzahl r, =”, — ky, (u=1...N) 
der transitiven Gruppen der Reihe u'® Ordnung bestimmt. 


§ 6. 


Die Elemente jeder transitivea Gruppe der Reihe N' Orduung 
werden von allen solchen Permutationen der Elemente a, ... ay ge- 
bildet, die durch die Substitutionen der durch S,... S, bestimmten 
Gruppe in einander iibergehen. Es miissen also die Elemente der- 
jenigen transitiven Gruppe, welche unter ihren Elementen die Permutation 
a,a,...a@y enthilt, die der Substitutionengruppe entsprechende Per- 
mutationengruppe bilden, durch die also die Substitutionengruppe selbst 
unmittelbar gegeben ist. Die Bestimmung der transitiven Gruppen der 
Reihe aber erfolgt analytisch durch Aufstellen der Gleichungen, die 
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zwischen den unbestimmten Constanten C stattfinden miissen, damit 
die Identitat 


tv 
(1) De Coa. 0y Voy (Xt + - Lev) = Py Cu Pa (XL; . ++ Zen) 


(1° ** @y) a=! 


zwischen den Functionen des charakteristischen Functionensystems 
N' Ordnung besteht. Das Bestehen dieser Gleichung verlangt, dass 
die Coefficienten -C gruppenweise einander gleich sind. Alsdaun be- 
stimmt jede Gruppe gleicher Coefficienten der Functionen ~ durch 
ihre Indices die Elemente einer der transitiven Gruppen der Reihen 
N‘* Ordnung, und die dieser Coefficientengruppe gleiche Gruppe der 
Coefficienten der Functionen gm bestimmt ebenso die Glieder dieser 
transitiven Gruppe. Ist daher 


C =C peme> = CO wy) w1) v-1 
12---N 0; G++ a ay ) al” "ay ) 
’ 
= Ca: = Ce am ee: a Cu) 


diejenige Gruppe gleicher Coefficienten, welche den Coefficienten C;9...y 
enthalt, so wird die durch S,...S9 bestimmte Substitutionengruppe 
gebildet von den Substitutionen 


GQ, Ag+-. ay = Au,’ Ge,’ +» Aa; 
8, = ( ), 8, =( des w) 


ay Ay ene ay a, Ao see ain 


@ (y—1)@ (wtp. » » @ y— 
on al” 1) ay " ay 1) 
*. ned 
ay Ay +e Oy 


und in der entsprechenden Permutationengruppe werden die den Sub- 
stitutionen S,...Sp entsprechenden Permutationencomplexe, von denen 
jeder die durch die Potenzen einer dieser Substitutionen in einander 
tibergehenden Permutationen enthalt, gebildet von den Gliedern 


(NV) WV) (Vy) 
A”, A, ... AD, 


der Reihe N‘t Ordnung, wobei w zur Abkirzung 


==+i4---42 
i 2 @ 


gesetzt ist. Da nan die Substitutionen S,...S, selbst in der durch 
sie bestimmten Substitutionengruppe enthalten sind, so ergiebt sich 
hieraus unmittelbar als analytisches Kriterium dafiir, dass mehrere 
Substitutionen eine Gruppe bilden, der Satz: 
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Sollen die Substitutionen 


' Qe, Ga’ ++: Ge'y - Qa," Au" + +> lay 
S; == ? Sy = gee 


G@, Gd ...ay Q& G@ ... Gy 
G@ (Q) & (9) «+ + + & (9) 
; Se — “7 ; ay ey 
a, G@, ... Gy 
der N Elemente a, a.... ay eine Gruppe bilden, so muss zwischen den 
Functionen des zugehirigen charakteristischen Functionensystems N 
Ordnung eine Identitiét bestehen von der Form 


e tN 
> v0) af) ...a (2, --.Zen) P Cy Pe (X1 ++» Xen) ; 
— 


4=i 


in der die Grissen C Constante bedeuten und die Summation iiber 
stimmtliche, den Substitutionen S,...Sg entsprechenden Functionen 
und w erstreckt ist; und umgekehrt, wenn man die Constanten C in 
dieser Gleichung so bestimmen kann, dass dieselbe identisch besteht, so 
bilden auch die Substitutionen S,... Sg eine Gruppe. Die Constanten C 
koénnen dann keine anderen Werthe, als 0,1 haben, und die Indices 
der nicht verschwindenden unter ithnen stimmen mit den Indices derjenigen 
Glieder der Reihe N*” Ordnung iiberein, welche die den einzelnen Sub- 
stitutionen S,... So entsprechenden Permutationencomplexe in der ent: 
sprechenden Permutationengruppe enthalten. 


Zweiter Theil. 
Von den Productformen der Substitutionen. 


§ 7. 

Die verschiedenen Formen gleichwerthiger Producte, die durch 
Versetzen von Factoren sich in einander umwandeln lassen, bilden 
schon lange Gegenstand substitutionentheoretischer Untersuchungen. 
Dagegen scheint eine andere hierher gehérige, meines Erachtens nicht 
minder interessante Frage bisher voéllig unbeachtet geblieben zu sein, 
nimlich die Frage nach den verschiedenen méglichen Formen, in denen 
eine gegebene Substitution sich als Product gegebener Substitutionen 
S, ... 8, darstellen lisst. Der Ausdruck ,,Product gegebener Sub- 
stitutionen“ ist dabei im weitesten Sinne zu verstehen, d. hb. es kénnen 
die Substitutionen S, ... S, beliebig oft wiederholt und in beliebiger 
Reihenfolge vorkommen. Es ist nun ohne Weiteres klar, dass die 
Anzahl solecher Productformen von gleichem Werthe unendlich gross 
ist, denn man kann in jede solche Form aus den gegebenen Substi- 
tutionen gebildete identische, d. h. der EKinheit gleiche Producte be- 
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liebig oft und in beliebiger Reihenfolge einschalten oder zu ihr hinzu- 
fiigen. Es kann sich daher nur darum handeln, ein Gesetz aufzustellen, 
das die Entstehung der Gesammtheit dieser Formen aus einer endlichen 
Anzahl von Formen, die man figlich als ,,Stammformen“ bezeichnen 
kann, erkennen lehrt. Dass solche Stammformen in endlicher Anzahl 
existiren miissen, ist a priori einzusehen. Man kénnte fiir dieselben 
z. B. alle aus den gegebenen Substitutionen zu bildenden identischen 
Producte wihlen, die keine identischen Unterproducte enthalten. Die 
Bestimmung der-Anzahl aber solcher Stammformen ist mit grossen 
Schwierigkeiten verbunden. Es soll nun gezeigt werden, dass bei 
richtiger Wahl des Systems der Stammformen, m. a. W. bei richtiger 
Bestimmung des Gesetzes der Entstehung aller gleichwerthigen Product- 
formen aus Stammformen, die Anzahl der letzteren mit der Ordnung 
der durch die gegebenen Substitutionen S,... Sp bestimmten Gruppe 
in einfacher Beziehung steht, sodass durch die eine Zahi die andere 
unmittelbar gegeben ist. Dieses Gesetz liefert uns der Begriff der sub- 
stitutionentheoretischen Congruenz, der im folgenden Paragraphen ent- 
wickelt werden soll. 


§ 8. 

Zwei aus gegebenen Substitutionen S,...S, gebildete Product- 
formen TT,, TT, heissen einander ,,congruent® (TT, co TT,), wenn sie sich 
mittelst der folgenden beiden (beliebig oft und in beliebiger Reihen- 
folge anzuwendenden) Operationen in einander umwandeln lassen: 

1) Einschalten (bezw. Hinzufiigen) oder Unterdriicken 
eines der Einheit gleichen Products von Potenzen derselben 
Substitution, die unter den gegebenen Substitutionen S, ... Sp 
enthalten ist. 

2) Vertauschen von auf einander folgenden, der Einheit 
gleichen Producten gegen einander. 

Congruente Productformen sind somit auch stets von gleichem Werthe, 
aber umgekehrt sind gleichwerthige Productformen nicht immer 
congruent. 

Ist eine Productform TT congruent einem Product SiS re 
die Exponenten a, b, .. . ganze Vielfache der resp, Ordnungen vq, vg... 
der Substitutionen S,, S;... sind, so heisst TT der Einheit congruent 
(Tool). Aus TT o 1 folgt somit auch TT = 1, aber nicht nmgekehrt, 

Ist TT, Co TT,, so ist T1,1T,-! co 1, wenn unter TT,—! das Product 
der inversen Factoren von TT, in umgekehrter Reiheufolge verstanden 
wird. Denn TT, kann zuf. Vor. in TT, mittelst der Operationen 1 und 2 
umgewandelt werden, und folglich kann, nachdem dies in dem Product 
TT, TT,—! geschehen ist, dieses Product durch Anwendung der Operation 1 
in eine Potenz Sf umgewandelt werden, in der a ein Vielfaches der 
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Ordnung v, von S, ist. Ist umgekehrt TT, 1T,-'co 1, so ist auch 
T, TT. Denn zuf. Vor. kann TT,TT,—! durch die Operationen 1 
und 2 in 8%, also TI, TT, “TT, in S*«TT, co TI, umgewandelt werden, 
m. a. W. aus TI,TT,-' ovo 1 folgt durch Multiplication mit TT, die 
Congruenz TT,TT,~'TT, co TT,. Diese aber geht durch Unterdriicken 
von TT,—'TT, auf Grund der Operation 1 iiber in TT, o TI,. 

Ist TT, = TT, und TT, TT,~! co TI, so folgt aus dem Vorangehenden 
TT, TT,-!T)-? eo 1, oder TT, (TT,1T,)—' co 1, es ist also TT, oo THyTl,. 
Alle gleichwerthigen Productformen sind also congruent Producten 
aus eimer solchen Form und den Formen der der Hinheit gleichen 
Producte. Da nun die verschiedenen Werthe der aus den gegebenen 
Substitutionen S,...S, zu bildenden Productformen gegeben sind 
durch die Substitutionen der durch S,...S, bestimmten Gruppe, so 
bleibt noch tibrig, ein System der Einheit gleicher Productformen aut- 
zustellen, aus denen die Gesammtheit dieser (aus S,... Sp gebildeten) 
Formen nach einem einfachen Gesetz entstanden gedacht werden kann. 
Es soll nun ein solches System der Kinheit gleicher Formen aufgestellt 
werden, wobei sich zeigen wird, dass die Anzahl der Glieder derselben 
ebenfalls durch die Ordnung v der durch S, . . . Sg bestimmten Gruppe 
gegeben ist. 


§ 9. 
Ersetzt der erste Factor einer aus Potenzen der gegebenen Sub- 
stitutionen S,...S, gebildeten Productform TT die Permutation 


Pp, = 4,a,...ay durch p,, der zweite p, durch p, u. s. f., so kann 
jede solche Permutationenfolge p,, pai: eiuem ganz bestimmten Gliede 
derjenigen transitiven Gruppe G der zu S,...S_ gehdrigen Reihe 
N‘ Ordnung angehérig gedacht werden, deren Elemente von den 
Permutationen der durch S, ... Sp bestimmten Permutationengruppe 
gebildet werden (§ 6). Gehdrt nimlich auch die Folge pm pny: zweien 
oder mehrern Gliedern von © an, so entspricht unter diesen doch nur 
eines der Substitution S,, deren Potenz in TT die Folge pn pm41 be- 
wirkt, und diesem Gliede wird alsdann papn4i: angehdrig gedacht. 
Jeder Productform TT entspricht also eine ganz bestimmte auf  be- 
zogene Summe von Elementenpaaren P = p,p, + p.p, +--+, die 
wir, da das letzte Element jedes Paares mit dem ersten des folgenden 
iibereinstimmt, kurz eine ,,continuirliche Summe‘ nennen und durch 
log TT bezeichnen wollen. Umgekehrt kénnen wir jeder solchen auf & 


bezogenen, continuirlichen und mit p, = a,a@,... ay beginnenden 
Summe von Elementenpaaren eine ganz bestimmte Productform TT von 
Potenzen der Substitutionen S, ..S, entsprechen lassen, indem wir 


jedem Paar pp Pm4i der Summe eine, die Folge pm P41 bewirkende Potenz 
derjeuigen Substitution entsprechen lassen, welcher das die Elemente 
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Pny Pm41 enthaltende*) Glied von @ entspricht. Das Zeichen log TT 
hat also fiir jede aus Potenzen von S, ...S, gebildete Productform TT 
einen bestimmten Sinn, und wird umgekehrt eine beliebige auf & 
bezogene continuirliche und mit p, beginnende Summe durch log TT 
bezeichnet, so stellt TT eine ganz bestimmte aus Potenzen von S,...S, 
gebildete Productform dar. 

Wir beschriinken uns nun auf die Betrachtuug solcher Product- 
formen, deren Werth gleich Eins ist. Die Gesammtheit derselben 
wird offenbar gebildet von der Gesammtheit der Formen, deren Logarith- 
men Cyklen siud. Fiir diese Formen gelten ferner, wie aus dem 
Vorangehenden unmittelbar folgt, die Siitze: ,,der Logarithmus eines 
Products der Kinheit gleicher Formen ist gleich der Summe der 
Logarithmen der einzelnen Formen“ und ,,der Logarithmus einer Potenz 
einer der Kinheit gleichen Form ist gleich dem Product aus dem Ex- 
ponenten und dem Logarithmus der Basis“. Dabei ist wieder, wenn 
der Exponent negativ ist, unter TT-* das Product simmtlicher inversen 
Factoren von TT" in umgekehrter Reihenfolge zu verstehen. 

Ist TT co 1, so ist log TT = 0, und umgekehrt. Denn durch die 
Operation 1 werden in log TT nur solche Permutationenfolgen ein- 
geschaltet, oder unterdriickt, die jede fiir sich gleich Null sind, es 
gilt also fiir jedes durch die Operation 1 aus TT entstandene Product 
Tl’ die Gleichung log TT = log TT. Durch die Operation 2 aber wird 
im Logarithmus einer Productform weder die Gesammtheit der Permu- 
tationenfolgen, noch ihre Zugehdrigkeit zu den Gliedern von G geindert. 
Ks ist also allgemein, wenn TT OTT’ ist, auch log TT = log IT’. Ist 
TT ov 1, so ist TT oo S%*, wo vg die Ordnung von Sz ist. Also ist 
dann log TT = log S’«, und da die Summe der durch S, bewirkten 
Permutationenfolgen wieder einen Cyklus innerhalb desselben Gliedes 
von & bildet, ist log S'*—=0. Die Umkehrung ist nicht so einfach 
zu beweisen. In meiner Programmabhandlung ,,Ueber Reihen, Linien- 
gebilde und Substitutionen habe ich bei der Betrachtung der auf eine 
Reihe bezogenen Summen von Elementenpaaren Fundamentalsysteme 
von Elementenpaaren eingefiihrt**). Durch die Paare eines solchen 
Fundamentalsystems kann jede auf die Reihe bezogene Summe dar- 


*) Man beachte, dass bei der Beziehung einer Summe von Elementenpaaren auf 
eine Reihe jedes Paar einem bestimmten Gliede der Reihe angehdrig gedacht wird. 

**) Jahresbericht des Victoriagymnasiums zu Burg, Ostern 1897, Seite 11 
unten und Seite 6ff. IstA=p, py, .- Poy, irgend ein Reihenglied, so stellt z. B. die 
Reihe der Paare p,, Pog? Pa, Pay »*+*Pay_ Pox eine Zerlegung von A in ein Funda- 
mentalsystem von Elementenpaaren dar, Dann ist irgend ein Elementenpaar von A 
Pon Pan +m =Pa, Pons FP ong 1Panye a ‘FP ont m—1 Panto 


oder 


Pentimne ay "Passes Pan m—1 + Ponton —1 Pont m—v si Ponti Pa, r 











460 P. Hover. 


gestellt werden, indem jedes Elementenpaar durch eine ihm gleiche, 
demselben Reihengliede angehérige Summe von Paaren des Funda- 
mentalsystems ersetzt wird. Geschieht dies in log TT und geht dadurch 
log TT iiber in log TT’, so ist TI’ qo TT. Denn wird in log TT das Paar 
PmPm+1 Aurch eine gleiche, demselben Reihengliede wie py pnt an- 
gehérende Summe von Elementenpaaren ersetzt, so wird in TT die die 
Folge pm Pm41 bvewirkende Potenz von S, durch ein gleichwerthiges 
Product von Potenzen derselben Substitution S, ersetzt, d. h,. TT erfiihrt 
eine Umwandlung durch die Operation 1. Ist log TT = 0, also auch 
log TI’= 0, so ist log TT’ aus entgegengesetzten Paaren zusammen- 
gesetzt*). Dann enthilt also log TT’ unter den auf das erste Paar p,p, 
folgenden Paaren ein Paar p,p,. Folgt dieses unmittelbar auf p,p,, so 
kann man p,p, + p.p, in log TT’ fortlassen, und log TT’ wird dadurch 
in log TT” umgewandelt, wo TT” co TT’ ist, da TT” aus TT’ durch Fort- 
lassen zweier auf einander folgenden, einander aufhebenden Potenzen 
derselben Substitutionen entsteht. Folgt p,p, nicht unmittelbar auf 
P;Po, 80 S€i Pn41P» das erste Paar in log TT’, zu dem es in der Reihe 
der vorangehenden Paare ein entgegengesetztes giebt. Dann ist log IT 
von der Form: 


log T’ = pi Pz + P2Ps H+ ++ PmPmtt + Pmt Pm + °° 
Entweder folgt nun dieses Paar py»iip, unmittelbar auf py Pri — 
dann erhalt man wieder durch Unterdriicken beider Paare log TT’’== logIT’ 
und TT” co Tl’ — oder prii pm folgt nicht unmittelbar auf p,, pn4i- 
Dann ist die Aufeinanderfoige der Paare in log TT’ von dem Paare 
Pn Pmt an die folgende: 


PmPm+1 + Pm+i Pm+2 + — + Pm+t Pm+1 + Pm+i Pm + at -++ Pmt+2Pm-+1 + eas 
Alsdann bilden die den Paaren 


Pm+i Pm+2--- Pm+t Pm+1 
entsprechenden Factoren in TT’ fiir sich ein der Kinheit gleiches Product, 
und ebenso die den Paaren 


Pm+1 Pm + + » Pm+2 Pm+i 
entsprechenden Factoren. Durch Vertauschen dieser beiden Producte 
(Operation 2) and Fortlassen der Factoren, die den alsdann unmittelbar 
auf einander folgenden Paaren Dm Pn+i, Pati Pm eutsprechen (Operation 1), 
geht wieder TT’ iiber in TT’ OTT’. So fortfahrend muss man einmal 
zu einer Productform TT) oo TT gelangen, die ein Product von Potenzen 
einer einzigen Substitution ist. Da nun alle diese Formen TT’... 1, 


#\j = io 5 ; ; « © 
) ib, 8.11 unten. Es ist nimlich jeder aus den Paaren py Pq, » Pq, Pa, Pay; Pay? 
die durch Zerlegung desselben Reihengliedes erhalten sind, zusammengesetzter 
Cyklus aus entgegengesetzten Paaren zusammengesetzt. 
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schon weil die zugehérigen Logarithmen Cyklen sind, den Werth Eins 
haben , so folgt hieraus, dass TT co 1 sein muss. 

Ist nun TT, =TT, = 1 und logTT, = log TT,, also log TT, — log Tl, =0, 
so ergiebt sich aus dem Vorangehenden log (TT, T1,~') =0, TT, T,-! 001, 
T, coTT,. Es gehéren also nicht nur zu congruenten, der Einheit 
gleichen Preducten gleiche Logarithmen, sondern umgekehrt bedingt 
auch die Gleichheit der Logarithmen zweier der Kinheit gleichen Pro- 
ductformen die Congruenz dieser Formen. 


§ 10. 

Wie ich bereits in meiner Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang 
in Reihen etc.‘‘*) nachgewiesen habe, kann man die simmtlichen 
Cyklen einer Reihe durch eine dem Grade des Zusammenhanges & 
der Reihe gleiche Anzahl von Cyklen als lineare homogene Functionen 
mit ganzzahligen Coefficienten darstellen, Da man nun die Cyklen 
eines solehen ,,primitiven Cyklensystems“ der hier betrachteten Reihe 
offenbar stets so wihlen kann, dass dieselben im obigen Sinne con- 
tinuirliche, mit p, = a,a@,... ay beginnende (und folglich auch 
schliessende) Cyklen sind, so kann man dieselben als ein System von 
g Logarithmen log TI, ... log TT, ebensovieler der Einheit gleicher 
Productformen TT, ...TT, ansehen. Alsdann ergiebt sich fiir jede der 
Kinheit gleiche Producttorm TT: 


log TT = ¢, log 1, +--+ + @ log TI,, 

wo e,...é, ganze Zahlen sind, und daraus 

Toot’... 1. 

= g 
Da ferner die Glieder eines primitiven Cyklensystems linear von einander 
unabhiingig sind, so kann zwischen TT, ... Tl, keine Gleichung der Form 
k, log T, +---+4, log T, = 90 

bestehen, wo k, ...k, ganze Zahlen sind, also besteht auch zwischen 
Tl, ... 11, keine Congruenz von der Form: 

TH... 11 ool, 

g — 

Dagegen besteht zwischen je g-+ 1 Productformen eine Congruenz 
dieser Form, da die Logarithmeu derselben sich als lineare homogene 
ganzzahlige Functionen von log TT, ... log TI, darstellen lassen. Man 
kann daher die in Betracht kommende Zahl g auch definiren als die 
grésste Anzahl der Einheit gleicher Productformen, zwischen denen 
keine Congruenz der angegebenen Form besteht. Bezeichnet w die 
Wiederholung in G, » die Anzahl der Glieder von ©, so ist 


g=w—n+1*™), 


*) Math, Annalen Bd. 42, § 4. 
**) ibidem § 3. 
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Da nun G, wenn die Ordnung der durch S, ... S, bestimmten Gruppe 
wieder durch v bezeichnet wird, wv verschiedene Elemente enthiilt, 
nimlich die v den Substitutionen der Gruppe entsprechenden Permu- 
tationen, und da jedes dieser Elemente 9 mal in & enthalten ist, so 


folgt w= v(e—1). Da ferner jeder Substitution S, = Glieder in & 


entsprechen, wenn wieder v, die Ordnung von S, bezeichnet, so folgt 
Get + — +--+ =, 
folglich : 
g=eig—t)— = = = +++ — + 1. 
Es ergeben sich daraus die folgenden beiden Siitze, mit denen wir die 
vorliegende Abhandlung schliessen, und von denen der erste sich auf 
die Darstellung der der Einheit gleichen Productformen bezieht, der 
zweite die Abhingigkeit der Ordnung einer Gruppe von der soeben 
definirten, fiir die Congruenztheorie in Betracht kommenden Zahl g 
darthun soll: 
1. Hat die durch o@ gegebene Substitutionen von den Ordnungen 
V1, V_-.- Ve bestimmte Gruppe die Ordnung v, so giebt es unter den 
der Einheit gleichen Productformen, die man aus den gegebenen Sub- 
stitutionen bilden kann, stets 
v v v 
soy =~ ees yt} 
Productformen T1,,...11,, die keiner Congruenz von der Form 
111? ... 17 1 


geniigen, durch die aber jede aus den gegebenen Substitutionan zu bildende, 
der Einheit gleiche Productform TI in der Form darstellbar ist: 
Too "TY... 1%, 
- g 


2. Bezeichnet g die grisste Anzahl der Einheit gleicher Product- 
formen, die man aus @ gegebenen Substitutionen bilden kann und 
zwischen denen keine Congruenz von der Form 


a... . 1% ~w 1 
besteht, so hat die durch die gegebenen Substitutionen bestimmte Gruppe 
die Ordnung 


v= g—1): (e—1—7 — ahha b 


Vv Ve %o 


Burg b./Magdeb., 19. Dec. 1897. 
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Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung 
6*" Grades mit einer Gruppe 360 Ordnung. 


Von 


L. Lacutim in Moskau. 


Einleitung. 


Im Jahre 1889 erschien eine Arbeit von Valentiner, in dinischer 
Sprache, unter dem Titel ,,De endelige Transformations-Gruppers 
Theori“*), In dieser Arbeit weist der Autor in einfacher jedoch sehr 
scharfsinniger Form das Vorhandensein einer Collineationsgruppe 
360s Ordnung nach, welche mit einer Gruppe gerader Vertauschungen 
von 6 Klementen isomorph ist. — 

Obgleich Valentiner die Endformeln der von ihm betrachteten 
Collineationsgruppe nicht véllig zu Ende gefiihrt hat, so ist es ungeachtet 
dessen mit Hiilfe seiner Methode nicht schwierig die Collineationen 
zu berechnen. — 

Die Erzeugenden der Valentiner’schen Collineationsgruppe 360*te' 
Ordnung sind folgende: 


| Wa, = ey, 
(1) \ Ur, = 4, 
Pts = 23, 
wo 
Qni 
i 
e=e°"; 


Ut, = a, 2, + b,%, + 23, 
(2) TL: Ui, = b,x, + b,4, + Hs, 


UX, = C, 2, + CX. + C343, 


*) Mémoires de l’Académie Royale de Copenhague 6™¢ 


Série Classe des 
Sciences. Vol. V; No. 2. 
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a, — 1 Vb V390+6V5 p, — 1 Ve FV 304 6V5 __ _ Vo+ 

: 4V5 _— 4V5 ii 2V5 ’ 
(3) ———_———— — 

b 1 Vi —V5 +V30 —6V5 | V7 —V5 £V30—6V 

—_—" _— ** 2ve02~* 


Die Collineation S ist fiinfter Ordnung und 7 zweiter Ordnung. 
Berechnen wir mit Hiilfe der Formeln (1), (2), (3) die Colli- 
neation : 
(4) T, = 8TSTSTS>, 


so erhalten wir: 





. Vo+1 Vs ~1 +V3s—iVs 
ea fo el oe 
” Vs—1 V5+1 +V3—iVs 
5 : =—_ —_ ~— —— 9 a9 
©) 54: #8, ye ove ove 
5 a EVHiVS , + V8+iVS 
Uis _— 2Vs a 2V5 - Lo + V5 2. 


Die Collineationen S und 7, sind die Erzeugenden einer Ikosaeder- 
gruppe G,,, welche in die Gruppe G,,. als eine Untergruppe eintritt. — 

Die Gruppe G,,, enthilt 6 gleichberechtigte Ikosaeder -Unter- 
gruppen. Man erhilt diese aus G,. mit Hiilfe der Transformationen: 
(6) i, 2, 78, TH, TH, TH. 

Die von Valentiner begonnene Arbeit wurde von Wiman 
fortgesetzt, weicher im Jahre 1896 in den Mathematischen Annalen 
(Bd. 47) eine Abhandlung unter dem Titel ,,Ueber eine einfache Gruppe 
von 360 ebenen Collineationen“ verdéffentlichte. 

Wiman fand siimmtliche Formeln, welche beziiglich der Colli- 
neationsgruppe G,.), invariant sind. Von diesen lautet die Form 
niedrigster Ordnung: 

(7) F(a, 22,23) = 2° + 152, 2,2,' — 152,22," ,? — 10x, 2,3 — 
— 3/3(@,5 — x,°) 2, *). 
Die Curve: 
(8) F (x,, 22, %3) = 0 


hat keine singuliiren Punkte. Vom Geschlecht 10, Ausser der Form (7), 
sind noch folgende Formen vorhanden, welche beziiglich der Gruppe G¢q 
invariant sind: 


1. Die Hesse’sche Covariante H(x,, x, 2) der Form (7) von 
der Ordnung 12. 


*) Diese Formel unterscheidet sich nur unwesentlich von der Wiman’schen 
Originalformel. 
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2. Die gerdnderte Hesse’sche Determinante (z,, 7,, 73) von 
der Ordnung 30. 

3. Die Jacobi’sche Determinante der Formen F, H und 9. 
Diese Covariante ¥(z,, z,, 2) ist von der 45*'¢° Ordnung. 

Die Covarianten befinden sich in Abhingigkeit von einander 

in Form: 
(9) ¥? = (wH® + 10*)o, 
wo A und w constante Gréssen sind. Die Curven: 

H(z, Hy, %3)=O0 und V(x, x, 23) =0 
passiren jeden ihrer Durchschnittspunkte mit der Curve (8) nur ein 
einziges Mal; jedoch die Curve 

(x, Xp, %3) = 0 

beriihrt die Curve (8) in 90 Punkten. 

Die von Valentiner und Wiman erhaltenen Resultate fiihrten 
mich auf den Gedanken, dass eine Gleichung 6'" Grades mit der 
Gruppe 360°" Ordnung vorhanden sei, deren Wurzeln rationale Func- 
tionen der Integrale einer gewissen linearen Differentialgleichung 
dritter Ordnung mit 3 singuliren Punkten sind. Ich glaube, dass hier 
der Schltssel zur Lésung von Gleichungen 6'" Grades zu suchen sei, 
analog der Lésung von Gleichungen 5° Grades, wie sie von Prof. 
Klein angegeben wurde. Ich habe die Absicht, hier die bis jetzt von 
mir gefundenen Resultate auseinanderzulegen*) und hoffe ich in der 
Folge diese Frage ausfiihrlicher zu bearbeiten. 


§ 1. 
Fundamental -Gleichungssystem. 
Betrachten wir das Gleichungssystem 
(8) F(a,, Hy 25) = 0, 


(10) CoP? (X,, Lg, Lg) rae 


r x 
H° (x1, Xp, Xs) 4 


in welchem ¢, eine constante vorliufig willkiirliche Grésse, und a ein 
veranderlicher Parameter ist. 


*) Die vorliegende Arbeit war schon beendet, als ich aus einem Brief von 
Prof, Klein, von der Existenz eines schon friiher, im Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung Bd. V, erschienenen Referate von Prof. Fricke erfuhr. 
Am Schluss dieses Referats fiihrt Prof. Fricke fast genau dieselbe Gleichung 
6" Grades an, welche von mir ein wenig spiiter gefunden wurde, Prof. Fricke 
bearbeitet hauptsiichlich den transcendenten Charakter dieser Frage, ohne die 
Differentialresolvente und einige andere Eigenheiten der Aufgabe zu beriihren. 
Daher glaube ich annehmen zu diirfen, dass gegenwiirtige Mittheilung nicht ganz 
ohne Nutzen fiir die mathematische Litteratur sein diirfte. 





30 


Mathematische Annalen, LI. 
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Die linke Seite der Gleichung (10) ist eine homogene Function 
der nullten Dimension in 2,, 2, 2. . 

Indem wir nun anstatt der homogenen Coordinaten 2,, 7,, 2, die 
nichthomogenen : 


(11) wo, sos naa 


einfihren, bringen wir die Gleichungen (8) und (10) in die Form: 


F (u,, U.) = 90, 
(12) Co D? (Uy, Ug) 


H®(t;, Ue) 


Solehe Gleichungen nannte ich in meiner friiheren, in russischer 
Sprache erschienenen Arbeit ,, Fundamental -Gleichungssystem“. Das- 
selbe ist analog den Gleichungssystemen, die von Klein eingefiihrt 
sind; vergl. etwa ,,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modul- 
functionen“ Bd.1 8.737. Solche Gleichungssysteme sind als eine natiir- 
liche Verallgemeinerung der Schwarz’schen Gleichungen zu betrachten. 

Die Eigenschaften der Gleichungen (12) sind folgende: 

1) Die Gleichungen (12) gestatten 360 Paar Lésungen. Diese 
Lésungspaare sind vermittelst linearer nicht homogener Substitutionen 
verbunden, welche der Collineationsgruppe G4.) entsprechen. Diese 
linearen nicht homogenen Transformationen bilden eine Gruppe, die 
wir mit dem Symbol g.,9 bezeichnen wollen. 

2) Jedes Lésungspaar u,, u, der Gleichungen (12) erfihrt bei den 
Umgiingen in der Ebene des variablen x die Transformationen der 
Gruppe Js69. 

3) Die Functionen u,, u,, welche ein Lésungspaar der Glei- 
chungen (12) repriisentiren, besitzen nur drei kritische Punkte: « = 0, 
x ==oco und noch einen endlichen kritischen Punkt. Die Wahl der 
constanten Grésse c, ist am vortheilhaftesten so zu treffen, dass der 
dritte kritische Punkt = 1 wird. Wir wollen daher der constanten 
¢, einen solchen Werth beilegen. 

4) Bei Anwendung der Formel (9) lisst sich die zweite der Glei- 
chungen (12) wie folgt aufstellen: 


(13) CyB? (Uy, Wy) 


ee 
O(u,, uy) H°(uy, %) 


wo ¢, eine constante ist. 

5) Die Functionen u,, u, sind eindeutig auf ein und derselben 
Riemann’schen Fliche ausgebreitet R,,, vom Geschlecht 10, wobei 
diese Fliche aus 360 Blittern besteht. Die Blatter sind untereinander 
zu je 4 beiz =O, zu je 2 bei x =1 und zu je 5 bei 4 = o ver- 
bunden. 
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6) Jedem einzelnen Blatte der Fache R,., entspricht eine der 
Collineationen der Gruppe G,). Fiihren wir durch die Fliche R,,, 
20 Querschnitte, so verwandeln wir dieselbe in eine einfach zusammen- 
hiingende. Diese einfach zusammenhingende Fliche kann auf der 
Ebene in Form eines in 360 weisse und 
360 schwarze Dreiecke getheilten Polygons 
F549 abgebildet werden, aihnlich wie bei 
Klein auf S. 570 der ,,Vorlesungen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen“ 
Bd. I. Die weissen Dreiecke des Polygons 
Fg, entsprechen den oberen, die schwarzen 
den unteren Halbebenen der Fliche R,,,. 
Die Seiten des Polygons F,, sind paarweise mia 
aiquivalent. Auf der Fig. 1 sind nur einige vi 
Vierecke des Polygonennetzes F’,,, dargestellt, wobei die ihnen ent- 


sprechenden Formeln der Collineationen den Vierecken selbst beige- 
druckt sind. 





g 2. 
Differentialresolvente dritter Ordnung. 


Betrachten wir nachstehende drei Ausdriicke: 


3 —— .—_— 3: sax 
(14) 5% Y (u, Ug) —" Y (4, Up) Y (ty, Up) 


HE (ty, tty)? H#(u,,%_)? 9 i (uy, Up) 


Jeder linearen nicht homogenen Substitution der Gréssen u,, w, 
entspricht eine lineare homogene Substitution der Gréssen y,, Y2, Ys- 

Bei den Umgiingen in der Ebene des variablen «2 erfahren die 
Gréssen (14) lineare homogene Transformationen, welche eine gewisse 
Gruppe bilden; die Ordnung dieser Gruppe ist: 


3. 360. 


Die Gréssen (14) bilden das Fundamentalsystem der Integrale 
einer gewissen linearen Differentialgleichung dritter Ordnung mit ratio- 


nellen Coefficienten in Bezug auf x. Dieselbe liisst sich in folgender 
Weise darstellen: 


- 18 12 d P 
(15) Po oe +r 5k +p. ou + psy =9. 


Kine solche Gleichung bezeichne ich als Differentialresolvente fiir das 
Fundamentalgleichungssystem (12). 


30* 
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§ 3. 
Primformen. 
Aus den Gleichungen (12), (13), (14) ergeben sich: 


1 
H(y,; Yo» Ys) —_ Cote u(x use 1)?, 


(16) ® (> YoY) = : F a3 (x oe 1)’, 


C2 ¢,° 
1 : 
¥ (Y1> Yo» Ys) —_ ce, as (x — 1)*. 


Es sei eine gewisse ganze homogene Form X(y,, y., ¥,), in welcher 
Yi> Ye» Yg das Fundamentalsystem der Integrale der Gleichung (15) 
bilden, gleich dem Radical einer gewissen Potenz einer rationellen 
Function des variablen x; in dem Falle bezeichne ich eine solche 
Form, analog der von Prof. Fuchs eingefiihrten Bezeichnung, als 
»Primform vom Index n“. 

Die Formeln (16) zeigen, dass 


HY, Yor Ys)» PCY, Yo, Ys) Y(Yr> Yoo Ys) 
Primformen vom Index 1 sind. 


§ 4. 
Berechnung der Coefficienten der Differentialresolvente. 


Es sei « irgend ein kritischer Punkt der Integrale der Glei- 
chung (15). Bekanntiich existirt ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen, welche im Gebiete des Punktes « durch folgende Formeln 
ausgedriickt werden kénnen: 
y'=(z—a)"P,(x—a), y= (4—a)"P,(a@—a), y"” = (w—a) P, (z—a2); 
hierin sind 

P,(%— a), P,(a— a), P,(a— a) 
holomorphe Functionen im Gebiete des Punktes x =a, welche bei 
2 =« nicht verschwinden kénnen, wahrend r,, r,, 7, die Wurzeln 
einer gewissen cubischen, sogenannten ,,determivirenden Fundamental- 
gleichung“ bezeichnen. Mittelst der Formeln (14), (15), (16) lassen 
sich die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung fiir jeden 
der kritischen Punkte: 0, 1, co auffinden. 

Die Berechnung ergiebt: 


1, firz=0: r,=—- 
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1 7 
3 12 
(17) 2. firz=—1: r= - n= s 
= 1 
3 15 


3. fiir 2 = 00: 7, = = 
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Substituiren wir in die Gleichung (15): 
1 2 

(18) y= 2° (x—1)5 v. 
Die Function » wird das Integral einer Differentialgleichung, ahnlich 
(15) sein. , 

Aus den Formeln (17) und (18) ergeben sich die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichungen fiir die transformirte Diffe- 
rentialgleichung: 


es 1 1 
1. firz=—0: 9, =0, =], %S=— 73 
1 1 


(19) 2. fir z—=1: oe, =0, =F S=— 53 
es + 14 11 
3. fir c= co: (=>, =i O= i’ 


Sind uns einmal die Gréssen der Wurzeln determinirender Funda- 
mentalgleichungen bekannt und behalten wir im Auge, dass v eine 
algebraische Function ist, so ist uns die Méglichkeit geboten, die 
Coefficienten derjenigen Gleichung zu berechnen, welcher diese Func- 
tion geniigt. Jene Gleichung lisst sich wie folgt darstellen: 


¢ a3 a? 
(20) x(a —1? 5 + (62—3)x(e—1) 55+ 


518 : 15) dv 616 4389 
+ {75 2°— tao * + ish ae +lezs® — aanot ° = 9. 
Hierbei sind die Wurzeln des Fundamentalgleichungsystems (12) Quo- 
tienten der Integrale der Gleichung (20). 

Von Interesse diirfte noch folgende Bemerkung sein: Wenn wir 
die Gleichung (15) durch Substitution 
(21) y= «(%—1)9 
transformiren, so finden wir eine neue Differentialgleichung, deren 
Integrale Riemann’sche g-Functionen sind. Demzufolge sind die 
Wurzeln des Fundamentalgleichungsystems (12) auch Quotienten Rie- 
mann’scher g-Functionen. 


§ 5. 
Algebraische Resolvente sechsten Grades. 
Die Form zweiten Grades: 
(22) f (&; , X_, %y) = 2, - cE XX 
ist invariant beziiglich der Collineationen der Ikosaedergruppe Gy. 
Die Transformation des Kegelschnittes: 


(23) f (&,, %_, Ly) = O 
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mittelst Collineationen der Gruppe G,,, ergiebt im Ganzen sechs ver- 
schiedene Kegelschnitte, welche wir wie folgt bezeichnen wollen: 


f(a, %q,%) =O, FO(a,, Ly, x3) = 0, FY (x,, 2, 2) = 9, 
f(a, %q,%3) = 9, fO(a,, %,%)= 9, fPO(a,, 2, 2) = 0. 


Diese Gleichungen ergeben sich aus der Gleichung (23) durch Trans- 
formation der Letzteren mittelst der Collineationen: 


(6) 1, T, TS, TH, TH, TS. 
Betrachten wir den Ausdruck: 
mp APY» Yor Ys) }* 
- Om * Ass Yes Ys)? 
in welchem x vorliufig eine willktrlich angenommene Zahl ist, so ist 
diese Formel beziiglich y,, y,, y, der nullten Dimension homogen. 
Man kann sie in Form von: 
(25) wo — x {fit wy} 


H (Uy ’ Us) 
darstellen. 


Bei allen méglichen Umgiingen in der Ebene des variablen z, 
lasst die Function (25) nur sechs verschiedene Bedeutungen zu: 


o mx fem yg (FOr md} 

” H(t, Ug) ’ ° H(t, Ug)” 

‘ { (1g, tug) }® { fF) (au, tue) } ® 
9 ee ee) a te am @. ee 
(26) = ” H (ty, Uy)? —- H(w,, Ws) ? 
__ { f(auy, 49) } 8 F(a, tu) } ® 

i [CTS i ai rr (COL 


Die Gréssen @,,, @), @,, @,, @,, @, sind Wurzeln einer gewissen 
Gleichung sechsten Grades, die Gruppe dieser Gleichung ist von der 
360°" Ordnung. Wir wollen nun die den Wurzeln dieser Gleichung 
entsprechende Riemann’sche Fliche mit dem Symbol R, bezeichnen. 
Diese Fliche gehért zum nullten Geschlecht. Nachdem wir nun im 
Polygon F',, — Fig. 1 — den Collineationen (6) entsprechende Vier- 
ecke vermerkt haben, erhalten wir eine Fliche OABCDEFGHKO, 
welche wir mit dem Symbol F’, bezeichnen. Genannte Fiche ist fiir 
die Flache R, von derselben Bedeutung, welche das Polygon F,, fiir 
die Flache R,,, hat. Die aiquivalenten Seiten des Polygons F, sind: 


OA und OK, ABund CB, CE und KG, EF und GF. 


Deformiren wir das Polygon F, im Raume dergestalt, dass die 
iquivalenten Seiten desselben aneinanderstossen, so erhalten wir im 
Resultate eine geschlossene Flache des Geschlechtes 0, welch’ Erstere 
in sechs weisse und ebensoviele schwarze Dreiecke getheilt ist. Dieser 
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Flache kann die Form einer Sphire gegeben werden. Endlich liefert 
uns die stereographische Projection in der Sphiire dieser Ebene eine 
solehe Lage der einzelnen Gebiete, 

wie sie in Fig. 2 dargestellt ist. 

Zur grésseren Uebersicht sind die Ts? 
entsprechenden Punkte in Fig. 1 
und 2 mit gleichen Buchstaben be- 
zeichnet. Fig. 2 ist eine Abbildung 
der Riemann’schen Fliche R,. 

Kine genauere Betrachtung die- /7 
ser Figur zeigt uns, dass die Blatter G Z 
in der Fliiche R, unter einander in 7 
folgender Weise verbunden sind: 

1. Bei =o sind fiinf Blatter 
durch einen fiinffachen Punkt (ZL) 
mit einander verbunden und nur ein 
einziges liuft isolirt. 

2. Bei x = 0 sind vier Blatter 
mit einander durch den vierfachen 
Punkt (A, K,C), die tibrigen zwei Blatter durch einen zweifachen 
Windungspunkt (EZ, G) verbunden. 

3. Bei x =1 sind je zwei Paar Blitter mit einander in zwei 
Windungspunkten verbunden und die iibrigen zwei besonders gelagert. 

Hieraus folgt die nachstehende Form fiir die Gleichung, welcher 
die Gréssen (26) gentigen: 

27) (aw +b)"(co +d): (ea? + fo +9)(ho? + ko +1) 
:(m@-+ n)?(po+q) =2:(¢—1):1. 

Bei entsprechender Wahl der Constanten x in der Formel (24) 

kénnen wir es so einrichten, dass a = 6 wird. Nach Bestimmung der 


Coefficienten der Gleichung*) (27) und nach Kinfiihrung dieser Gréssen 
in dieselbe Gleichung finden wir: 









Fig, 2. 


(28) (@ +1)! (o 482 = 
‘ 2 eA 2 ‘ 
(o?+ sae einai hayes) (a? ous Vib 4 25) 


> + 28345-3Y15io = x: (e —1):1*). 


*) Diese Coefficienten sind nach einer bereits von Klein angewandten 
Methode berechnét; vergl. S. 745 u. 751 der ,,Vorlesungen iiber die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen** Bd. I. 

**) Diese Gleichung kommt der von Prof. Fricke 8. 56, V. Bd. des ,, Jahres- 
berichts der deutschen Mathematiker-Vereinigung“ fast gleich. 
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Diese Gleichung sechsten Grades entspricht einer Substitutions- 
gruppe 360s Ordnung. Wurzeln derselben Gleichung sind rationelle 
Functionen der Integralquotienten der Gleichung (20). 

Aus den Formeln (24) und (16) folgt, dass die Wurzeln der Glei- 
chung (28) sich wie folgt darstellen lassen: 

(29) @ = HC, C,>2—1(% —1)-? f°(Y, Yo» Ys). 

Gesetzt, dass: 

(30) CV XCF? (Ys Yos Ys) = 2, 
so finden wir, dass z die Wurzel der Gleichung 





© 


(31) {22+ a (a — 1)*}2f 2? + 1137154 5 (g 1} 


= 


+ 
5 *e * w3(a—1)%s. 


elo 


| 


= 243 
ist. 

Diese Gleichung sechsten Grades entspricht ebenfalls einer Gruppe 
der 360°" Ordnung und sie ist durch Integrale der Differentialresol- 
vente (20) lésbar. 

Die Form f(y,, 42,43) selbst dient als Integral einer gewissen 
linearen Differentialgleichung sechster Ordnung. Deshalb lisst sich 
aus der Formel (30) die Folgerung ziehen, dass das cubische Radical 
der Wurzel der Gleichung (31) ein Integral einer linearen Differential- 
gleichung sechster Ordnung ist. 


Moskau im Marz 1898. 
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Sur les faisceaux de formes binaires cubiques, pour lesquels 
on donne une forme du faisceau syzygétique déterminé par la 
jacobienne. 


Par 


Luiat Berzouart 2 Turin. 
(Lettre adressée & M. Oskar Bolza, 4 Chicago). 


La lecture de Votre intéressant travail: Die cubische Involution 
und die Dreitheilung und Trazsformation dritter Ordnung der elliptischen 
Functionen, imprimé dans le dernier cahier des Mathem. Annalen 
(Bd. 50, pag. 68), m’ a suggéré quelques simples remarques relativement 
au probleme: trouver toutes les involutions cubiques, dont on donne les 
éléments de diramation, dont Vous avez donné une solution transcendante 
(par les fonctions elliptiques) dans le § 2, et puis une autre solution 
analytico-géométrique dans une note au §6 (pag. 89—90) On peut 
résoudre la méme question par un procédé purement algébrique, qui se 
préte méme aussi a la solution d’un probléme un peu plus général 
que celui proposé. 

En conservant toutes les notations de Votre travail, soit 


(1) Athy + Ashe 


un faisceau de formes binaires cubiques. En désignant par des indices 
les Ueberschiebungen, posons 


o = (f;, fo)1» J= (fishes) 
Hs = (9, %),, i9 =(%,%),, jo=(#, H),, 
en sorte que l'on aura, comme on sait, 
(2) J? = Gig. 


La condition pour que les deux éléments x et y appartiennent a une 
méme forme du faisceau (1) est 


6929, + J(ay)’ =0, 
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en sorte que le faisceau résulte parfaitement déterminé quand on 
connait le rapport #:J. Il contient en outre quatre formes douées 
d’un élément double: les quatre éléments doubles sont les racines de la 
jacobienne #, tandis que les quatre ¢léments de diramdfion sont les 
racines du covariant 


(3) J+ 3435, 


qui appartient au faisceau syzygétique déterminé par @. 

Cela rappelé, supposons donnée une forme particuliére F’ de ce 
faisceau syzygétique, de maniére que, en désignant par 4 et w deux 
nombres donnés, on doive avoir identiquement 


(4) AJ@ + wHs —F=0, 


et proposons-nous de trouver tous les faisceaux (1), qui satisfont a 
cette condition. 
En posant 


Q= 


? 


Sl & 


on aura 


Hs = J? Hy, is = Jig, 


et, d’aprés des formules connues de la théorie des formes biquadratiques 
et en appliquant la relation (2), 


1 1 
(y, Hy), = 36 7? (Hy, Hy), = 216° 
En posant 
(5) P=is*p + ud? Hy — F, 


Videntité (4) devient P= 0, de laquelle on déduit que l’on doit avoir 
identiquement (P, p), = 0, c’est-a-dire 


1 
AJ? Hy + 5 ud? —(F, 9), =9. 
En éliminant Hy entre celle-ci et P = 0, on a Videntité 


(6) (2 — <u) J?9 +u(F, 9), —4F =0, 


qui, étant linéaire par rapport aux coefficients de la forme inconnue 9, 
permet de déterminer m comme fonction rationnelle de J*. On 
pourrait déduire de (6) la valeur de m sous la forme d’un déterminant, 
et ensuite, d’aprés un calcul un peu prolixe, l’exprimer au moyen de F 
et de J*. Mais on arrive bien plus vite au but en remarquant que la 
forme » définie par (6) doit appartenir au faisceau syzygétique déterminé 
par la forme donnée F. Posons donc 


yp = al’ + bHr, 
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a et b étant deux constantes que nous déterminerons. En substituant 
cette expression dans (6) et en annulant les coefficients de F et de Hr, 
on trouve la formule cherchée 


(v — 5 w)J*F —aHy 
(7) = 4 
(# — sgat) T*—Gatiy 
Maintenant on n’a plus qu’a déterminer J*. De la relation (5) 
on tire 
AJ*(P, 9), — wd?(PHy), — (P, F), 
= [22 (9, 9), — u?(Hy, Hy) JJ — 249 °(F, 9), + (F, Fy, 


de laquelle et de P =O il s’ensuit 
(a? — < u*) J4— 12252 (F, 9), + Gir =0. 


En remplacant (F, p), par Vexpression que l'on déduit de (7), on 
obtient léquation cherchée, 4 savoir 


(8) (a27— = we) J aol (6 a2 =u) (2 = si u?) id 
+ 124%pj,J? — wit 0. 


On peut donc énoncer le théoréme: 

Il y a, en général, quatre faisceaux de formes binaires cubiques, 
pour lesquels une forme particuliére AJ@ + uHys du faisceau syzygeti- 
que déterminé par la jacobienne @ coincide avec une forme donnée I’. 
Les quatre valeurs du rapport #: J sont fournies par (7), en y sub- 
stituant au lieu de J? les racines de Véquation (8). 

Dans le cas que Vous avez considéré, od la forme proposée est (3), 
on aA=1, w=—3; par conséquent les faisceaux ayant des éléments 
de diramation donnés sont fournis par la formule 

4(J°F —4H,) 
(9) 7 “woe 


en substituant & J* les racines de Véquation 
3J° — 48ipd* + 256 jr J? — 64i7 = 0. 


Si Pon pose 
J?=—8p, iy=—29,, jv = 69, 


celle-ci coincide avec l’équation (18) de Votre travail, de laquelle 
dépend la trisection des périodes de la fonction gu de Weierstrass, 
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tandis que par les mémes substitutions on déduit la formule (9) en 
divisant membre & membre les relations (19) et (20) que Vous avez 
trouvées pour la solution du probléme actuel. 

En revenant au cas général, ot 4 et w ont des valeurs quelcon- 
ques, on ne peut appliquer entiérement la méthode exposée quand la 
forme donnée F' doit étre la hessienne Hy de la jacobienne du faisceau 
(1): alors, en effet, tant 4 que (on le voit aisément) le dénominateur 
de la fraction que l’on a dans le second membre de (7), s’évanouissent, 
et la formule (7) perd tout significat. Dans ce cas, comme il doit 
étre identiquement 


(10) J°?H,—F=0, 
on en déduit, comme plus haut, 
J?y — 36(F, 9), = 0, 
laquelle, étant linéaire et homogéne par rapport aux coefficients 
de g, nous donne gm & un facteur constant prés. Si lon pose de 
nouveau 
g=a F a b Hy, 
et si l’on fait la substitution, on déduit 
aJ*—6bir=0, 36a—bdJ?=0, 

d’od 
(11) J* = 216i,, 

a:b=Giy: J? =—J?: 36. 
On aura donc 
(12) gp = mJd*F + 36mH,z, 


m désignant une constante 4 déterminer. On la détermine en remar- 
quant que de (12) et de la relation connue 


(Hr, Hr), = + jv F — = ir Hr, 
il vient 
Hy, = 12 m? (ind? “ 36)r) F; 


en sorte que, d’aprés les relations (10) et (11), on obtient enfin 


+/6i,p,F+6H, 
(13) om 4 See 
6 V2V i2t ip Vbip 
ou, dans les termes de la fraction du second membre, se correspondent 
entre eux les signes supérieurs et les signes inférieurs. 
La formule (13) donne la solution explicite du probléme de trouver 


les quatre faisceaux de formes binaires cubiques, pour lesquels la hessienne 
de la jacobienne est une forme biquadratique donnée F. 
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Permettez-moi encore une remarque. Le dénominateur de (7), 
considéré comme fonction du paramétre J?, s’annule pour les deux valeurs 


2 == 1 = 
~s 1 V 6 'F 
at. — gf 
36 

Les deux formes binaires biquadratiques, que Von obtient du numérateur 
de (7) en y remplagant J* par ces valeurs, sont, quels que soient A 
et w, le couple de formes qui, dans le faisceau syzygétique déterminé 
par la forme donnée F, sont en méme temps séparées harmoniquement 
par F et par sa hessienne, et apolaires entre elles. 


Turin, le 21 mars 1898. 











Zur Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung auf 
elliptische mittels einer Transformation dritten Grades. 


Nachtrag. 
Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


In meiner unter obigem Tite] im 50, Bande dieser Annalen er- 
schienenen Arbeit habe ich auf pag. 316 den Satz bewiesen: ,,Deutet 
man die sechs Gréssen @,, @, @,, @,, @&,, &, geometrisch durch sechs 
Punkte eines Kegelschnitts, so besteht die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Existenz eines zur I[rrationalitit 


V (%@—ay) (©—ay) (%@— a) (%— ey) (4— a4) (aw — Ge) 
gehdrigen, durch eine Transformation dritten Grades auf ein elliptisches 
Integral reducirbaren Integrals erster Gattung darin, dass es einen 
Kegelschnitt giebt, welcher durch drei der Punkte (z. B. a,, a@,, a) 
hindurehgeht, und gleichzeitig dem Dreieck der drei iibrigen (a, , «,, as) 
eingeschrieben ist; es giebt daun allemal auch einen zweiten Kegel- 
schnitt, der dem Dreieck @,, a, «, umgeschrieben und dem Dreieck 
&,,%, @, eingeschrieben ist.“ 

Herr G. Humbert hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass 
er diesen Satz bereits in seiner Arbeit: Sur les surfaces de Kummer 
elliptiques*) bewiesen hat. 

Indem ich dies hiermit nachtrage, méchte ich noch einige auf 
den allgemeinen Fall der Reduction beziigliche Bemerkungen an die 
Arbeit von Herrn Humbert kniipfen. 

Die Jacobi’sche Methode**) liefert bekanntlich fiir die Reducir- 
barkeit des Integrals 


(1) fi ae — + —_—_— 
J V(x — oy) (@— ag) (a — arg) (a — rg) (a — 0x5) (2 — Org) 


*) American Journal of Mathematics, Vol. XVI, pag. 238, (1894). 
**) Fundamenta nova, Art. 4. 
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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 
auf ein elliptisches mittels einer Transformation n'*" Grades 


(2) y= - 


als nothwendige und hinreichende Bedingungen ein Gleichungssystem 
von der Form 

U—A,V = R,T,?, 

U—i,V = R,T,?, 
“ U—4,V—R,T,, 

U—A,V = R,T,’, 
wo die R;, Z;, Polynome in x sind und 
(4) RR, RR, = (e&—a,)(«— a) (t—ay) (v—ay)(w@—a,) (a —a,) = RK. 
Fiir ein ungerades n ergiebt sich hieraus nur eine Art der Zerlegung 
von &, nimlich in einer cubischen und drei lineare Factoren. 


Fiir gerades n dagegen sind zuniichst drei Zerlegungsarten méglich 
entsprechend den Gleichungen 


(5) 6=6+0+0, 6=44+2+4+0+40, 6=24242+40. 

Andererseits ist nun Herr Humbert durch Studium der zu dem 
hyperelliptischen Gebilde gehérigen Kummer’schen Fliche auf dasselbe 
Gleichungssystem (3) gefiihrt wordea, mit dem Unterschied jedoch, 
dass fiir gerades m nur die !etzte der drei Zerlegungen (5) auftritt. 

Der scheinbare Widerspruch lést sich folgendermassen: Wir wollen 
die obige Reduction mn’ Grades zerlegbar nennen, wenn es mdglich 
ist, sie zusammenzusetzen aus einer Reduction niedrigeren Grades auf 
ein elliptisches Integral und aus einer Transformation dieses elliptischen 
Integrals, wnzerlegbar dagegen, wenn dies nicht mdglich ist; ist ein 
Integral iiberhaupt reducirbar, so ist es auch durch eine unzerlegbare 
Transformation reducirbar. 

Bezeichnen nun 2@,, 2@,, 2@,, 2@, ein System von primitiven 
Perioden des reducirbaren Integrals, 2Q2, 2Q° ein Paar primitiver 
Perioden des elliptischen Integrals, so hat man bekanntlich ein System 
von Gleichungen 

a, = aQ+ 2 (A = 1, 2, 3, 4) 
wobei aa, b, ganze Zahlen sind. Das Criterium fiir die Unzerlegbarkeit 
der Reduction besteht dann, wie leicht zu zeigen, darin, dass der grésste 
gemeinsame Theiler der Determinanten 

daby — ay ba 
gleich 1 ist. Gerade diese letztere Voraussetzung wird aber bei dem 
Weierstrass-Picard’schen Satze, welchen Herr Humbert seinen 
Untersuchungen zu Grunde legt, ausdriicklich gemacht (vgl. Herrn 
Poincaré’s Beweis des Satzes, Americ. Journ. of Math. Vol. VIII, 
pag. 293). 
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Betrachten wir jetzt andererseits den Jacobi’schen Ansatz (3) unter 
der Annahme eines geraden » fiir eine der beiden ersten Zerlegungen 
(5), nehmen also z. B. R, = 1, R, = 1 an, so folgen durch Elimination 
von U uad V zwei Gleichungen 


B.?T,? — y.°T;? = Ry T,”, 

6 PT, — PT? = RT? 
wobei: Rk, R, = R. Da nun aber nach Voraussetzung U und V keinen 
gemeinsamen Theiler haben, so gilt dasselbe auch fiir 7, 7, und 
weiterhin 6, T, — y,7;, By) T, + 73. Daraus ergiebt sich aber durch 
Wiederholung des Jacobi’schen Schlusses ein System von Gleichungen 
von der Form 

By T, — ¥oT; = Ry Ty’, 

By T, + oT, = Ry’ T,"?, 


wobei: 
R, Rh, — R,, T, I, - Ty; 
ebenso eet 
6, T, —7,7;,= R, fT;, 
ss BT, + 47; = RB,’ T,?, 
wobei: 


RR,’ =R,, 7,7," —T,.- 
Diese Gleichungen, zusammen mit der Identitit 


dU_ av 9 th _ 9 8% 
—§=— Ca —2 oo Const ‘de "* dex 
ee a, 


sagen aber aus, dass die Reduction (2) unseres Integrals (1) sich zerlegt 
in eine Reduction vom Grade ~ und eine Transformation zweiten Grades 
des elliptischen Integrals. Hat man es also mit einer unzerlegbaren 
Reduction zu thun, so sind in der That die beiden ersten Zerlegungen 


(5) auszuschliessen, und es bleibt, in Uebereinstimmung mit Herm 
Humbert nur die dritte: 


6=24+24240 
iibrig. 


Freiburg i. B., den 3. Juni 1898. 
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Frreprica Scariuina. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit méchte ich den Hauptinhalt der Unter- 
suchungen wiedergeben, die ich in meiner Habilitationsschrift: ,,Geo- 
metrisch-analytische Theorie der symmetrischen S-Functionen mit einem 
einfachen Nebenpunki“*) verdffevtlicht habe, wegen der Einzelheiten 
der analytischen oder geometrischen Ableitungen sei dagegen auf diese 
ausfiihrliche Darstellung verwiesen. 

Unter einem gewihnlichen Kreisbogendreieck verstehen wir einen 
einfach zusammenhiingenden Bereich in einer Ebene oder auf einer Kugel, 
der, allgemein zu reden, von drei ein Dreieck bildenden Kreisbogen 
begrenzt wird und in seinem Innern keinen Verzweigungspunkt und auf 
seinem Rande mit Ausnahme der Ecken keinen Windungspunkt**) ent- 
halt. Es sei ein specielles Kreisbogendreieck mit den Ecken a,, },, ¢, 
und den Winkeln = a, < Z, + x gegeben (Fig. 1). Die Ecken sollen 
bei positivem Umlaufen in der Reihenfolge c¢,, b,, a, cyklisch auf 
einander folgen. Wir denken die Kreisbogenseite ¢, b, tiber den Kck- 
punkt 6, hinaus lings ihres Kreises als Einschnitt in den Bereich 


: le 


; \C; SX 
.s ~ 
t S 
x SS SOX 
SS° Oy 
\, SS 





hinein fortgesetzt. Den so entstehenden neuen Bereich stellt die Fig. 2 
dar, in der wir der besseren Uebersicht wegen die beiden Ufer des 
Kinschnittes etwas von einander getrennt gezeichnet haben. Der Bereich 


besitzt in den Ecken a,, b,, ¢, bez. die Winkel 2 %, = %, adh Der 


Endpunkt @, des Einschnittes soll als ,,einfacher Knotenpunkt* be- 
zeichnet werden. Unser Bereich ist gleichfalls von Bogen nur dreier 
Kreise begrenzt; wir nennen ihn ein ,,Kreisbogendreieck mit einfachem 
Knotenpunkt“. 


*) Nova Acta Leopoldina, Halle a./S. 1897, Bd. 71, pag. 207—300. Diese 
Arbeit soll in der Folge kurz als ,,Habilitationsschrift“ citirt werden. 

**) Unter einem Windungspuukte auf dem Rande eines Kreisbogenpolygons 
verstehe ich allgemein den Scheitel eines Winkels, der entweder von a ver- 
schieden ist oder aber, falls er gleich z ist, von zwei sich beriihrenden Kreisbogen 
gebildet wird. 
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Aus diesem Beispiel schépfen wir folgende allgemeine Detinitionen: 

Ein Punkt auf dem Rande eines von Kreisbogen begrenzten Be- 
reiches ist stets dann und nur dann als ein ,,einfacher Knotenpunkt“ zu 
hezeichnen, wenn die in d, zusammenlaufenden Kreisbogen der Begrenzung 
demselben Kreise angehiren und den Winkel 2x mit einander bilden. 

Allgemein gesprochen verstehen wir unter einem ,,Kreisbogendreieck 
mit einfachem Knotenpunkt einen einfach zusammenhdngenden Bereich, 
der von Bogen dreier Kreise begrenzt wird und in seinem Innern keinen 
Verzweigungspunkt, auf seinem Rande mit Ausnahme eines einfachen 
Knotenpunktes d, und dreier Ecken a,, b,, c, mit den Winkeln Ax, 
uz, vx keinen Windungspunkt besitet*). 

Wir wollen die auf der positiven Seite der Axe des Reellen ge- 
legene Halbebene eines Argumentes ¢ kurz als die ,,Halbebene P“ 
bezeichnen. Die Aufgabe, die 
Halbebene P (Fig. 3) so auf die 
Fliche eines gewohnlichen Kreis- 
bogendreiecks mit den Winkeln 
A,X, My, vy x abzubilden, dass Fig. 3. 
die Ecken des letzteren bez. dreien auf der Begrenzung der Halb- 
ebene P gelegenen ,,singuliiren Punkten a, 6, c“ entsprechen, wird 
bekanntlich durch die Schwarz’sche s-Function gelést. Dieselbe lisst 


sich definiren als Particularlésung der folgenden gewohnlichen Dif- 
ferentialgleichung dritter Ordnung: 








d's ds\? 
(1) ds — 3 [de \ _ 1 
ds 2 ds J = (e—a)(z—b)(z—c) 
dz dz 
[t—4e®  (@—b)(a@—c) | 1—p? (b—c)(b—a) | 1—%* (c—a) (e--b)] 
Pe ey a eee 


Die Gréssen 4,, “4, % nennen wir die den singuliren Punkten a, b, c 
zugehérigen ,,Exponenten“. 

Es soll die Aufgabe dieser Arbeit sein, diejenigen ,,symmetrischen 
S-Functionen“ niher zu studiren, deren jede die Halbebene P so auf 
die Fldche eines Kreisbogendreiecks mit einfachem Knotenpunkt und 
den Winkeln Ax, wx, vx abbildet, dass den singuliren Punkten a, b, ¢ 
der Halbebene P die Ecken a,, b,, c, des Kreisbogendreiecks entsprechen. 
Der Knotenpunkt d, stellt das Abbild eines gleichfalls auf der Axe des 
Reellen gelegenen vierten singulaéren Punktes d dar. Letzteren be- 
zeichnen wit als ,,einfachen Nebenpunkt“. Der zu ihm gehdrende 

*) Ist ein Winkel des Kreisbogendreiecks rein imaginir, so ist die ihm ent- 
sprechende Ecke verloren gegangen und an ihre Stelle ein sich unendlich oft 


wwischen den zwei betreffenden Kreisbogen der Begrenzung windendes Kreisband 
getreten. 


31* 
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Exponent ist gleich 2 entsprechend dem Winkel 2 des Bereiches 
im Punkte d,. 

In seiner Arbeit ,,Ueber einige Abbildungsaufgaben“*) hat Herr 
H. A. Schwarz die allgemeine Aufgabe behandelt, die Fliche einer 
Halbebene auf die Fliche einer von Kreisbogen begrenzten Figur 
abzubilden. Nach dem allgemeinen, daselbst abgeleiteten Resultate 
muss die dies leistende Function S(z) einer Differentialgleichung der 
folgenden Form genitigen: 


2) s — 7) = RO, 

wo R(z) eine noch zu bestimmende rationale Function von z bezeichnet. 
In der genannten Arbeit des Herrn H. A. Schwarz sind bereits alle 
Mittel angegeben, die Function R(z) zu berechnen. Es geschieht 
dies mit Hiilfe der Reihenentwickelungen der S-Function in der Nihe 
der singuliiren Punkte. Man findet, wie wir nicht niiher ausfiihren 
wollen: 

1 


(2’) R(z) — (@—a) (e—b) (@—c) @—d) 


.[A5* (a—b)(a—c)(a—d) 4 1 — nw? (b—c) (b—a) (b—d) 
2 z—a 2 z—b 





1 — »? (c—a)(e—b) (ec —d) 3 (d—a)(d—b)(d—o) 
+3 e as ee => +]. 

Die von z unabhingige reelle Grésse A, der accessorische Parameter, 
ist eine Function des Nebenpunktes d, die im § 2 bestimmt wird. 

Wenn wir im Beispiel unserer Fig. 2 den* EKinschnitt in den Be- 
reich lings des zugehérigen Kreises weiter und weiter fortsetzen, so 
wird schliesslich der Knotenpunkt d, die 
Seite a,c, im Punkte c,* erreichen (Fig. 4). 
In diesem Augenblicke zerfillt der Bereich 
in ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt 


° ° 2 bd 
a,b,c,* mit den Winkeln —- 3% 


das zweite Grenzdreieck, und in ein Zwei- 


: : . . 4 
eck ¢,¢,* mit zwei gleichen Winkeln =- 


Was wird bei diesem Grenziibergang aus 
unserer abbildenden Function S, die wir 
als Function von z und d aufzufassen haben? Es liegt zuniichst nahe 
zu vermuthen, dass sie in der Grenze ihren Sinn verliere. Doch dies 
trifft keineswegs zu. Anstatt indess die betreffenden allgemeinen Re- 
sultate meiner Arbeit bereits hier anzufiihren, ziehe ich es vor, um 





Fig. 4. 


*) Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 70 (1869), p. 105—120; 
Ges. Abhandlungen Bd. II, p. 78, Berlin 1890. 
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sogleich eine Vorstellung von dem Verhalten der S-Functionen bei 
dem erwihnten Grenziibergang zu gewihren, im ersten Paragraphen 
ein einfaches Beispiel zu behandeln. 

Gerade wegen der bei diesem Grenziibergang hervortretenden 
besonderen Kigenschaft diirften es die S-Functionen verdienen, dass 
ihnen neben dem Interesse, das die neuen Functionen als solche er- 
wecken, in noch héherem Masse Aufmerksamkeit geschenkt wird. 


$1. 
Das specielle Beispiel 41, u—2, v=—1. 


Man versehe die schlichte Ebene der complexen Variabeln S$ lings 
der Axe des Reellen vom Punkte d, = — e, wo @ den Ungleichungen 
0<@< co geniigen mége, bis nach + oo mit einem KEinschnitt. 
Der so entstandene Bereich 
(Fig. 5) sei als specieller Fall (S)-Ebene 
eines Kreisbogendreiecks mit 
einfachem Knotenpunkt ange- 
sehen, und zwar modgen als 
Ecken der Punkt b, = oo und 
die auf dem positiven Ufer des 
Einschnittes liegenden Punkte 
a,=0, ¢, =1, ferner als Knotenpunkt der Punkt d, gelten. Den 
Winkeln an den Ecken a,, b,, ¢, entsprechend sind die Exponenten 
4, uw, v bez. gleich 1, 2, 1. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die auf der positiven Seite der Axe 
des Reellen gelegene Halbebene (x) (Fig. 6), die wir in der Folge kurz 
als Halbebene ‘{ bezeichnen wollen, 
so auf diesen Bereich abzubilden, 
dass die Ecken a,, b,, ¢, bez. den 
Punkten a= 0, boo, c=1 auf 
der Begrenzung der Halbebene (x) 
entsprechen. Da die Abbildung auch 
in der Umgebung der Punkte 0 und 1 eine conforme ist, so besitzen 
letztere nicht mehr singuléren Charakter; doch ist unserem Zwecke 
diese Kigenart des ausgewihlten Beispiels nicht nachtheilig. 

Die abbildende Function S(x) wird durch die Formel gegeben: 


(3) S=|(Vl+e—Ve)z+/Vel’—e, 


die inverse Function durch die Formel: 








Halbebene %3 der (#)-Ebene, 









Fig. 6. 
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Den Wurzeln Yo und Y1 + @ ist das positive Vorzeichen zu 
geben. /S-+ 9 in der letzten Formel hat fiir alle Punkte des Be- 
reiches der Fig. 5 eine nicht negative zweite Coordinate und ftir die 
Punkte seiner auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegenen 
Halbebene eine nicht negative, fiir die Punkte seiner auf der negativen 
Seite der Axe des Reellen gelegenen Halbebene eine nicht positive 
erste Coordinate. 

I. Es mége jetzt der Kinschnitt des Kreisbogendreiecks der Fig. 5 
sich mehr und mehr zusammenziehen, bis schliesslich der Knoten- 
punkt d, mit der Ecke a, zusammenfiallt. 

Dementsprechend ergiebt sich: 

(3’) lim S = s, = 2”. 
e=0 

Das Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt ist ohne irgend welche 
Singularitét in ein solches ohne Knotenpunkt iibergegangen; dasselbe 
besitet die Exponenten 4, = 4+ 1—2, wn, —u—2, v4, =v=—1 und 
set als erstes Grenzdreieck bezeichnet. Entsprechend wird die abbildende 
Function s, = x, d. h. diejenige s-Function, welche die Halbebene § 
in der bestimmten Weise auf das erste Grenzdreieck abbildet. 

Il. Der Einschnitt mége sich lings der Axe des Reellen in den 
Bereich hinein weiter und weiter fortsetzen, bis schliesslich der Knoten- 
punkt d, die Ecke b, erreicht, d. h. @ mége co werden. In diesem Augen- 
blick ist unser urspriinglicher Bereich in das Kreisbogendreieck a, b,c, 
ohne Knotenpunkt mit den Exponenten 4, = 4—=—1, wu, = w — 1=1, 
v, = v= 1 (d. h, in die auf der positiven Seite der Axe des Reellen ge- 
legene Halbebene) und in die auf der negativen Seite der Axe des 
Reellen gelegene Halbebene zerfallen. Es ergiebt sich fiir endliche 


Werthe z: 
(V2 +1 ie a i} - 1 — 


e 

Lasst man ferner erst « und dann @ unendlich werden oder un- 
gekehrt, so wird S entschieden unendlich. Dagegen liisst sich kein 
bestimmter Grenzwerth S angeben, wenn man x und @ gleichzeitig 
gegen co convergiren liisst. 

Noch klarer gestattet der entsprechende Grenziibergang in der 
Formel (4) diese Verhiltnisse zu iiberblicken. Uns interessiren allein 
diejenigen Werthe, die S innerhalb des Bereiches der Figur 5 annehmen 
kann. Wir wissen, fiir die Punkte S auf der positiven Seite der Axe 


des Reellen ist dem reellen Bestandtheile des Ausdrucks y* + 1 das 
positive Vorzeichen zu geben. Fiir sie wird daher: 


(3”) lim S = lim 


ea o=a 





(4) 
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ys 7s oe 
(4) lim « = lim —2———— = §, 


=x I= 9 / 
= ¢ *Voti-1 


Fir die Punkte S auf der negativen Seite der Axe des Reellen ist dem 


reellen Bestandtheile des Ausdrucks ys -+ 1 das negative Vorzeichen 
zu geben. Fiir sie wird daher: 


(4°) lim # = oe. 


Das Eigenartige des zweiten Grenziiberganges beruht demnach geo- 
metrisch darin, dass die Punkte der negativen Halbebene der Figur 5 
in der Grenze thr Abbild stimmtlich in demselben Punkte x = oo finden, 
wihrend die Punkte der positiven Halbebene den gleichwerthigen Punkten 
der Halbebene 3 entsprechen. 

Das in der Grenze bleibende Dreieck a,b,¢,, d. h. die auf der 
positiven Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene, ist also der 
allein noch in Betracht kommende Theil des zerfallenden Bereiches 
der Figur 5. Dementsprechend beriicksichtigen wir auch analytisch 
nur die fiir endliche Werthe 2 gefundene Grenzfunction lim S=s,—2 
und vervollstindigen sie durch die willkiirliche Festsetzung, dass dem 
Werth x = oo allein der Werth S = oo entsprechen soll. 

Auch bei dem zweiten Grenetibergang geht das Kreisbogendreieck 
mit Knotenpunkt, freilich unter Abschniirung eines Theiles des Bereiches, 
in ein solches ohne Knotenpunkt, das eweite Grenedreieck, tiber, dasselbe 
besitet die Exponenten 4,—=-A=1, p= uw—l=—1, » =v =—1, 
Die abbildende Function wird s, = x, d. h. diejenige s-Function, welche 
die Halbebene 8 in der bestimmten Weise auf das zweite Grenzdreieck 
abbildet. 

Dem Knotenpunkt d, entspricht der im Intervalle von — oo bis 0 
der Axe des Reellen in der (x)-Ebene gelegene Nebenpunkt: 


Ve 

ss “~ Ve—Vite 

Dem Uebergang vom ersten Grenzdreieck zu den Kreisbogendreiecken 
mit Knotenpunkt bis zum zweiten Grenzdreieck entspricht die continuirliche 
Wanderung des Nebenpunktes d auf der Axe des Reellen von 0 bis — oo. 

Die Formel (3) vermittelt also den Uebergang von der Function 
s; = a zur Function s, =, der abgesehen von der Umgebung des 
Punktes z = oo durchaus stetig ist. 

In ihrem Gesammtverlauf bildet die Function S die schlichte Ebene 
des Argumentes x auf die zweiblittrige Riemann’sche Flache mit zwei 
einfachen Verzweigungspunkten an den Stellen d, und co ab. Wird 
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@ unendlich, so vereinigen sich beide Verzweigungspunkte unter gleich- 
zeitiger Abschniirung des einen Blattes*). 


*) An die Stelle des Parameters 9, der den Ungleichungen 0< e9< +o 
geniigt, fiihren wir einen Parameter p ein vermége der Gleichung: ~e 
_ (p—1)? 

4p 
und setzen in Uebereinstimmung mit den fiir @ giiltigen Ungleichungen fest, dass 
p den Ungleichungen 1> p >0 geniigen soll. Dann nehmen die Formeln (3) 
und (5) folgende einfache Gestalten an: 


@ 


(3*) S = px — (p—1)z, 

* — th. ‘ 
(5*) d 2p 
Da indess die besonders wichtige Formel (4) durch Einfiihrung von p nicht 
wesentlich einfacher wird, haben wir im Text von letzterer keinen Gebrauch 
gemacht, 


Die Formel (3*) giebt jedoch Anlass, folgende allgemeinere Function zu 
betrachten : 


(3**) S, =pa"t! — (p—1)2", 


woselbst » eine beliebige, positive ganze Zahl sei. Fiir jeden Werth von p 
innerhalb des fiir diese Grésse festgesetzten Intervalles bildet die Function S, 
die Halbebene  gleichfalls auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt 
ab, Letzteres besitzt wieder die Ecken a,=0, =m, c,=1 und die Ex- 
ponenten 4 =n, w=n-+1, »=1. Der zugehirige Nebenpunkt ergiebt sich 


aS, 
als Wurzel der Gleichung - — = 0 durch die Formel: 


* _ #.(p— 1) 
e ~ (+1) 
Die Formel (3**) vermittelt in ganz entsprechender Weise wie im Falle n=1 
des Textes den Uebergang von der Function s,,= at zur Function sy = 2" 
dadurch, dass p von 1 bis 0 stetig abnimmt. In ihrem Gesammtverlauf bildet 
die Function S, die schlichte Ebene des Argumentes x auf die (n-+1)-blittrige 
Riemann’sche Fliche ab, die im Punkte einen (m-+1)-fachen, im Punkte 0 


n a+l 
einen n-fachen, im Punkte d, =— ——" _— 
(n1yettp” 
zweigungspunkt besitzt. Wird p = 1, so vereinigt sich der einfache Verzweigungs- 
punkt d, ohne weitere Singularitiit mit dem n-fachen Verzweigungspunkte 0 zu 
dem (n-++1)-fachen Verzweigungspunkte an der Stelle 0. Wird dagegen p = 0, 
so vereinigt sich der einfache Verzweigungspunkt d, unter gleichzeitiger <Ab- 
schniirung eines einzelnen Blattes mit dem (n-+-1)-fachen Verzweigungspunkt o, 
so dass eine -blittrige Riemann’sche Fliche mit den beiden m-fachen Ver- 
zweigungspunkten 0 und  iibrig bleibt. Die Function S, vermittelt daher, wie 
wir auch kurz sagen kinnen, den Uebergang von der (n+-1)-blittrigen Riemann- 
schen Fliche mit den beiden (n-+-1)fachen Verzweigungspunkten 0 und w 2u der 
n-blittrigen Riemann’schen Fliache mit den beiden n-fachen Verzweigungspunkten 
0 und @, 


einen einfachen Ver- 
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§ 2. 
Analytische Definition der S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt. 


Wir bezeichnen die reellen Theile der in der folgenden Unter- 
suchung auftretenden Gréssen 4, w, v (mit oder ohne unteren Index) 
mit 4’, w’, v’, ihre imaginiiren Theile mit i4”, iu”, iv”. In die vor- 
kommenden Differentialgleichungen treten nur die Quadrate der Gréssen 
4, u,v ein. Dies schafft uns die Berechtigung zur folgenden Fest- 
setzung: Jede der Gréssen 4, w, v soll (falls sie nicht gleich 0 ist) so 
gewahlt sein, dass, wenn ihre erste Coordinate nicht verschwindet, 
diese positiv ist, wenn die erste Coordinate aber verschwindet, dann 
die zweite positiv ist. 

Den Ausgangspunkt unserer allgemeinen Untersuchung bildet die 
gewohnliche Differentialgleichung 3. Ordnung: 


- s” 3s"y 
@ # — a(x) — BO) 
wo 
> = 1 
k (2) ~~ (¢—a)(2e—b) (2—e) (2—d) 


Bh ss de « 1—n? (b—c)(b—a) (b—d) 


2 —a 2 z—b 


1—» (e—a)(e—b)(c—d) 3 (d—a)(d—b) (d—e) 
+ - . Sale see 


2 z—c 2 s—a +A] 


ist. In ibr bezeichnen a, b, c,d die ,,singuliren Punkte“, 2, u,v, 2 
sind die zu ihnen gehérenden, im allgemeinen complexen ,,Exponenten“, 
A ist der ,,accessorische Parameter“. Wir setzen voraus, dass die 
Punkte a, b,c, d simmtlich im Endlichen gelegen sind. 

Ferner nehmen wir zunichst an, dass @ von a, b, c verschieden 
ist. Wir machen den fiir die Umgebung der singularen Stelle d giil- 
tigen Ansatz: 


(6) S=d log (c—d) + (e—d)-?+ 6,(e—d)+ 6,4 0,(e—d)+--- 


Die Coefficienten 6, 6,, 6,, 0,... seien von 2 unabhiangige Grdéssen. 
Durch einfache Ausrechnung ergiebt sich zuniichst: 


s sis (3) = a ? a + ; sta = (40+ : 3,°) + ie! 


~ 
’ 


wo in jedes folgende Glied ein neuer Coefficient 0; linear eintritt. 
Wir entwickeln auch die rechte Seite der Differentialgleichung (2) nach 
Potenzen von (2 — d) und fihren hierbei folgende Abkiirzungen ein: 
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& = (d — b) (d —c) + (d— ee) (d— a) + (d—a) (d— Dd), 
= = (a—b) (a—0) +5" (b— 0) (b—a) +5" (ca) (c—), 
N, = A*(a — b) (a —e) (d—b)(d—c) + pw? (b —c)(b—a) (d—e) (d—a) 


+ v?(e—a)(ec—b)(d—a)(d—b), 
1 


$= G—w@@—bid—o) 


Die Coefficientenvergleichung beider Potenzreihen ergiebt die Glei- 
chung: 


bm F(a at ta: 


Wir verlangen jetzt, dass der Coefficient 6 verschwindet, d. h. dass 
das logarithmische Glied im Ansatz (6) fortfallt. Diese Forderung 
besagt mit anderen Worten: Der singulire Punkt d soll nach der 
Bezeichnungsweise des Herrn Klein ein ,,einfacher Nebenpunkt“ der 
Differentialgleichung sein. 

Dann erhalten wir die folgende Bedingungsgleichung fiir den 
accessorischen Parameter A: 


(7) A=q— Zit. 


Wir stellen nunmehr folgende Definition auf: 

1. Eine Function des Argumentes 2 ist eine ,,S-Function mit ein- 
fachem Nebenpunkt“*, wenn sie fiir bestimmte Werthe der Gréssen 
a,b,c,d,4, u,v einer solchen Differentialgleichung (2) geniigt, deren 
accessorischer Parameter A die Bedingung (7) erfiillt. 

In der ganzen folgenden Untersuchung setzen wir als selbstver- 
stindlich voraus, dass der accessorische Parameter A der Differential- 
gleichung (2) die Bedingung (7) befriedigt. 

Der Umstand, dass die Bedingung (7) eine Quadratwurzel enthilt, 
findet seinen Ausdruck in dem Satze: 

2. Fiir jeden derjenigen beiden Werthe des Nebenpunktes a, fiir 
welche y, verschwindet, ergiebt sich bei gegebenen Werthen a, b, ¢, 2, u,v 
nur eine einzige Differentialgleichung, fiir jeden anderen Werth des 
Nebenpunktes d dagegen zwei verschiedene Differentialgleichungen, deren 
Particularlisungen S-Functionen sind. 

Fallt in der Differentialgleichung (2) d im speciellen Falle mit 
einem der singuliren Punkte, etwa mit a, zusammen, so geht die 
Gleichung in die folgende iiber: 

s’” 3 (a°¥ 1 
(2°) | i y) ™ (¢—a) (@—b) @—o) 
B =O". (a—b) (a —e) 4 — (b—c) (b-a) a tv (¢ — a) (e—b)| 


2 s—a 2 z—b 2 e—c ? 
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wo auf der rechten Seite, der Wurzel der Bedingung (7) entsprechend, 
das obere oder das untere Vorzeichen giiltig ist. 

Wir verstehen unter {4 —1} die Grésse 1— 4, wenn 4’< 1,4—1, 
wenn 4’ >1, ijA”|, wenn 4’=1 ist. Die Vergleichung der Differential- 
gleichung (2*) mit der Differentialgleichung (1) ergiebt den Satz: 

3. Ist d mit a zusammengefallen, so definirt die sich ergebende 
Differentialgleichung (2*), je nachdem das obere oder untere Vorzeichen 
auf ihrer rechten Seite gilt, s-Functionen mit den Exponenten 4 + 1, uw, v 
oder s-Functionen mit den Exponenten {4—1}, u,v. Entsprechendes 
gilt, wenn d mit b oder c zusammenfallt. 


§ 3. 
Allgemeine Eigenschaften der S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt. 


Ich iibergehe es hier alle diejenigen Eigenschaften der S-Functionen 
zusammenzustellen, die sich leicht aus der Differentialgleichung (2) 
ergeben und ihre Analoga in der Theorie der s-Functionen finden. 
Nur folgende beiden Siatze méchte ich der spiteren Anwendung wegen 
anfiihren : 

4. Ist S, eine Particularlisung der Differentialgleichung (2), so 
stellt sich das allgemeine Integral S derselben als gebrochene lineare 
Function von 8S, mit beliebigen, doch von 2 unabhdngigen Coefficienten dar: 


ae aS + 8 
S=—-a+e. 


5. Fiihrt das Argument z einen vollen positiven Umlauf um einen 
der singuléren Punkte a, b oder c aus, so geht ein Zweig S,* einer 
beliebigen Particularlisung S, in einen neuen Zweig iiber, der sich bez. 
durch eine gebrochene lineare Substitution A, B oder T mit von 2 unab- 
hiingigen Coefficienten aus S,* ergiebt. 

Wir geben den Punkten a, b,c jetzt die speciellen Werthe 0, oc, 1. 
Indem wir zugleich an Stelle von ¢ und d bez. x und r einfihren, 
erhalten wir: 


s’” : 1 
®) nh a) 
§ 1—2? 3 1 3 r(r—1) 
fm thE 4 ee ee ae. 

wo 

(9) A=—r+ >+Vf0), 

und 

(10) f(r) = wr? — (42 + ww? — v2) + 1? 
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Damit der Werth r = oo nicht eine Ausnahmestellung einnimmt, 

setzen wir r =i und betrachten an Stelle der Function f(r) die Form 
2 

9 (tr) 1s) = 152. f(r) oder: 

(10%) (ry yr,) = wr? — (BE pt — v4) rr $ ry? 

Wir legen fernerhin allein die einfachere, wenn auch weniger 
symmetrisch gebaute Differentialgleichung (8) mit der Bedingung (9) 
unserer Untersuchung zu Grunde, wodurch ihrer Allgemeinheit keinerlei 
Abbruch geschieht 

Es sind folgende drei Fille zu unterscheiden: 

I. Der specielle Fall. Die Form (r,, 1.) verschwindet identisch, 
d. h. es ist A= p—v=0. Diesen Fall besprechen wir sogleich im 
nachsten Paragraphen uiher. 


II. Der Hauptfall. Die Gleichung g(r,, 17.) = 0 besitet zwei 
von einander getrennte Wurzeln: 


« oe * 
fm und r** = 1 
Es ist: 
‘ 2 2 a2 Gata ee ee ame ) a 
(11) 9* bez. r** = “F# “tate by Ge ») Am +) (Au —») 
222 


Bbw — FV A+ a+ y) (d—w—v) (A—w +) df a—r) 

Die Wurzel der rechten Seite soll den Hauptwerth annehmen. Die 
oberen Vorzeichen gelten fiir die Grosse r*, die unteren fiir die Grosse r**. 

Wir deuten zweckmiissig den Parameter r auf einer zweiblittrigen 
Riemann'schen F liche, deren einzige Verzweigungspunkte die Punkte r* 
und r** sind. Verschwindet einer der Exponenten 4, u,v, so ist der 
zugehorige singulire Punkt nothwendig eine Wurzel der Gleichung 
9 (r;, %) =O und umgekehrt, d. h. 

6. An einer der Stellen 0, 00,1 liegt cin Verzweigungspunkt der 
zweiblittrigen Riemann’schen Fiche stets dann und nur dann, wenn 
bez. A, uw oder v gleich Null ist. 

Ill. Der Ausnahmefall. Die Gleichung 9(7,, 7,) = 0 besitzt 
eine Doppelwurzel r***. Dann muss einer der Factoren des unter dem 
Wurzelzeichen der Gleichung (11) stehenden Ausdrucks verschwinden. 

7. Der Ausnahmefall tritt stets dann und nur dann ein, wenn die 
Bezeichnung der Exponenten (nicht ohne Riicksicht auf die zu Anfang 
des § 2 gemachte Festsetzung) sich so wiihlen liisst, dass die Gleichung 
besteht A=u-+ v. Diese Annahme iiber die Bezeichnung der Exponenten 
wollen wir im Ausnahmefalle im Folgenden stets als erfiillt voraussetzen. 
Es ist dann: 

¢ pees A 
(12) res 





(9 
ode 
(9 








— = eS0lClU 
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Die Bedingung (9) zerfillt jetzt in die beiden: 


() Ay=—r+ztu(r—2) 
oder: 
(9") A= —r+5—ul(r— ¢). 


Wir haben im Ausnahmefalle (im Gegensatze zum Hauptfalle) fiir 
gegebene Exponenten 4, w, v zwei analytisch véllig von einander ver- 
schiedene Bedingungen (9*) und (9>), Dementsprechend deuten wir 
jetzt zweckmiissig den Parameter r auf zwet einblitirigen Riemann’schen 
Flichen, die nur im Punkte r = r*** zusammenhiingen. 

8. Ist speciell vy = 0 (und damit 4 = a), so ist der Punkt 1 der 
Doppelpunkt; an den Stellen 0 und oo dagegen kann der Doppelpunkt 
bet unserer Festsetzung niemals liegen. 

Die der Bedingung (9*) oder (9) entsprechenden Differential- 
gleichungen unterscheiden wir bez, als solche vom Typus A oder B. 


Sie gehen indess fiir r= 7*** — = in dieselbe specielle Differential- 
gleichung mit dem Parameter: 


(9) A=—=+5 


liber. Wir nennen diese die Differentialgleichung des Uebergangsfalles. 

9. Die Function S = x-*(% —1)” stellt, wie man sich durch Ein- 
setzen leicht tiberzeugt, eine Particularlisung der Differentialgleichung 
des Uebergangsfalles dar. 


§ 4. 
Der specielle Fall 4 = uw = vy = 0. 


Die Differentialgleichung (8) nimmt die folgende einfache Form an: 
>: > a 37s’ 
(8*) : (4) 


1 3 r(r—1) 


1 
- wy \- at? + ; ey ai ° oot —t 


10. Die Function: 


r—1 x2—1 x in 


(13) S, = log ——, — bg =+-; 


stellt, wie man sich wieder durch Hinsetzen leicht tiberzeugt, ein parti- 
culéires Integral der Differentialgleichung (8*) dar. 

Wir setzen fernerhin voraus, der Nebenpunkt + gehére der Axe 
des Reellen an (vgl. Satz 14) und geniige iiberdies den Ungleichungen : 


l<r<+o. 
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Um einen bestimmten Zweig S,* der Function S, abzusondern, 
setzen wir fest: Das Argument a soll alle Werthe der Halbebene $ 
(Fig. 6) annehmen kénnen, und es sollen fiir simmtliche Logarithmen 
ihre Hauptwerthe gewahlt werden. 

Setzen wir daher: 

c= fk. 9, 


wo 

0< R< oc 
und 

O< pcx 
ist, und 


x—l=o.é”, 


so bestimmen sich zunichst die Gréssen 9 und ¢ eindeutig durch die 
Gleichungen 


ge =VY1+ R?—2R cos @ 


cos p = R cos p—1 
’ 
und die Ungleichungen: 
Ol e<+on, 
O<y<a. 


Der Zweig S,* wird dann, nach unserer Festsetzung in seinen 
reellen und imaginiren Bestandtheil zerlegt, durch die Forme! gegeben: 


‘ r—1 R r—1 . 
(13*)  S,*¥ = —— -log * — log e+ (2 “e—@eoF+ * |i. 


Um den Werth des Knotenpunkts d, zu berechnen, haben wir 
z=r (dh R=r, my =0) einzusetzen. Wir bekommen: 


d. h. in Worten: 

11. Der Knotenpunkt d, ist stets rein imagindr, er wandert auf der 
Axe des Imaginiren continuirlich von xi nach 0, wenn r sich continuir- 
lich von 1 bis +- co auf der Axe des Reellen bewegt. 

12. Die Abbildung, welche der Zweig S,* bei allgemeiner Lage des 
Punktes r im Intervall von 1 bis + 00 der Axe des Reellen von der 
Halbebene  entwirft, ist, wie man sich mit Hilfe der Gleichung (13*) 
leicht tiberzeugt, ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt und 
den Winkeln 4x = ux = va = (0) in der folgendermassen zu beschrei- 
benden speciellen Lage: Die Kreisbogenseite a,b, ist die Axe des Reellen, 
die Seite a,c, die Parallele zu thr durch den Punkt ix, die zusammen- 
fallenden Bogen b,d, und c,d, endlich werden durch diejenige Hiilfte der 
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Parallelen zur Axe des Reellen durch den Punkt d, = =! gegeben, deren 


Punkte keinen positiven reellen Bestandtheil haben. (Fig. 7.) 

15. Fallt r mit einem der singuliren Punkte 1 und oo, etwa mit 1, 
zusammen, so zerfillé gewissermassen unser Bereich wieder in 2 Theile, 
nimlich in ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt a,, b,, c,* mit den 


of tt 

















Fig. 7. Fig. 8. 


Winkeln A, x = uw, a = 0, v, a = 2 und in diejenige Hailfte der urspriing- 
lichen Seite a,c,, deren Punkte einen negativ reellen Theil besitzen. 
Dies sei durch Fig. 8 angedeutet. (Vgl. die Schlussbemerkung des § 13.) 

Wir haben den Fall bevorzugt, dass + im Intervalle von 1 bis +- 00 
der Axe des Reellen liegt. Ganz entsprechende Entwicklungen gelten, 
wenn r dem Intervalle von 0 bis 1 oder dem Intervalle von — oo bis 0 
angehdrt, wie schon von vorneherein aus der Gleichheit aller Expo- 
nenten geschlossen werden kann. Unsere Betrachtungen lassen sich 
schliesslich ohne Weiteres auch auf eine allgemeine Particularlésung 
S(x, r) der Differentialgleichung (8*) mit reellem Werthe r iibertragen 
(vgl. Satz 16 und 17). 


§ 5. 
Die ,,symmetrischen* S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt. 


Wir stellen folgende analytische Definition auf: 

14. ,,Symmetrisch nennen wir eine S- Function mit einfachem 
Nebenpunkt, wenn die in ihrer Differentialgleichung (8) vorkommenden 
Grissen A?, u?, v? und r, A, veelle Werthe haben. 

Diesem Satze entsprechend siud die Exponenten einer ,,symme- 
trischen“‘ S-Function entweder reell oder rein imaginir *). 

Es sei 2, ein beliebiger, doch von 0, oo, 1 verschiedener reeller 
Werth des Arguments xz Falls die im Satze 14 angegebenen Be- 
dingungen erfiillt sind, existirt stets eine Particularlésung S, der 
Differentialgleichung, welche in der Nahe des Punktes 2 die folgende 
Entwicklung gestaitet: 


S, - Cy + Cy (a — a) + C,(@ — a)? ++ +>, 


*) Entsprechend nennen wir eine s-Function symmetrisch, wenn ihre Expo- 
nenten reell oder rein imaginiir sind. 
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wo C; reelle, von x unabhingige Coefficienten sind. Diese Thatsache 
liefert sofort, ganz den analogen Verhiltnissen in der Theorie der 
s-Functionen entsprechend, den folgenden Satz: 

15. Jede ,,symmetrische S-Function bildet die Halbebene $3 auf ein 
Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt ab. 

In der Einleitung haben wir gesehen, dass umgekehrt jede Func- 
tion, welche die im letzten Satze ausgesprochene Eigenschaft besitzt, 
einer Differentialgleichung (8) geniigt, deren Gréssen 4?, wu, v?, r, A, 
reell sind. Unsere Definition 14 erweist sich daher identisch mit der 
bereits in der Einleitung aufgestellten Definition: 

14*, Eine ,,symmetrische S-Function“ mit einfachem Nebenpunkt 
nennen wir jede Function, welche die Halbebene Y in der bestimmten 
Weise auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt abbildet. 

Auch die im vorigen Paragraphen behandelte S-Function mit den 
Exponenten 4 = u = v = 0 ist eine ,,symmetrische“ S-Function, wenn 
der Nebenpunkt r einen reellen Werth besitzt. Gerade diesen Fall 
haben wir dort niher untersucht. 

Aus dem Satze 4 8. 491 folgt jetzt: 

16. Zwei Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, die sich 
als Abbilder der Halbebene J vermittelst je eines fiir dieses Gebiet er- 
klérten Zweiges verschiedener Particularlisungen derselben Differen- 
tialgleichung ergeben, stehen zu einander in Mobius’scher Kreisverwandat- 
schaft, d. h. sie lassen sich durch lineare Transformation in einander 
iiberfiihren. 

17. Umgekehrt haben wir alle Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt, welche in ,, Mobius’ scher Kreisverwandtschaft“ zu einander 
stehen, fiir unseren Zweck als nicht verschieden zu betrachten, da die 
Halbebene Y auf sie durch Integrale derselben Differentialgleichung 
abgebildet wird. 

Bis zum Schlusse dieses Paragraphen sei die Bezeichnung der 
Exponenten 4, u,v so gewahlt vorausgesetzt, dass 4’ >’ > v’ ist, 
ausserdem, wenn 4 reell und >O und u,v rein imaginiar sind, 
uw” >-v" ist, wenn aber alle drei Exponenten rein imaginir sind, 
a” >u'>v” ist. Welche Werthe sind fiir den reell vorausgesetaten 
Parameter r zuldssig, damit die Integrale der Differentialgleichung (8) 
mit gegebenen reellen Grissen 47, u?, v? symmetrische S-Functionen 
sind? Nach der Definition 14 ist hierzu nothwendig und hinreichend, 
dass auch der accessorische Parameter A, reell ist, der nach Gleichung 
(9), bez. (9%>°) (S. 491 u. 493), eine Function des Nebenpunktes r und 
der Exponenten 4, uw, v ist. Diese einfache Thatsache ergiebt leicht 
die im Folgenden zusammengestellten Sitze, die im letzten Paragraphen 


noch eine Erweiterung finden. In Uebereinstimmung mit dem Satze (2) 
8. 490 ergiebt sich zuniichst: 
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18. Nimmt r einen der reellen Werthe r*, r** (Formel (11) S. 492) 
oder r*** (Formel (12) S. 492) an, so erhalten wir nur eine einzige, 
fiir jeden anderen reellen Werth r dagegen entweder zwei verschiedene 
oder gar keine Differentialgleichung mit reellem Parameter A,. 

I. Der Hauptfall. Es seien 
A. alle drei Exponenten 4, u,v reell. Die Werthe r*, r** sind: 
a) conjugirt complex, wenn 4 < uw + v ist. 

19. Fiir jeden reellen Werth r erhalten wir symmetrische 
S-Functionen. 

B) beide reell (und natiirlich von einander getrennt), wenn 
A>u-+v ist. 

20. Fiir die stets reellen Werthe r*, r** gelten die Un- 
gleichungen 0 < r** << r* << 00. Nur wenn r einer der Un- 
gleichungen r > r*, r < r** geniigt, erhalten wir symmetrische 
S-Functionen. 

B. zwei Exponenten, 4 und wp, reell, der dritte, v, rein imaginir. 

21. Es gelten die Ungleichungen: 1<r*< 00, 0< r*# <1. 
Nur wenn r einer der Ungleichungen r > r*, r < r** geniigt, 
erhalten wir symmetrische S-Functionen. 

C. zwei Exponenten, uw und v, rein imagindr, der dritte, 4, reell. 

22. Fiir die stets reellen Werthe r*, r** gelten die Un- 
gleichungen: —- 00 << r* <0, O< r** <1. Nur wenn r den 
Ungleichungen r* < r < r** geniigt, erhalten wir symmetrische 
S-Functionen. 

D. alle drei Exponenten rein imagindr. Die Werthe +*, r** sind: 

a) conjugirt complex, wenn 2” < w’ + v” ist. 

23. Wir erhalten fiir keinen reellen Werth r sym- 
metrische S-.Functionen. 

B) beide reell (und natiirlich von einander getrennt), wenn 
“> au’ + v” ist. 

24. Es gelten die Ungleichungen 1 < r* < r** < oo. 
Nur wenn r den Ungleichungen r* <r < r** geniigt, er- 
halten wir symmetrische S-Functionen. 

Il. Der Ausnahmefall: 4 = -+ » (vgl. Satz 7, 8. 492). 
A. Es seien alle drei Exponenten reell. 

25. Der Doppelpunkt r*** geniigt der Ungleichung 
1<r** <o. Fiir jeden reellen Werth r erhalien wir 
symmetrische S-Functionen. 

B. Der Fall, dass zwei Exponenten reell, der dritte rein imagindr 
ist, ist als Ausnahmefall nicht méglich, 

C. Sind zwei Exponenten, 4 und w, rein imagindr, der dritte, v, 
reell, so muss v = 0 und A” = wp" sein. 
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26. Allein fiir r = r*** —=1 erhalten wir symmetrische 
S-Functionen (d. h. symmetrische s-Functionen). 
D. Es seien alle drei Exponenten rein imagindr. 
27. Der Doppelpunki r*** geniigt den Ungleichungen 
l<r*** <oo. Allein fiir r = 1r*** erhalten wir symmetrische 
S-Functionen. 


§ 6. 
Die drei Methoden zur Construction der Kreisbogendreiecke mit 
einfachem Knotenpunkt. 


Es soll unsere Aufgabe sein, alle Kreisbogendreiecke mit ein- 
fachem Knotenpunkt (vgl. Satz 17, 8. 496), die vorgegebene Winkel 
Ax, wx, vx besitzen, rein geometrisch construiren zu lernen. Die 
zur Anwendung gelangenden Constructionsmethoden sollen uns zugleich 
die Gewissheit gewaihren, dass sie uns wirklich alle iiberhaupt még- 
lichen Kreisbogendreiecke und, was indes weniger wichtig ist, jedes 
einzelne Dreieck nur auf eine Weise liefern. Wir setzen als bekannt 
voraus, wie jedes Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit vorgege- 
benen Winkeln 4,2, u)2, vx zu construiren ist*). 

Da das einzelne Kreisbogendreieck uns ein Abbild der Halbebene { 
darstellt, so wollen wir die 3 Kreisbogen seiner Begrenzung, die den 
Intervallen von 0 bis 1, von 1 bis + co, von — oo bis 0 der Axe des 
Reellen in der (z)-Ebene entsprechen, bez. mit a,¢,, ¢,b,, b,a, be- 
zeichnen, unbektimmert darum, dass jeder der singuliren Punkte 0, ov, 1 
dann kein Abbild findet, wenn sein zugehériger Exponent rein imaginir 
ist (vgl. Anm, 8. 483). 

Wir denken uns irgend ein Kreisbogendreieck mit einfachem 
Knotenpunkt und beliebigen Winkeln Az, wx, va gegeben, dessen 
Knotenpunkt d, sich beispielsweise auf dem Kreisbogen b,c, befinden 
modge. 

Wir vereinigen am Knotenpunkt d, beginnend die gegeniiber- 
liegenden Ufer des Einschnittes, d. h. die in d, zusammenlaufenden 
Enden der Bogen b, d, und c,d, , successive mit einander, so dass letztere 
gleichmissig kleiner und kleiner werden. Bei der Fortsetzung dieses 
Processes muss nothwendig einer der folgenden Fille eintreten, den 
wir jedesmal durch ein Beispiel illustriren: 

I. Der Punkt d, erreicht einen und nur einen der Punkte b, und ¢, 
etwa c,. In diesem Augenblicke ist in dem Kreisbogendreieck der Knoten- 
punkt d, mit der Ecke c, verschmolzen. Wir erhalten ein Kreisbogen- 





*) Vgl. ,,Habilitationsschrift" § 6 u. 7 pag. [36—47], sowie meine Abhandlung 
, Beitriige zur geometr. Theorie der Schwarz’schen s-Function“, Ann. Bd. 44 (1894) 
§ 14, pag. 208 ff. 
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dreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln Az, ux, (v-+ 1), wo v 


nothwendig reell ist. Dieses Dreieck nennen wir das ,,erste Grene- 
dreieck“ (Fig. 9a, b). 





Fig. 9a. Fig. 9b. 


28. Ein ,,als erstes Grenzdreieck“ auftretendes Kreisbogendreieck ohne 
Knotenpunkt hat also allgemein die Eigenschaft, dass ein Winkel wm x 
grosser ist als der entsprechende Winkel der zugehirigen Kreisbogen- 
dreiecke mit Knotenpunkt, die beiden anderen Winkel aber mit den ent- 
sprechenden Winkeln der letetgenannten Dreiecke dibereinstimmen. 

Il. Der Punkt d, erreicht die Punkte b, und c, gleichzeitig. In 
diesem Augenblick ist die Kreisbogenseite b,c, ganz fortgefallen. Es 
bleibt ein gewéhnliches Zweieck mit zwei 
gleichen Winkeln Az iibrig (Fig. 10); die 
Winkel 4x, wx, vx miissen nothwendig 
reell sein und der Bedingung A= pw+v 
gentigen, so dass also der Zweieckswinkel 
gleich dem gréssten der urspriinglichen Fig. 10. 
Dreieckswinkel ist. 

lll. Der Punkt d, erreicht, so weit wir auch die Vereinigung der 
Bogen b, d, und c,d, fortsetzen, niemals einen Eckpunkt. Dann windet 
sich, wenn wir den Bereich auf der Kugel gelegen annehmen, zu 
beiden Seiten des Kreisbogens b,c, die Fliche des Dreiecks wie ein 
unendliches Band um dieselbe herum. Das 
Dreieck kann nur so beschaffen sein, dass die 
drei Kreise der begrenzenden Bogen sich nicht 
unter einander schneiden. Dieser Fall kann 
daher nur bei dret rein imagindren Expo- 
nenten eintreten, fiir die gerade die beiden 
vorhergehenden Fille ausgeschlossen sind. 
(Die ein Beispiel gebende Fig. 11 stellt natiir- Fig. 11. 
lich nur ein theilweise willkiirlich begrenztes 
Stiick des Kreisbogendreiecks dar.) Die drei Kreise theilen die Kugel, 
auf der das Kreisbogendreieck gelegen ist, stets in zwei Kalotten und 
in zwei Ringgebiete. 

Zur Liésung der eingangs dieses Paragraphen aufgestellten Auf- 
gabe werden wir jetzt naturgemiiss dadurch gefiihrt werden, dass wir 


32° 
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umgekehrt vorgehen wie soeben. Den geschilderten drei Méglichkeiten 
entsprechend werden wir drei verschiedene Constructionsmethoden zu 
unterscheiden haben. Der besseren Uebersicht wegen wollen wir bei 
der niheren Darlegung der letzteren im Folgenden die 4 Fille nach 
einander betrachten, dass keiner, einer, zwei oder alle drei Exponenten 
rein imaginir sind. 

29. Die Gesammtheit aller von einander verschiedenen Kreisbogen- 
dreiecke mit Knotenpunkt, die allein durch Verliingerung oder Verkiirzung 
des Einschnittes aus einander hervorgehen, wolien wir als eine ,,Schaar“ 
bezeichnen. 


§ 7. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und 
reellen Winkeln nach der ersten Methode. 


Die vorgegebenen Winkel Az, uz, va seien reell. Die erste 
Methode, die zugehérigen Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt zu 
construiren, hat gemiiss Nr. I des § 6 von einem ersten Grenzdreieck 
auszugehen. Als solehes muss nothwendig eines der Kreisbogendrei- 
ecke ohne Knotenpunkt gewahlt werden, die folgende Winkeltripel 
besitzen : 


Aa, ux, (v+l1)a; Ax, (ut+l)a, vx; (A+1)z, ua, va. 
Die Anwendung der ersten Methode auf eines der Grenzdreiecke, etwa 
auf das erste, hat darin zu bestehen, dass wir in ihm, falls es iiber- 
haupt méglich ist, die eine oder die andere der Seiten a,c, und b,¢, 
welche den um a vermehrten Winkel (v-+1)z bilden, iiber den zu- 
gehérigen Eckpunkt ¢, hinaus 
als Kinschnitt in den Bereich 





LS N . hinein verliingern und zwar so, 
6, ee dass von dem Winkel (v + 1)z 
y \ y gerade der Theil x abgetrennt 
_S wird, wie fiir die Umgebung 
4, der Ecke ¢, beispielsweise durch 
. : Fig. 12a, b dargestellt sei. Der 
Fig. 12a. Fig. 12b. 


Knotenpunkt d, gehdrt als End- 
punkt des Einschnittes hier, wie in allen spiiteren Fiillen, stets der 
verlingerten Seite an. Was nun die Ausfiihrbarkeit der Methode be- 
trifft, so lasst sich folgender Satz beweisen: 

30. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Ax, ux, (v+1)2 
liisst sich nach der ersten Methode iiber die Ecke c, als Einschnitt in 
den Bereich hinein: 

sowohl die Seite a,c, wie b,c, fortsetzen, wenn v > 0 ist 
(Fig. 9a, b), 
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nur die Seite a,c,, wenn v =O und 2> wu ist (Fig. 13 fiir 
A=1,4=—v=0), 

nur die Seite b,c,, wenn v =0 und A < wu ist, 

keine der beiden Seiten, wenn v=0 und 1 =u ist (Fig. 14 


fiir A=w=-): 





Fig. 13. 6 


7 


Fig, 14. 


Durch cyklische Vertauschungen der Buchstaben 4, u, v und bez. 
a,, b,, ¢, erhalten wir die beiden fiir die zwei anderen Grenzdreicke 
giiltigen Sitze. 

Diese Siitze wiirden es auch leicht erméglichen, etwa in jedem der 
hierher gehérenden, im § 5 unterschiedenen Fille anzugeben, wie viel 
verschiedene Schaaren von Kreisbogendreiecken mit Knotenpunkt und 
gegebenen Winkeln Az, ux, va die Anwendung der ersten Methode 
liefert. Doch behalten wir uns dies fiir den Schlussparagraphen dieser 
Arbeit vor und heben hier nur das fiir die spitere Untersuchung wich- 
tige Resultat hervor, dass die erste Methode jedenfalls nur eine endliche 
Zahl verschiedener solcher Schaaren liefert. Dass ferner je zwei nach 
der ersten Methode erhaltene Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt von 
einander verschieden sind, auch dann, wenn sie sich etwa nur durch 
einen mehr oder weniger weit fortgesetzten Einschnitt unterscheiden, 
brauchen wir wohl kaum besonders hervorzuheben*) 

Setzen wir in einem beliebigen nach der ersten Methode con- 
struirten Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt und reellen Winkeln den 
Kinschnitt in den Bereich weiter und weiter iiber den jeweiligen 
Knotenpunkt d, hinaus fort, so muss letzterer schliesslich einmal an 
irgend einer Stelle die Begrenzung des Dreiecks erreichen. In diesem 
Augenblicke zerfallt der urspriingliche Bereich in zwei Theile. Ist ein 
Theil ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt, so nennen wir dieses 
das ,, zweite Grenzdreieck der Schaar“. Die nihere Untersuchung ergiebt 


*) Analoge Bemerkungen gelten auch fiir die in den §§ 8—10 behan- 
delten Fille. 
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folgenden Satz, aus dem wir noch fiinf analoge Satze durch alle még- 
lichen Vertauschungen der Buchstaben a,, 6,, ¢, und bez. a, uw, v 
erhalten : 

31. Ist in dem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Ax, wx, (v+1)x 
die Seite b,c, tiber c, als Einschnitt in den Bereich hinein verlingert, so 
erreicht der Knotenpunkt d, bet Fortsetzung des Einschnittes schliesslich: 

1) die Seite a,c, innerlich oder die Ecke c,, wenn 4> u-+ v ist. 
Der Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (v <1) 
oder einer Kreisfliche (v >1) ein zweites Grenzdreieck mit den 
Winkeln 42, ux,\v—1|x (Fig. 15 fir 4=1, w= 0, v= 4). 

2) die Ecke a,, wenn A=p--v ist. Der Bereich zerfiillt in 
zwei Zweiecke (Fig. 16 fiir 4= o ums, v= > . 

3) die Seite a,b, innerlich oder die Ecke b,, wenn a <w-+ v isi. 
Der Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (u < 1) 
oder einer Kreisfliche (u > 1) ein zweites Grenzdreieck mit den 


Winkeln Ax, |u—1|x, vx (Fig. 17 fir 4=0, pev= >): 











QQ SS 

Fig. 15. — a,b, 

Fig. 17. 

Sogleich an dieser Stelle wollen wir das aus dem letzten Satve, 
wie den analogen Siatzen 33, 35, 38a, b, 40 sich ergebende allgemeine 
Resultat antiihren : 

32. Ein zweites Grenzdreieck, d. h. ein bei Verliingerung des Ein- 
schnittes sich schliesslich ergebendes Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt, 
hat stets die Eigenschaft, dass einer seiner Winkel gleich dem absoluten 
Betrage des um x verminderten entsprechenden Winkels der zugehdrigen 
Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt ist, die beiden iibrigen Winkel aber 
mit den entsprechenden Winkeln der letatgenannten Dreiecke iiberein- 
stimmen. 


§ 8. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und 
reellen Winkeln nach der zweiten Methode. 


Auch in diesem Paragraphen moégen die vorgegebenen Winkel 
Ax, wx, vx reell sein. Die Bezeichnung derselben sei iiberdies so 
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gewihlt, dass 4 >w>-v ist, was der Allgemeinheit der Betrachtung 
keinen Abbruch thut. Die zweite Methode zur Construction der zuge- 
hérigen Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt verlangt gemiiss Nr. II 
des § 6 fir die Méglichkeit ihrer Anwendung, dass 4 = u + » ist, 
d. hh. dass der Ausnahmefall vorliegt, und hat das Zweieck zum Aus- 
gangspunkt zu nehmen, dessen Winkel gleich Aw sind. Letzteres 
wollen wir stets geradlinig begrenzt sein lassen, was sich ja immer 
durch geeignete lineare Transformation erreichen lisst. Der Fall, dass 
1=u=—v=Q(0 ist, mdge im Folgenden ausgeschlossen sein, da die 
ihm zugehdrigen Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt bereits im § 4 
betrachtet sind. Dann haben wir nur noch folgende zwei Fille zu 
unterscheiden : 

lL v>QO0O. 

Il. A=p>0, v=—0. 

Sprechen wir zuniichst allein von dem ersten Falle. Die Anwen- 
dung der zweiten Methode auf das Zweieck mit den Winkeln Az hat 
allgemein gesprochen folgendermassen zu verlaufen: Wir haben von 
einer Ecke des Zweiecks aus, etwa der im Endlichen liegenden, lings 
eines Kreisbogens einen Einschnitt in den Bereich vorzunehmen, der 
den Winkel 42 so in die Theile wa und va zerlegt, dass, wenn die 
unendlich ferne Ecke mit a,, die Ecken der Winkel wa und vz bez. 
mit b, und c, bezeichnet werden, die drei Ecken bei positiver Um- 
laufung des Bereiches in der Reihenfolge c¢,, b,, a, angetroffen werden. 
Nun giebt es stets einfach oo viele Kreisbogen, welche der fiir den 
Kinschnitt nothwendigen Bedingung geniigen. Um diese Verhiitnisse 
niher zu untersuchen, betrachten wir vorerst einmal das specielle 
1 


Beispiel: 4 = > eves: 














Fig. 18a. Fig. 18b. Fig. 18c. 


Ein Blick auf die Figuren 18a, b, ¢ belehrt uns: Wir kénnen 
den verlangten Einschnitt in das Zweieck mit dem Winkel = 80 vor- 
nehmen, dass bei seiner Fortsetzung der Knotenpunkt d, schliesslich 
entweder die Seite a,c, innerlich (Méglichkeit I, Fig. 18a) oder die 
Ecke a, (Méglichkeit II, Fig. 18b) oder die Seite a,b, innerlich (Még- 
lichkeit III, Fig. 18¢) erreicht. Die durch Verlingerung oder Ver- 
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kiirzung des Einschnittes in den Figuren 18a und 18¢ sich ergebenden 
Kreisbogendreiecke sind simmtlich von einander verschiedea und bilden 
daher zwei Schaaren; die durch Verlingerung oder Verkiirzung des 
Einschnittes in der Figur 18b sich ergebenden Kreisbogendreiecke da- 
gegen sind simmtlich mit dem gezeichneten identisch, da sie durch 
lineare, hyperbolische Transformationen mit den Fixpunkten a, = co 
und b, = ¢, in dieses iibergefiihrt werden kénnen. Irgend ein anderer 
euldssiger Einschnitt des Zweiecks wie die drei in den Figuren 18 a, b, ¢ 
liefert uns dagegen keine weiteren als verschieden geltenden Kreisbogen- 
dreiecke; denn wir kénnen wiederum durch Anwendung einer linearen, 
hyperbolischen Transformation mit den Fixpunkten a, = co und b, = ¢, 
jedes durch einen neuen Einschnitt entstandene Kreisbogendreieck auf 
eine der durch die Figuren 18a, c dargestellten Schaaren zuriick- 
fiihren. 

Die zu einem beliebigen Werthetripel 2, uw, v des Falles I ge- 
hérenden Figuren ergeben sich aus dem Beispiel, wenn die Seite a,b, 
um 6, im positiven oder negativen Sinne gedreht wird, bis an der 
Ecke b, der Winkel wa herauskommt, desgleichen die Seite a,c, um ¢,, 
bis an der Ecke c, der Winkel vz herauskommt. Wir gewinnen den 
folgenden allgemeinen Satz: 

33. Ist der kleinste Exponent v von © verschieden, so bieten sich 
stets drei und nur drei Moglichkeiten fiir die Ausfiihrung der zweiten 
Methode dar. Durch Fortsetzung des Einschnittes erreicht der Knoten- 
punkt d, schliesslich 

bei der ersten Moglichkeit 
die Seite a,c, innerlich oder die Ecke c,. Der Bereich liefert 
unter Abschniirung eines Zweiecks (v <1) oder einer Kreis- 
fliiche (v >1) ein zweites Grenzdreieck mit den Winkeln 
Ax, ux, |y—I1|z. 

bei der zweiten Moglichkeit 
die Ecke a,. Wir nennen das einzige sich hier ergebende 
Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt dasjenige des Uebergangs- 
falles. 

bei der dritten Moglichkeit ‘ 
die Seite a,b, innerlich oder die Ecke b,. Der Bereich liefert 
unter Abschniirung eines Zweiecks (u <1) oder einer Kreis- 
fliche (u>1) ein ezweites Grenedreieck mit den Winkeln 
An, |w—1|z, va. 

In Bezug auf das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles fiige 
ich sogleich noch folgende functionentheoretische Bemerkung hinzu: 

Wir denken dies Dreieck in solcher Lage gezeichnet, dass der 
Eckpunkt a,, wie bisher, im Unendlichen, die Eckpunkte b, und ¢, 
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an der Stelle 0 und der Knotenpunkt d, an der Stelle + 1 liegen. 
Andererseits betrachten wir die Function: 


—aA v 
S a~*.(a—1) 


gun gt? 
wo fiir die Factoren des Nenners die Hauptwerthe zu nehmen sind, 


insbesondere den dadurch fiir die Halbebene $§ erklirten Zweig S,* 
dass x~* und (a—1)” fir «= r*** = : die Hauptwerthe annehmen 


sollen. Wie man: sich leicht tiberzeugt, bildet der Zweig S,* die Halb- 
ebene $$ so auf das soeben in seiner Lage normirte Kreisbogendreieck 





des Uebergangsfalles ab, dass den Punkten z = 0, oo, 1, 2 bez. die 


Punkte a, = 00, b, = 0, c, = 0, d,—1 entsprechen. Wir erhalten 
daher als Resultat in Riicksicht auf den Satz 9 S. 493: 

34. Das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles entspricht der 
Differentialgleichung des Uebergangsfalles. 

Was nun den Fall II betrifft, so unterscheidet sich hier die An- 
wendung der zweiten Methode von der soeben geschilderten nur darin, 
dass jetzt die nicht zertheilte Ecke des Zweiecks entweder die Ecke a, oder 
die Ecke b, der aus dem Zweieck abgeleiteten Kreisbogendreiecke mit 
Knotenpunkt bilden kann, dass andererseits bei jeder dieser Méglich- 
keiten sich stets eine und nur eine Schaar ergiebt. Die Figuren 19a, b 











‘ 
Fig. 19a. Fig. 19b. 


fiir das Beispiel 4 = up = a. v =O erliutern diese Verhiltnisse zur 
Geniige. (Die Figur 19a entspricht der Figur 18c, wihrend die 
Figuren 18a,b keine Analoga finden.) Das Kreisbogendreieck des 
Uebergangsfalles wird hier in Uebereinstimmung mit Satz 8 durch das 
Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln Az, ua, (v+1)2 
gegeben (Fig. 14, 8. 501). 

35. Ist der kleinste Exponent v gleich 0, so erhalten wir wieder 
zwei Schaaren von Kreisbogendreiecken mit Knotenpunkt. 

Die erste ist dadurch charakterisirt, dass die Ecken b, und ce, 
threr Kreisbogendreiecke zusammengefallen sind, dass ferner bei Fort- 
setaung des Linschnittes der Knotenpunkt d, die Seite a,b, innerlich 











506 Frieprica Scariuine. 


oder die Ecke b, erreicht und dann der Bereich unter Abschniirung eines 
Zweiecks (u <1) oder einer Kreisfliiche (u>1) ein zweites Grenzdreieck 
mit den Winkeln Ax, |u—1|zx, va liefert. 

Die zweite ist dadurch charakterisirt, dass die Ecken a, und ¢, 
ihrer Kreisbogendreiecke zusammengefallen sind, dass ferner bei Fort- 
setzung des Einschnittes der Knotenpunkt d, die Seite a,b, innerlich 
oder die Ecke a, erreicht und dann der Bereich unter Abschniirung 
eines Zweiecks (A<1) oder einer Kreisfliiche (A>1) ein eweites Grenz- 
dreieck mit den Winkeln |A—1|x, wx, va liefert. 

Zusammenfassend gewinnen wir als Schlussresultat der §§ 7 und 8. 

36. Wir erhalten fiir gegebene Exponenten 2, u,v (mit der Be- 
dingung 4>u>v) alle Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt 
und den Winkeln 4x, ux, vx, wenn wir auf jedes der drei ersten 
Grenzdreiecke, die durch die Exponententripel 4 +- 1, u,v; 4,u+1,9; 
A, u,v +1 bestimmt sind, dem Satze 30 entsprechend die erste Methode 
anwenden, in soweit sie ausfiihrbar ist, ausserdem noch, falls der Aus- 
nahmefall vorliegt, auf das Zweieck mit den Winkeln Ax den Séitzen 
33 und 35 entsprechend die zweite Methode. 


§ 9. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, zwei 
reellen und einem rein imaginiren oder einem reellen und zwei 
rein imaginiren Winkeln. 


Es seien zwei Exponenten, etwa 4 und wu, reell, der dritte v= v"i, 
rein imagindr. Es kommt allein die erste Methode zur Construction 
der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt zur 
Anwendung. Dieselbe ist in ganz analoger Weise auszufiihren, wie im § 7. 

Als erstes Grenzdreieck, von dem wir auszugehen haben, ist noth- 
wendig entweder das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den 
Winkeln (4+ 1), ux, vai oder dasjenige mit den Winkeln 42, 





Fig. 20. Fig. 21. 


(u-+1)x, v’xi zu wahlen. Den Sitzen 30 und 31 des § 7 entsprechend 
gelten hier folgende Sitze: 
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37. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Ax, (u-+1)z, v" xi 
lisst sich nach der ersten Methode iiber die Ecke b, hinaus als Ein- 
schnitt in den Bereich hinein: 

sowohl die Seite a,b, wie c,b, fortseteen, wenn u > 0 ist 
(Fig. 20 und 21 s. 8. 506), 
nur die Seite a,b,, wenn w= 0 ist (Fig. 22 s. S. 506). 

38a. Ist in dem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Ax, (u+1)2, 
vai die Seite a,b, tiber b, als Einschnitt in den Bereich hinein ver- 
léingert, so erreicht der Knotenpunkt d, bei Fortsetzung des Einschnittes 
schliesslich entweder die Seite a,c, innerlich oder die Ecke a,, und der 
Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (A<1) oder einer Kreis- 
fliche (A> 1) ein eweites Grenedreieck mit den Winkeln |4—1|x, ux, 
v’ xi. (Fig. 20 und 22.) 

38b. Ist in dem ersten Grenedreieck mit den Winkeln ax, (u+1)z, 
v' xi die Seite c,b, tiber b, als Einschnitt in den Bereich hinein ver- 
lingert, so erreicht der Knotenpunkt d, bei Fortsetzwng des Einschnittes 
schliesslich entweder die Seite a,b, innerlich oder die Ecke b,, und der 
Bereich liefert unter Abschniirung eines Zweiecks (u< 1) oder einer 
Kreisfliiche (u> 1) ein zweites Grenedreieck mit den Winkeln Ax, 
|w—A1|a, v’ ai, (Fig. 21.) 

Auf das erste Grenzdreieck mit den Winkeln (A+-1)z, wa, v’ xi 
iibertragen sich die Sitze 37 und 38a, b, wenn man in ihnen die Be- 
zeichnungen a, und 6,, sowie 4 und w mit einander vertauscht. — 

Es seien zwei Exponenten rein imagindr, der dritte reell. Wenn 
der Ausnahmefall vorliegt, d: h. wenn der reelle Exponent, etwa », 
gleich 0 ist und die rein imaginiren Exponenten, 4”% und w’i, einander 
gleich sind, so giebt es tiberhaupt nur ein einziges, 
hierher gehériges Kreisbogendreieck und zwar das- 
jenige ohne Knotenpunkt mit den Winkeln 4” zi, 
u’ xi, w (Fig. 23, vgl §5, Nr. II, C). Dieser Fall 
sei im Folgenden ausgeschlossen. 

Die rein imaginiren Exponenten seien jetzt mit 
w’t und vi, der reelle Exponent mit 4 bezeichnet. 
Es kommt wieder allein die erste Methode zur Con- 
struction der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit 
Knotenpunkt in Anwendung; auch ist sie wieder in 
ganz entsprechender Weise auszufiihren, wie im § 7. Als erstes Grenz- 
dreieck, von dem wir auszugehen haben, ist nothwendig das Kreis- 
bogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (4+ 1), uw’ xi, v" xt 
zu wahlen. Es gelten folgende Siatze: 

39. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln (4-+-1)x, wi, v" xi 
liisst sich nach der ersten Methode iiber die Ecke a, hinaus als Ein- 
schnitt in den Bereich hinein: 





Fig. 23. 











508 Friepurcn Scarirne. 


sowohl die Seite b, a, wie die Seite c,a, fortsetzen, wenn 4>0 
ist (Beispiel III der Tafel), 

nur die Seite c,a,, wenn A= und uw” > v” ist, (Fig. 24) 

nur die Seite b,a,, wenn 4=0 und u" < v” ist. 
40. Ist in dem genannten ersten Grenzdreieck die Seite c,a, tiber 
a, als Einschnitt in den Bereich hinein ver- 
liingert, so erreicht der Knotenpunkt d, bei 
Fortsetzung des Einschnittes schliesslich entweder 
die Seite a,b, imnerlich oder die Ecke a,, und 
der Bereich liefert unter Abschniirung eines Zwei- 
ecks (A <1) oder einer Kreisfliiche (A> 1) ein 
—S zweites Grenzdreieck mit den Winkeln |A—1|z, 

Fig. 2%. a’xi, vai. 

Ein entsprechender Satz ergiebt sich, wenn wir im letzten Satze 
die Bezeichnungen b, und ¢,, sowie w” und v” mit einander vertauschen. 





§ 10. 


Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und 
drei rein imaginiren Winkeln. 


Es seien alle drei Exponenten rein imagindr; es mige 4” > pw" > v" 
gelten. Zur Construction der entsprechenden Kreisbogendreiecke mit 
Knotenpunkt kommt allein die dritte Methode gemiss Nr. III im §6 
in Anwendung. Aus den entsprechenden Betrachtungen des § 5 (8. 495) 
insbesondere den Siitzen 23, 24 und 27 daselbst folgt zuniichst: 

41. Stets dann und nur 


a dann lassen sich fiir drei vor- 
gegebene rein imagindre Expo- 
/ Pre Ay nenten 2" i, w" i, vt Kreisbogen- 
f dreiecke mit einfachem Knoten- 
if 4 ea S) punkt construiren, wenn 
£ es eee EE zx > wu -t- vy" 
/ ist. Der Knotenpunkt d, kann 
\ ii / in einem solchen Dreieck nur 
eg auf der Seite b,c, gelegen sein. 
, Die dritte Constructions- 
od methode besteht nun im Fol- 
~~ & genden: 


Wir zeichnen zuniichst drei concentrische Kreise K,, K,, K,, so- 
dass K, und K, den Winkel 4” azi, K, und K, den Winkel w” xi mit 
einander bilden* ). Die Kreise K, und K, bilden dann den Winkel 


") In Betreff der Definition des imaginiiren Winkels vgl. Habilitationsschrift, 
Satz 82, pag. [41]. 
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(4”—u")xt mit einander. Eine beliebige durch den gemeinsamen 
Mittelpunkt gehende Gerade mége die Kreise bez. in den Punkten 
L, L*; M, M*; N,N* schneiden. (Fig. 25, s. 8. 28). Die ebene 
Figur fassen wir auf als eine stereographische Projection einer ent- 
sprechenden Figur auf der Kugel der complexen Variablen S. Den 
Punkten N, N* und dem Mittelpunkt der Kreise legen wir bez. die 
Werthe 0, co, 1 bei; die Kugel ist dann vom Punkte —1 auf die 
Tangentialebene des Punktes + 1 projicirt zu denken. Die den Punkten 
L, M zukommenden Zahlenwerthe seien durch dieselben Buchstaben 
bezeichnet. 

Wir transformiren nun allein den Kreis K, durch folgende hyper- 
bolische Substitution: 


(14) S,=C.8, 


wo C ein reeller Parameter ist, welcher der Bedingung 


(15) 1<o<f 
geniigen soll. 

Der durch diese Transformation aus K, entstehende neue Kreis 
K, bilde mit K, den Winkel »’xi. Die Winkel der Kreise K, 
und K,, sowie K,’ und K, sind auch 
nach der Transformation unveriindert 
A" xi und uw" xi. 

Wenn C von 1 bis + stetig zu- 


nimmt, so nimmt der Winkel v’ xi 
stetig von (A°—u") xz bis 0 ab. 

Wir bekommen in der geschilderten 
Weise demnach stets eindeutig drei 
Kreise, welche gegebene Winkel A” zi, 
u’ xi, v’ xt mit einander bilden. Wie 
wir aus der Figur der drei Kreise 
die Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt auf der Seite b,c, er- 
halten, wird durch die ein Beispiel darstellende Figur 26 geniigend 
erliutert. 

42. Im Hauptfalle, d. h. wenn 2” > wu" + v" ist, sind die durch 
Fortsetzung (oder Verkiirzwng) des ,,Einschnittes“ entstehenden Kreis- 
bogendreiecke so lange von einander verschieden, bis der Knotenpunkt d, 
den Kreis K,' der Seite b,c, gerade einmal umlaufen hat. 

Im Ausnahmefalle, d. h. wenn 4” =p" + v” ist, sind die drei 
Kreise in der von uns bevorzugten Lage concentrisch. Bei allgemeiner 
Lage besteht ihre geometrische Eigenart darin, dass die zu zweien 
der Kreise orthogonalen Kreise auch zum dritten orthogonal sind. Die 
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durch Fortsetzung des Bogens 6b,d, tiber d, hinaus als Einschnitt in 
den Bereich hinein entstehenden Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt sind hier mit dem urspringlichen kreisverwandt. 

43. Im Ausnahmefalle erhalten wir also nur ein einziges Kreis- 
bogendreieck mit einfachem Knotenpunkt (vgl. Satz 27, 8. 498). 


§ 11. 
Existenzsatze der allgemeinen Function S(z, a) im Hauptfalle. 


Die Betrachtungen dieses und des folgenden Paragraphen beziehen 
sich zuniichst nicht speciell auf symmetrische, sondern auf allgemeine 
S-Functionen. Die Exponenten 4, wu, v mégen solche vorgegebene 
Werthe haben, dass der im § 3 (S. 492) definirte Hauptfall vorliegt. 

Die durch Gleichung (9) (S. 491) mit einander verbundenen 
Parameter r und A, lassen sich auf unendlich vieie Weisen durch eine 
Hiilfsgrésse @ rational ausdriicken, so dass die genannte Gleichung 
befriedigt ist. Wir setzen beispielsweise: 





= (A+u—v)a— 2, 
(16) re Oe au — (e+e) 
1 Zu (A —— 1 = 
(17) 4y = — ar +5 oe +e—*)—CUtat+eAte—veti+tots) | 


2am — (A-+u+r) 

Jedem zusammengehoérigen Werthepaare r, A, entspricht nach 
den Gleichungen (16) und (17) ein bestimmter Werth @ und amgekehrt 
jedem Werth « ein bestimmtes Werthepaar r, A,*). Fiihren wir die 
den Parametern r und A, gleichen Ausdriicke in die Differentialglei- 
chung (8) (S. 491) ein, so wird ihre rechte Seite eine rationale 
Function von a. 

Es sei 2 ein specieller Werth des Argumentes x mit positivem 
imaginarem Bestandtheil. Ferner seien C, C,, C, gegebene endliche 
(complexe) Constante, von denen jedenfalls C, von 0 verschieden sein 
soll. Aus der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen folgt 
dann: 

44. Giebt man dem Parameter « irgend einen Werth «,, sodass 
der zugehorige Werth r =r, von x, verschieden ist, so existirt stets 
eine und nur eine Particularlisung S,(x) der Art, dass ein Zweig von 
thr in der Nahe des Punktes x, reguliér ist und fiir x = x, die Glei- 
chungen: P ae dae an : 
erfiillt. 0 ? 0 C,; 0 C, 





*) An die Stelle der Gleichung (17) kinnte auch die folgende: 


1 au (i-+u—v)—(+u+r) (A+u—2) 0 +4(4+n+2) 
(7*) eae al 2au—(t+u+ry  }»}»©— 
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Die rechte Seite der Differentialgleichung ist als Function des 
Parameters « betrachtet reguliér in der Nihe eines jeden Punktes a, 
dem ein von x verschiedener Werth r zugehért, Auf Grund dieser 
Thatsache gestattet uns die allgemeine Theorie der Differentialglei- 
chungen dem Satze 44 folgende Erweiterung hinzuzufiigen: 

45. Wird die Particularlisung S, als Function von x und @ auf- 
gefasst, so ist thr soeben definirter Zweig auch in der Nihe des Punktes 
Ly, &y reguldr. 

Das Argument z der Function S, deuten wir analog wie in der Theorie 
der s-Function auf einer (allgemein gesprochen) unendlichblittrigen 
Riemann’schen Fliche. Es sei 2, irgend ein zweiter, ebenso wie 2 
in einem bestimmten Blatte gelegener Werth von 2, der von 0, oo, 1 
verschieden und kein Unendlichkeitspunkt der Function S,(x, a) ist. 
Nach der Methode der analytischen Fortsetzung im Sinne von Weier- 
strass kann man aus dem urspriinglichen Element der Function S,(a, «), 
welches nach Satz 45 fiir die Umgebung des Punktes 2, a, erklirt 
ist, mittelst einer endlichen Anzahl von Schritten ein anderes fir 
die Umgebung der Stelle 2,, a, giiltiges ableiten. Auf solche Weise 
gewinnen wir als Resultat den Satz: 

46. Die in den Sdtzen 44 und 45 definirte Particularlosung S, (x, «) 
ist in der Niihe eines jeden Punktes x,, a, regulir, wenn nur x, von 
0, 00, 1 verschieden und kein Unendlichkeitspunkt der Function 8, (a, a) ist. 

Statt der Particularlésung S,(7, @) kénnen wir, wenn es zweck- 
missig sein sollte, leicht eine andere (3, (x, «)) einfiihren vermége 
der Gleichung: 

’ aS 
(18) (S.) = nee 
wo 2, @, 6,7 solche endliche, von # und @ unabhingige Gréssen mit 
der Determinante xt —e96=—1 sein mégen, dass 6S, +1 fir z= 2, 
«=a, nicht verschwindet, damit = 4%, a= a, kein Unendlichkeits- 


punkt der Function (S, (a, a») ist. Aus den Gleichungen: 


S 
(S)) = FPF, 
, S,’ 
(19) (Sy) — (6So + me? 
w __ (689+ t)Sy” — 265,'* 
By (6S FP 


folgt: 
(Sy), (Sy)’, (So)” sind fiir « = xy, « = ay ebenfalls drei bestimmten, 
endlichen Constanten gleich, von denen die mittlere nicht verschwindet. 
Aus dem Umstande, dass fiir die Function (S,) dann dasselbe gilt, 
was in den Sitzen 45 und 46 von der Function S, ausgesagt ist, 
schépfen wir die Berechtigung, ohne dass der Allgemeinheit der Unter- 
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suchung Abbruch geschieht, die Constanten C, C,, C, spiter sogleich 
so gewahlt vorauszusetzen, dass noch gewisse Bedingungen erfiillt 
sind, z. B. die, dass fiir eine endliche Zahl von anzugebenden Argu- 
mentwerthen ein bestimmt abgegrenzter Zweig der Function S,(z, a) 
nicht unendlich gross wird. 


§ 12. 
Die symmetrischen S-Functionen und ihre Kreisbogendreiecke. 


Wie im vorigen Paragraphen mége noch ferner der Haupétfall 
vorliegen. 

Wir setzen weiterhin voraus, dass keiner der Exponenten 4, u, v 
ganzzahlig sei. Es sei mit S,*(#, @) ein solecher Zweig der im vorigen 
Paragraphen definirten Function S, (2, a) bezeichnet, der fiir die Halb- 
ebene $$ erklirt und durch analytische Fortsetzung aus der nach 
Satz 45 zuniichst fiir die Umgebung der Stelle 2, definirten Entwicklung 
der Function gewonnen ist Wir nehmen jetzt, wie wir am Ende des 
vorigen Paragraphen ankiindigten, nachtriglich an, es seien die Con- 
stanten C, C,, C, so gewihlt, dass erstens keine der im Satz 5 8. 491 
bestimmten Fundamentalsubstitutionen A, B, [ fiir den Zweig S,*(z, «,) 
den Unendlichkeitspunkt der Ebene der Function als Fixpunkt besitzt, 
zweitens S,*(x, a) fiir 2 = 7, nicht co wird. 

Es sei jetzt a, insbesondere ein solcher specieller Werth des Para- 
meters a, dass die zugehérigen Werthe r, und A, reell sind und 7, 
von 0, co, 1 verschieden ist. Dann ist die Function S,(z, a) eine 
symmetrische S-Function, und ihrem Zweige S,*(x, a) entspricht folg- 
lich ein Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt. Der geometrischen Unter- 
suchung der Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt entnehmen wir das 
Resultat, dass fiir « = a, (im Hauptfalle) entweder alle 6 Fixpunkte 
der Fundamentalsubstitutionen A, B, f verschieden sind oder drei, von 
denen jede der Substitutionen einen liefert, in denselben Punkt zusam- 
menfallen, die drei iibrigen aber von letzterem und von einander ver- 
schieden sind. Wir kénnen daher stets drei fiir « = a, nicht zusam- 
menfallende Fixpunkte auswiihlen. Dieselben seien mit e;(a) fiir 
i = 1, 2,3 bezeichnet. 

Wiirden wir dem Parameter « nur solche Werthe a, in hin- 
reichender Nihe von a, geben, welche symmetrische Functionen S,*(2, ,) 
bedingen und «, von «, aus continuirlich andern, so wiirde auf Grund des 
Satzes 46 auch die Begrenzung des der Function S,*(z, a,) zugehdrigen 
Kreisbogendreiecks sich continuirlich indern und damit auch das System 
der drei Kreise, deren Bogen die Begrenzung bilden. Ist es nun 
méglich, aus der Function S,*(#, a) eine andere Particularlésung 
S*(a, «) abzuleiten, so dass die drei Kreise der Begrenzung der 
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S*(a, a,) entsprechenden Kreisbogendreiecke fiir die verschiedenen 
Werthe a, mit den fiir S,*(%, «,) = S*(x, a) sich ergebenden Kreisen 
zusammenfallen? Im bejahenden Falle diirfen auch die drei Fixpunkte 
fiir den Zweig S*(x, a), die fiir «@— «a, die Werthe e(a,) haben, 
sich mit «, nicht iindern. Diese Bedingung ist aber gerade ausreichend, 
um iiberhaupt eine neue Particularlésung S(x, «) zu bestimmen und 
fiir letztere folgenden Satz nachzuweisen: 

47. Die Particularlisung S(x, «) mit dem S,*(x, o) entsprechenden 
Zweige S*(a, «) ist in der Niihe eines jeden Punktes x,, a, regulir, 
wenn nur 2, von 0, co, 1 verschieden und keine Unendlichkeitsstelle 
der Function S (2x, a) = So(a, a) ist. 

Aus der geometrischen Theorie der Kreisbogendreiecke mit Knoten- 
punkt wissen wir nun, dass es in jedem Falle tiberhaupt nur eine 
endliche Zahl verschiedener Schaaren solcher Kreisbogendreiecke fiir 
vorgegebene Werthe A, w, v giebt, also auch nur eine endliche Zahl 
verschiedener Systeme dreier Kreise, deren Bogen die Begrenzungen 
bilden, wenn wir wieder solche Systeme nicht als verschieden betrachten, 
die durch lineare Transformation in einander iibergefiihrt werden 
kénnen. Dass nun die drei Kreise der Begrenzung der Kreisbogen- 
dreiecke, welche dem Zweige S*(a, a,) fiir die verschiedenen Werthe 
a, entsprechen, bei Aenderung von «, sich etwa linear transformirten, 
ist deswegen ausgeschlossen, weil die drei ausgewahlten Fixpunkte un- 
verindert bleiben. Es folgt daher, was wir wiinschten: 

48. Die zu S*(x, a,) fiir die verschiedenen Werthe a, in hin- 
reichender Néhe von «,. gehdrenden Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt 
kinnen sich nothwendig nur darin unterscheiden, dass ihr Einschnitt 
mehr oder weniger verlingert oder zusammengezogen ist. 

Da nun nach dem Satze 47 der Zweig S*(x, @) auch in der 
Nihe des Punktes x = 7,, a = a, regulir ist, so folgt: 

49. Der Knotenpunkt d,, d. h. der Werth S*(r, a), ist eine in 
der Niihe von a, reguliére Function von a. 

Hieraus ergiebt sich folgendes Endresultat: 

50. Lassen wir a von & aus sich continuirlich so dndern, dass 
der entsprechende Nebenpunkt r, ohne gleich 0, 00, 1 2u werden, nur 
solche Werthe a, annimmt, welche symmetrische Functionen S*(a, a,) 
bedingen, so dindern die der Function S*(x, a,) entsprechenden Kreis- 
bogendreiecke ihre Begrenzung einzig und allein dadurch, dass ihr Ein- 
schnitt sich continuirlich fortsetzt oder zusammenzieht. 

Wir behalten jetzt keine andere einschriinkende Annahme bei als 
die, dass der Hauptfall vorliege und keiner der (reellen oder rein 
imaginiren) Exponenten 4, w, v ganzzablig sei. Das Endergebniss der 

Mathematische Annalen, LI. 33 











514 Frreprics ScHriniine. 


vorstehenden Betrachtungen findet dann seinen Ausdruck in der 
folgenden Umkehrung des Satzes 50, die indess keines neuen Beweises 
bedarf, da jedem Kreisbogendreieck ein und nur ein Werth a, ent- 
spricht: 

51. Wenn wir ausgehend von einem beliebigen Kreisbogendreieck 
mit einfachem Knotenpunkt den Einschnitt desselben continuirlich ver- 
liingern oder zusammenziehen, so wandert dementsprechend der Neben- 
punkt r continuirlich in dem beziiglichen Intervall der Axe des Reellen. 

Auf Grund der Thatsache, dass die Anwendung der in den §§ 7—10 
entwickelten Methoden uns alle Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt 
fiir gegebene Exponenten 4, u, v liefert, kénnen wir hinzufiigen: 

52. Gelangen wir hierbei zu einem ersten oder zweiten Grenzdreieck, 
so erreicht der Nebenpunkt r nothwendig einen der singuliren Punkte 
0,00, 1 und zwar z. B. den Punkt 1, wenn der Knotenpunkt d, in 
den Eckpunkt c, oder in den Punkt c,*, den zweiten Schnittpunkt der 
Seiten c,a, und c,b,, tibergeht. 

Unsere bisherige Untersuchung liisst sich nun leicht auf den Fall 
iibertragen, dass einer oder mehrere der Exponenten ganzzahlig sind, 
wihrend nach wie vor der Hauptfall vorliegt. Wir wollen auf die 
geringen Modificationen, welche die Betrachtungen dieses Paragraphen 
hierbei zu erleiden haben, nicht naher eingehen. Als Resultat ergiebt 
sich, dass die Sitze 51 und 52 auch bei Zulassung ganzzahliger Ex- 
ponenten unverianderte -Giiltigkeit behalten. 

Ein weiterer Schritt wird dann der sein, dass wir unsere Unter- 
suchung auch auf den Ausnahmefall zu iibertragen unternehmen, Sind 
im Ausnahmefall alle drei Exponenten rein imaginir oder zwei rein 
imaginiir, der dritte reell, so giebt es ja itiberhaupt nur ein einziges 
hierher gehériges Kreisbogendreieck mit oder ohne Knotenpunkt fir 
gegebene Exponenten 4, u,v, waihrend der Ausnahmefall von vorne- 
herein ausgeschlossen ist, wenn nur einer der Exponenten rein imaginar, 
die iibrigen reell sind. So bleibt nur der Fall dreier reeller Exponenten 
noch zu betrachten iibrig. Die S-Functionen geniigen entweder einer 
Differentialgleichung vom Typus A oder einer solchen vom Typus B 
(vgl. S. 493). Die durch die Gleichung (16) (S. 510) gegebene Sub- 
stitution geht jetzt tiber in: 


(16*) r= a. 


Ferner gilt die Formel (17), wenn der Typus A vorliegt, die Formel 
(17*) (S. 510, Anm. 1), wenn der Typus B vorliegt; diese Formeln 
nehmen indess die einfache Gestalt der Gleichungen (9*) und (9°) 
(S. 493) an. Alle fiir den Hauptfall ausgefiihrten Entwicklungen 
dieses und des vorigen Paragraphen bleiben jetzt unverindert auch fir 
den Ausnahmefall giiltig, wenn wir nur die Voraussetzung hinzufiigen, 
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dass a von dem Werthe r*** -i (G1. (12), 8. 492) ausgeschlossen 


ist. Denn da dem Zweige S,*(a, r***) das Kreisbogendreieck des 
Uebergangsfalles entspricht, so kénnen wir in diesem Falle allgemein 
nicht drei von einander verschiedene Fixpunkte angeben, auch nicht 
bei Zuhiilfenahme von analytischen Fortsetzungen des Zweiges 

S,* (a, r***). 

Dem Satze 52 (S. 514) haben wir noch folgende Erginzung 
hinzuzufiigen, von deren Richtigkeit man sich wieder leicht tiberzeugt 
im Hinblick darauf, dass unsere Constructionsmethoden alle Kreisbogen- 
dreiecke mit einfachem Knotenpunkt und gegebenen Exponenten 4, uw, v 
liefern : 

52*. Stets dann und nur dann hat der Nebenpunkt r gerade den 
Werth r*** erreicht, wenn wir bei Fortsetewng des Einschnittes in einem 
Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt zu einem in ewei Zweiecke zer- 
fallenden Bereiche oder beim Zusammensiehen des Einschnittes zu 
einem einzigen Zweieck gelangt sind, d. h. wenn das Kreisbogendreieck 
(chenso wie der Zweig S*(x, @)) ausartet. An die Stelle des ausge- 
arteten Bereiches tritt das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles ; dasselbe 
gehirt dann zu einer Particularlésung, die eben nicht durch den be- 
trachteten Grenziibergang aus der Function S*(a, a.) hervorgeht. 


§ 13. 


Das Verhalten der symmetrischen S-Functionen beim Uebergang zum 
zweiten Grenzdreieck. 


Wir werfen die Frage auf: Wie verhdlt sich die im § 12 (S. 512) 


definirte Function S*(x, «,) des Hauptfalles oder des Ausnahmefalles, 
wenn das ihr entsprechende Kreisbogendreieck durch Fortsetzung des Ein- 
schnittes schliesslich in zwei Theile zerféllt, von denen einer ein Kreis- 
bogendreieck ohne Knotenpunkt ist, d.h. also, kurz gesagt, beim Ueber- 
gang zum zweiten Grenzdreieck ? 

Aus unseren geometrischen Untersuchungen ergeben sich zwei 
Méglichkeiten bei diesem Grenziibergang. Die Verlingerung des Kin- 
schnittes kann schliesslich einen der begrenzenden Kreisbogen innerlich 
treffen oder auf eine Ecke des Bereiches stossen (vgl. z. B. Satz 31, 
8. 502). Bei der ersten Miglichkeit wurde ein Zweieck ,,abgeschniirt“, 
wie wir sagten, und das iibrig bleibende Kreisbogendreieck ohne Knoten- 
punkt besass den Endwerth des Knotenpunktes als neue Ecke, bei der 
aweiten Méglichkeit wurde eine Kreisfliche ,,abgeschniirt“, ohne dass 
das iibrig bleibende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt eine neue 
Ecke bekam. Wir wollen unsere Betrachtungen an ein specielles 


33* 
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Beispiel fiir die erste Méglichkeit anlehnen, jedoch ausdriicklich hervor- 
heben, dass sich dieselben, wie man leicht erkennt, unmittelbar auf 
jedes beliebige andere Beispiel fiir die erste oder zweite Méglichkeit 
iibertragen lassen, ev. mit unwesentlichen Modificationen, welche die 
Bezeichnung, nicht die Sache selbst betreffen. Um uns bestimmter 
ausdriicken zu kénnen, wollen wir annehmen, dass der Nebenpunkt r 
sich im Intervall von 1 bis + oo der Axe des Reellen befindet und 
nach Satz 52 (S. 514) mit dem singuliren Punkte 1 zusammenfillt, 
wihrend gleichzeitig der Knotenpunkt d, desjenigen Kreisbogendreiecks, 
von dem wir ausgehen, den Punkt ¢,* erreicht. Die Lage des Kreis- 
bogendreiecks mége ferner in der Ebene der Function so gewihlt sein, 
dass der Punkt c,* im Endlichen gelegen ist. Diese Annahmen be- 
eintrachtigen ersichtlich die Allgemeingiiltigkeit unserer Untersuchung 
nicht. 

Ihnen entsprechend sei als Beispiel das bereits in der Einleitung 
erwihnte Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt auf der Seite 
b,c, ausgewahlt, das als Exponenten 4 = 1/,, wu = */,, v = 1/, besitzt 
(Fig. 2, 8.482), Bei Fortsetzung des Einschnittes zerfillt der Be- 
reich schliesslich in das Zweieck c,¢,* mit dem Winkel vz und das 
Kreisbogendreieck a,b,c,* mit den Winkeln Az, uz, (l—v)z, was 
Figur 4 (S. 484) veranschaulicht. 

Aus dem Satze 47 (8. 513) folgt zuniichst: 

53. Der Functionszweig S*(ax, a,), welcher die Halbebene 38 in 
bekannter Weise auf das Kreisbogendreieck der Figur 2 abbildet, geht, 
wenn r gleich 1 wird, fiir jeden von 0, 00, 1 verschiedenen Punkt x in 
den Werth desjenigen Zweiges s* einer Function s fiir denselben Punkt x 
tiber, welcher die Halbebene $3 auf das Kreisbogendreieck a,b, c,* ohne 
Knotenpunkt in bekannter Weise abbildet. 

Uns interessirt jetzt besonders das Verhalten des Zweiges S* (a, a,) 
in der Umgebung des Punktes 1 bei unserem Grenziibergang. 

Es sei um den Punkt 1 der (x)-Ebene ein Kreis mit einem un- 
endlich kleinen Radius @ beschrieben, der die Intervalle von 0 bis 1 
und von 1 bis + oo der Axe des Reellen bez. in den Punkten 2, y 
schneidet. Die auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegene 
Halfte zy, desselben wird durch die Grenzfunction s* unseres Beispiels 
auf eine analytische Curve abgebildet, die von einem Punkte x, des 
Bogens a,¢,* zu einem Punkte y, des Bogens b,¢,* ganz innerhalb des 
Kreisbogendreiecks a, b,c,* verliuft, d. h. ohne die Begrenzung desselben 
noch an einer anderen Stelle als in den Punkten 2,, y, zu treffen. 
Der durch diese Curve am Punkte ¢,* abgetrennte Theil des Kreis- 
bogendreiecks a, b,c,* ohne Knotenpunkt mége den Unendlichkeits- 
punkt der Ebene der Function nicht enthalten, was durch die Wahl 
einer hinreichend kleinen Grésse @ stets erreicht werden kann. Wir 
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denken jetzt eine Kreisfliche mit hinreichend kleinem Radius 6 mit 
ihrem Mittelpunkt lings der Curve x, y, entiang gefiihrt. Der Radius 6 
soll so klein gewihlt sein, dass die Kreisfliche bei ihrer Bewegung 
von der den Punkt c,* enthaltenden Hiilfte des Bogens y,c,* nicht 
geschnitten wird. 

Man kann jetzt auf Grund der Sitze 52 (8.514) und 47 (S. 513) 
eine positive Grosse «,, die < g ist, so angeben, dass fiir jede den 
Ungleichungen 0 < ¢ < & geniigende Grosse ¢ erstens der dem Neben- 
punkt r= 1-4  entsprechende Knotenpunkt d, der den Punkt ¢,* 
enthaltenden Hilfte des Bogens y, c,* angehért, zweitens die dem Para- 
meter r—=1-+¢ entsprechende Function S*(x, @,) den Halbkreis 2,4, 
in der (x)-Ebene auf eine Curve abbildet, die von einem Punkte des 
Bogens a,c, zu einem Punkte des Bogens b, d, geht und ganz innerhalb 
des soeben vom Kreise mit dem Radius 6 beschriebenen Flichenstreifens 
liegt. Uns kommt es darauf an zu erkennen, dass diese Curve dann 
nicht in den Bereich des in der Grenze abgeschniirten Zweiecks c¢, c,* 
hineintritt. Denn dies kénnte nur stattfinden, wenn sie die den Punkt 
c;* enthaltende Hialfte des Bogens y,c,* erreichte oder tiberschritte, 
was indess nicht mdglich ist, da dieses Bogenstiick ganz ausserhalb 
des Flichenstreifens liegt. 

54. Dieses Zweieck wird daher durch die inverse Function x (S*) 
sein Abbild nothwendig innerhalb der durch den Halbkreis mit dem 
Radius @ abgetrennten Umgebung des singuliren Punktes 1 in der 
Halbebene 3 finden fiir alle Werthe des Nebenpunktes r = 1-+ &, wo 
é den Ungleichungen 0 < ¢< & geniigt. 

Da wir es aber in der Hand haben, die Grésse @ gegen 0 con- 
vergiren zu lassen und damit die durch den Kreis mit dem Radius @ 
abgetrennte Umgebung des Punktes 1 beliebig zusammenzuziehen, ohne 
dass der soeben ausgesprochene Satz seine Giiltigkeit verliert, so ge- 
winnen wir das iiberraschende Resultat: 

55. Die Abbilder aller Punkte des durch den Kreisbogen d, c,* 
abgeschnittenen Zweiecks niihern sich dem singuliren Punkte 1 der 
Halbebene 33 um so mehr, je weiter r in den Grenzwerth \ tibergeht 
und fallen in der Grenze stimmtlich mit dem Punkte 1 selbst zusammen. 

In diesem eigenartigen Satze haben wir das interessanteste Er- 
gebniss der vorliegenden Arbeit zu erblicken. In ihm erkennen wir 
jetzt auch die Berechtigung unserer Ausdrucksweise, von unserem 
urspriinglichen Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt habe sich bei dem 
aweiten Grenziibergang ein Zweieck ,,abgeschniirt“, da das Kreisbogen- 
dreieck ohne Knotenpunkt der in der Grenze allein in Betracht 
kommende Theil des zerfallenden Bereiches ist. 

Analytisch kénnen wir das Ergebniss unserer Untersuchung all- 
gemein folgendermassen aussprechen : 
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56. Die Function S*(x,a,) nimmt einen wohlbestimmten Grenz- 
werth fiir limr=—1-+¢ an, wenn «x gleichzeitig gegen einen von 1 


e=0 
verschiedenen Werth convergirt, wird dagegen unbestimmt (d. h. es lassen 
sich je nach der Art des Grenziiberganges verschiedene Grenzwerthe 
erreichen), wenn x gleichzeitig gegen 1 convergirt. 

Die Grenzfunction stimmt fiir alle Werthe x, die von 1 verschieden 
sind, wie wir bereits oben anfiihrten, mit derjenigen Function s* 
iiberein, welche die Halbebene $$ in bekannter Weise auf das zweite 
Grenzdreieck abbildet. Sie besitzt im Punkt 2—1, um uns einer 
Ausdrucksweise Riemann’s zu bedienen, eine ,,hebbare Unstetigkeitsstelle“. 
Die Unbestimmtheit der Grenzfunction im Punkt z= 1 wollen wir 
jetzt durch die willkiirliche Festsetzung beseitigen , dass diese Function 
fiir «=1 und r=1-+ 0 denjenigen Grenzwerth annehmen soll, den 
die Function s* fiir x = 1 besitzt. In diesem Sinne soll es daher auch 
verstanden sein, wenn wir jetzt kurz ohne Einschrankung sagen: 

57. Fiir r=1-+0 geht die Function S*(x, a,) in diejenige 
Function s* iiber, welche die Halbebene % in bekannter Weise auf das 
zweite Grenzdreieck abbildet. 

Dass analoge Betrachtungen auch in den im § 4 behandelten 
speciellen Fall A—uw—v=0 gelten, will ich hier nur eben erwihnen. 


§ 14, 


Ueberblick iiber alle Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt fiir beliebig 
vorgegebene Exponenten 4, wu, v. 


Die in den Sitzen 51, 52 (8. 514) und 52* (S. 515) ausge- 
sprochenen Resultate setzen uns in den Stand, jetzt (abgesehen von 
den Kreisbogendreiecken des speciellen Falles A—=u—v=—0O, $4, 
S. 493, sowie denjenigen des Uebergangsfalles) alle fiir vorgegebene 
Exponenten 4, uw, v zu construirenden Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt und ihre Grenzdreiecke, ohne die drei Kreise ihrer Be- 
grenzung zu fndern, in derjenigen Ordnung an einander zu reihen, 
in der sie auf einander folgen, wenn der Nebenpunkt r den Satzen 
19—27 des § 5 (8. 497f.) entsprechend den zulissigen Theil der Axe 
des Reellen continuirlich durchliuft. 

Eine wesentliche Ergiinzung der genannten Sitze des § 5 ist im 
Folgenden darin zu erblicken, dass wir jetzt auch anzugeben vermdgen, 
in welcher Reihe die einzelnen Grenzdreiecke hierbei auf einander folgen. 

Wir stiitzen uns auf nachstehende allgemeinen Siitze: 

58. <Abgesehen von den Kreisbogendreiecken des speciellen Falles, 
denjenigen mit drei rein imagintiren Winkeln sowie denjenigen des Ueber- 
gangsfalles besitet jedes Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt wenigstens 
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ein erstes oder ein zweites Grenzdreieck, wenn es nicht sogar beide 
besitat. 

50. Jedes Grenzdreieck vermittelt den Uebergang entweder zwischen 
solchen zwei Schaaren von Kreisbogendreiecken, bei welchen der Knoten- 
punkt auf verschiedenen der Seiten a,b,, b,¢,, ¢,a, liegt, oder zwischen 
zwei verschiedenen Schaaren, bei welchen er auf derselben Seite liegt. 

Zu den schematischen Figuren dieses Paragraphen schicke ich 
sogleich folgende Erklirung voraus. Sie stellen den lings der Axe 
des Reellen gefiihrten Querschnitt der zweiblittrigen Riemann’schen 
Fliche (bez. der zwei einzelnen Blatter) dar, auf der wir nach § 3 
(S. 492 und 493) im Hauptfall (bez. im Ausnahmefall) den Para- 
meter  deuten. Anstatt mit 0, co, 1 bezeichnen wir indess zweck- 
missig, wie zu Anfang dieser Arbeit, die singuliren Stellen mit a, b, c 
und verlegen den Punkt b ins Endliche. Die Lage etwa vorkommender 
Verzweigungspunkte r* und ** oder eines Doppelpunktes r*** ist gleich- 
falls angedeutet. Die stark ausgezogenen Theile der Axe des Reellen 
geben das Gebiet an, in dem der Parameter r liegen muss, um eine 
symmetrische S-Function zu bedingen, An jeder der singuliren Stellen 
a, b, ¢ ist durch einen kleinen Kreis bez. Stern angegeben, ob sich 
ein erstes bez. zweites Grenzdreieck ergiebt, wenn der Parameter r 
in diese Stelle hineinriickt; endlich sind auch noch die Exponenten- 
tripel angegeben, die zu den Grenzdreiecken gehéren. Die rémischen 
Ziffern geben an, nach welcher Methode die Kreisbogendreiecke der 
betreffenden Schaar zu construiren sind. 

60. Se viele rémische Ziffern die Figuren zeigen, so viele verschiedene 
Schaaren von Kreisbogendreiecken giebt es in den einzelnen Fiillen. — 

Auch den Beispielen der Figurentafel dieser Arbeit sind solche 
schematische Figuren vorangestellt. Die arabischen Ziffern in denselben 
an den Stellen a, b, ¢ oder innerhalb der Intervalle deuten fiir die mit 
gleicher Ziffer versehenen Kreisbogendreiecke die Lage des Parameters r an. 

Die folgenden Betrachtungen sind denen des § 5 (S. 497f.) ent- 
sprechend. 

A. Es seien alle drei Exponenten 4, w, v reell (vgl. Satz 36, 8. 506). 
Wir setzen 4 > u > v voraus und unterscheiden, wie friiher: 

I. den Hauptfall: 
aacut+y, 
B)4A>u+y, 

IJ. den Ausnahmefall: 
a)Asaput+v,v>d0, 
B) A=u>0, v=0. 

Ill. den speciellen Fall A> uw—=—v=(. Dieser besondere 
Verhiiltnisse darbietende Fall ist im § 4 (S. 493) erledigt. 
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Ad. I, a Hier gilt Fig. 27*). Es giebt stets 6 Grenzdreiecke, 
welche in der durch folgende Exponententripel angegebenen Reihe 
cyklisch auf einander folgen: 


j|A—L|,m, 75 4, m, v1; A, |@—1|, v5 4-1, u,v; A, w, |w —1|; A,u+1,». 
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Fig. 27. 


Ad. I, B. Je nachdem kein Exponent oder einer oder zwei ver- 
schwinden , gilt bez. eine der Figuren 28 a), b), c). 
Die fiir verschwindende Exponenten zum Theil zusammenfallenden 



































a ot* r* b 
FF ya-Aay ZT ghuve ) 4 FT ye uchy 
“heh ae yas nn” oe 
a e-r** r 4 
7 yla-liaey Se 
b T ; Aulev M0, V-0 
Abu el 
. cer** b-r* 
I yAtuy I - F i 
c) r 7 femsev — 40, [4=¥-0 
ah -. > ae 
Tarh aay r 
Fig. 28. 


sechs Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Exponenten- 

tripel angegebenen Reihe cyklich auf einander: 

\A—1|,u, v5 2,u,v-+1; Ayu, |y—1|; 44+ 1,4,%; 4,|H—1|, v5 Awl,» 
Ad. II, a Es gilt Fig. 29. Die Kreisbogendreiecke des einen 

bez. anderen Blattes entsprechen 
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Fig. 29, 
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der Differentialgleichung vom Typus A bez. der vom Typus B (vgl. 
8. 493). Ersteren gehéren die Grenzdreiecke an: 


4,utl,v;|4—1|, 4,7; a4,u,»+1, 

d. h. zwei erste und ein zweites Grenzdreieck, letzteren die Grenzdreiecke: 
A, |u—1|,v; 441, 4, %; a, a, |v — 1|, 

d. h zwei zweite und ein erstes Grenzdreieck. 


*) Je ein Beispiel fiir diesen Fall I, w, wie fiir die Falle I, @ und II, « giebt 
die von mir gezeichnete Tafel der nachgelassenen Arbeit Ritters: Ueber die hyper- 
geometrische Function mit einem Nebenpunkt, Math. Annalen Bd. 48, p, 1—36, (1896). 
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Ad. II, 6. Es gilt Fig. 30. Das dem Werth 7*** —1 ent- 
sprechende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Exponenten 
4, w, 1 entspricht dem Uebergangsfalle. Es gehéren ferner den Kreis- 
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bogendreieck des einen Blattes der Differentialgleichung vom Typus A 
entsprechend die Grenzdreiecke: 


A4,u+1,%; |A—1|, 4,4, 
denen des anderen Blattes der Differentialgleichungen vom Typus B 
entsprechend die Grenzdreiecke: 


4,|u—1|,v;4+1,4,%, 
d. h. jedesmal ein erstes und ein zweites Grenzdreieck an, 

Das Beispiel mit den Exponenten 4 =u —'/,, v =O giebt die 
Tafel dieser Arbeit unter Nr. I. 

B. Es seien die Exponenten 4 und w reell mit der Bedingung 
4>u, der Exponent v rein imagindr (vgl. § 9, S. 506f.). Es liegt 
nur der Hauptfall vor. Je nachdem keiner der Exponenten 4, wu oder 
einer oder zwei verschwinden, gilt bez. die Figur 31a), b), c). 
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Fig. 31a), b), c). 


Die fiir verschwindende Exponenten zum Theil zusammenfallenden 
vier Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Exponenten- 
tripel gegebenen Reihe cyklisch aufeinander: 


A+ 1, mu, tv"; |A—1|,m, iv"; 4,u+ 1, iv"; a, |w— 1], ov”. 
Das Beispiel mit den Exponenten 4 = = = >=) vi = ~ log 3 
giebt die Tafel unter Nr. II. 
C. Es seien zwei Exponenten rein imagindr, der dritte reell (vgl. 
§ 9, S. 507f.). ' Wir unterscheiden: 
I. den Hauptfall. Die Exponenten seien 4, iu”, iv’, u” >". 
II. den Ausnahmefall. Die Exponenten seien id” =i", v=0. 
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Ad. I. Je nachdem 4>0 oder 1=0 ist, gilt Fig. 32a) oder 32b) 
Die im speciellen Falle 20 identischen Grenzdreiecke haben 
die Exponententripel: 4-+-1, iw”, iv” und |A—1], ip’, iv”. 
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Fig. 32a), b). 








Das Beispiel mit den Exponenten 4= > i= = log 3, v" i= =. log 2 
giebt die Tafel unter Nr. III. 

Ad. Il. Es gilt Fig. 33. Es giebt nur ein einziges Kreisbogendreieck, 
namlich nur fiir den Uebergangsfall, und zwar ein solches ohne Knoten- 
punkt mit den Exponenten ia” = iu", v =O (Fig. 23, 8. 507). 


a 
| 5: pe 
| 
Fig. 33. 


D. Es seien alle drei Exponenten rein imaginir und 4"> uw" >v" 
(vgl. § 10, S. 508f.), Wir unterscheiden: 

I. den Hauptfall 4" > uw’ + v”. 

II. den Ausnahmefall 4” =p” + v”, 
Grenzdreiecke giebt es nicht. 


Ad. I. Es gilt Fig. 34 (vgl. Fig. 26, S. 509). 


Fig. 34. 


Ad. Il. Es gilt Fig. 35. Es giebt nur ein einziges Kreisbogen- 


dreieck mit Knotenpunkt und zwar fiir r — r***, also nur ein solches 
fiir den Uebergangsfall. 
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Periodic orbits. 
(With a plate of figures.) 


By 


G. H. Darwin of Cambridge. 


§ 1. 
Introduction. 


This paper is an abridgement of one which appeared recently in 
vol. 21 of the Acta Mathematica, and the reader is referred to that 
Journal for details omitted here. The original numbering of the equa- 
tions, has been retained, so that the numbers do not now run con- 
secutively *). 

Since the date of the original publication my attention has been 
drawn to a certain incompleteness in the series of curves traced. The 
nature of the difficulty is indicated below, and I hope that I shall 
soon be in a position to make good the deficiency, by the help of 
suggestions made to me by my friend M' Hough. 

The existing methods of treating the Problem of the three Bodies 
are only applicable to the determination, by approximation, of the path 
of the third body when the attraction of the first largely preponderates 
over that of the second. A general solution of the problem is accord- 
ingly not to be obtained by these methods. 

In the Lunar and Planetary theories it has always been found 
necessary to specify the motion of the perturbed body by reference 
to a standard curve or intermediate orbit, of which the properties are 
fully known. The degree of success attained by any of these methods 
has always depended on the aptness of the chosen intermediate orbit 
for the object in view. It is probable that future efforts will resemble 
their precursors in the use of standard curves of reference. 


*) Since the publication of my paper in the Acta Mathematica, I have seen 
two important papers by M. Burrau in the Astronomischen Nachrichten, n° 3230 
and 3251. In these investigations ‘Jove’ is taken to have a mass equal to that 
of the ‘Sun’, and the orbits considered are those which belong to the family here 
denoted by the letter b. The orbits of ‘ejection’ from the Sun and Jove have 
doubtless a great importance in the complete classification. 
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Mr G. W. Hill’s papers on the Lunar Theory*) mark an epoch 
in the history of the subject. His substitution of the Variational Curve 
for the ellipse as the intermediate orbit is not only of primary impor- 
tance in the Lunar Theory itself, but has pointed the way towards 
new fields of research. 

The variational curve may be described as the distortion of the 
moon’s circular orbit by the solar attraction. It is one of that class 
of periodic solutions of the Problem of the three Bodies which forms 
the subject of the present paper. 

Of these solutions M. Poincaré writes: 

«Ce qui nous rend ces solutions périodiques si précieuses, c’est 
qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule bréche par od nous puissions 
essayer de pénétrer dans une place jusqu’ici réputée inabordable » **), 

The periodic orbits, considered in this paper, are those of the 
simplest character, for they arise when the perturbed body has infinitely 
small mass, when the two others revolve about one another in circles, 
and when the three bodies are coplanar. 

M. Poincaré remarks that there is a quadruple infinity of periodic 
solutions, for there are four arbitrary constants viz. the period of the 
infinitesimal body, the constant of energy, the moment of conjunction, 
and the longitude of conjunction***). For the purpose of the present 
investigation this quadruple infinity may however be reduced to a 
single infinity, for the moment and longitude of conjunction need not 
be considered; and the scale on which we draw the circular orbit of 
the second body round the first is immaterial. Thus we are only left 
with the constant of relative energy of the motion of the infinitesimal 
body as a single arbitrary. 

Notwithstanding the great interest attaching to periodic orbits, no 
suggestion has, up to the present time, been made by any writer for 
a general method of determining them. As far as | can see, the 
search resolves itself into the discussion of particular cases by numerical 
processes, and such a search necessarily involves a prodigious amount 
of work. It is not for me to say whether the enormous labour I have 
undertaken was justifiable in the first instance; but 1 may remark 
that I have been led on, by the interest of my results, step by step, 
to investigate more and again more cases. Now that so much has 
been attained I cannot but think that the conclusions will prove of 
interest both to astronomers and to mathematicians. 

In my earlier work I received the greatest assistance from 


*) American Journal of Mathematics, Vol.1 pp. 5—29, 129—147, 245—260 
and Acta Mathematica, T. 8 pp. 1—36. 

**) Mécanique Céleste, T. I, p. 82. 

***) Mécanique Céleste, T.1, p. 101. 
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M J. W. F. Allnutt; his early death has deprived me of a friend 
and of an assistant, whose zeal and care were not to be easily sur- 
passed. Since his death M' J. I. Craig (of Emmanuel College) and 
M M. J. Berry (of Trinity College) have rendered and are rendering 
valuable help. I have besides done a great deal of computing myself *). 

The reader will see that the figures have been admirably rendered 
by Mt Edwin Wilson of Cambridge. The wood-cuts in the text 
are the same as those used in the Acta Mathematica, but the plates 
are reproductions of the original plates. 

The first part of the paper is devoted to the mathematical methods 
employed, the second part contains the discussion of the results. Tables 
of numerical results are given in the original paper, but are omitted 
from this abridgement. 


Part. IL. 
§ 2. 


Equations of motion. 


The particular case of the problem of the three bodies, considered 
in this paper, is where the mass of the third body is infinitesimal 
compared with that of either of the two others which revolve about 
one another in circles, and where the whole motion takes place in 
one plane. 

For the sake of brevity the largest body will be called the Sun, 
the planet which moves round it will be called Jove, and the third 
body will be called the planet or the satellite, as the case may be. 

Jove J, of unit mass, moves round the Sun S, of mass v, in a 
circle of unit radius SJ, and the orbit to be considered is that of an 
infinitesimal body P moving in the plane of Jove’s orbit. 

Let S be the origin of rectangular axes; let SJ be the x axis, 
and let the y axis be such that a rotation from z to y is consentaneous 
with the orbital motion of J. Let x, y be the heliocentric coordinates 
of P, so that « —1, y are the jovicentric coordinates referred to the 
same % axis and a parallel y axis. 

Let r denote SP, and @ the angle JSP; let @ denote JP, and 
let the angle SJ P be 180°— y. Thus ¢, 0 are the polar heliocentric 
coordinates, and @, % the polar jovicentric coordinates of P. 

Let » denote Jove’s orbital angular velocity, so that in accordance 
with Kepler’s law 

; nW=—=v+ il. 

*) About two thirds of the expense of these computations have been met by 

grants from the Government Grant and Donation Funds of the Royal Society, 
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The equations of motion of a particle referred to axes rotating with 
angular velocity @, under the influence of forces whose — is U, are 


i = — oY) — o(F +oX)= a 
$ (AF + @X) +0 mms ae 


where ¢ is the time. 
Now in the present problem, if the origin be taken at the centre 
of inertia of the Sun and Jove with SJ for the X axis, the coordinates 


of P are Xmx— — Y=y. Also the potential function is 


vy-+1?’ 
= - Hence the equations of motion are 
aa dy 1 Oo” 1 
ae — 235 — (+) («— =, - sae + -)) 
a? d 7 1 
Te + Qn FS — (w+) =7(++-)-: 
But r? = 2? + y*, oe —(x—1)?+ y*. Hence if we put 
2 2 
(1) 22—v (r+ =) +(e+ =), 
the equations of motion may be written 
Pao 2 ay 0Q 
(1) dé? Oa? 
dz — 92 
ie 2 + 2n dt dy’ 


where n? = y+ 1. 


Let the second of (1) be multiplied by 25 , and the third by 


2 3, let the two be added together and integrated, and we have 


Jacobi’s integral 
day, (dv _ « ’ 

@) v= (Gi) + Gi) =22— ©, 
where C is a constant, and V denotes the velocity of P relatively to 
the rotating axes. 

Let s be the are of the planet’s relative orbit measured from any 
fixed point, and let @ be the inclination to the x axis of the outward 
normal of the orbit. Then 


dz dy 
qs = — Sg, ds = © @- 





*) It is perhaps worth noting that 22 may be written in the form 


vr—*(1 +=) + e—1(14 =) + 80-40). 
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Hence if P be the component of inward effective force , 


AQ @Q . 
(3) P= — F cos p — 5 sin @. 
Therefore 
_ 22 dy | a2 de, 
7 Ox at + dy dt 


Now if R denotes the radius of curvature at the point 2, y, of the 


relative orbit of P, 
Gy dx dx dy 
1 dit dt 7 a at 


_ 
dy 
(Gay+ GN) 
On substituting for the second differentials from (1), we have 
. _ O2dz  GgQdy dy 
By dt da at —2n (3 ‘y+(3 |. 
Hence by means of (2) and (3) 
1 P 2 
(4) | io ae v : 
If the value of Q in (1) be substituted in (3) we easily find 
1 
= (5 -- r) cos (o—0)+ G _ @) cos (p—y). 
(4) and 
2 2 
V2xv(r?4+7)4 (e°?+=)— C. 
Thus the curvature at any point of the orbit is expressible in terms of 


the coordinates and of the direction of the normal. If s), py, 2%, Y%, t 
be the initial values of the same quantities, it is clear that 


“a 
rot fa ; 


a 


z= 2 — sin gds, 
y= +fe0s 9 ds, 


n(t —t) =| ras. 


Also the polar coordinates of P relatively to axes fixed in space with 
heliocentric origin are 7, 0+ n(¢—¢,), and with jovicentric origin 
are e, ¥-+n(t—h). 
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Hence the determination of x and y involves in each case two 
integrations, and another integration is necessary to find the time, 
and the orbit in space. 


§ 3. 
Partition of relative space according to the value of the relative 
energy *). 


It may be easily shown that the function Q arises from three 
sources, and that it is the sum of the rotation potential, the potential 
of the Sun and the disturbing function for motion relatively to the 
Sun. Hence Q is the potential of the system, inclusive of the rotation 
potential. Thus the equation V?—= 2Q — C may be called the equation 
of relative energy. 

For a real motion of the planet V* must be positive, and there- 
fore 22 must be greater than C. Accordingly the planet can never 
cross the curve represented by 2Q = C, and if this curve has a closed 
branch with P inside, it must always remain inside, or if P be outside, 
it must always remaiu so. 

This is Mt Hill’s result in his celebrated memoir**) on the Lunar 
Theory, save that the value of Q used here has not been reduced to 
an approximate form. 

We shall now proceed to a consideration of the family of curves 
22=—=C. That is to say we shall find, for a given value of C, the 
locus of points for which the three bodies may move for an instant 
as parts of a single rigid body. We are clearly at the same time 
finding the curves of constant velocity relatively to the moving axes 
for other values of C. 

Some idea of the nature of the family of curves may be derived 
from general considerations; for when r and @ are small the equation 


2 


approximates to * +. = C, and the curves are like the equipotentials 


due to two attractive particles of masses 2y and 2. 

Thus for large values of C they are closed ovals round S and J, 
the one round S being the larger. As C declines the ovals swell and 
coalesce into a figure-of-8, which then assumes the form of an hour- 
glass with a gradually thickening neck. 

When on the other hand r and g are large the equation approxi- 


*) A somewhat similar investigation is contained in a paper by M. Bohlin, 
Acta Math. T. 10, p. 109 (1887). The author takes the Sun as a fixed centre, 
which is equivalent to taking the Sun’s mass as very large compared with that 
of Jove; he thus fails to obtain the function Q in the symmetrical form used above. 

**) Amer. Journ. of Math. Vol. 1, pp. 5—29. 
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mates to yr? + 9? = C, and this represents an oval enclosing both S 
and J, which decreases in size as C decreases. 

It is thus clear by general reasoning that for large values of C 
the curve consists of two closed branches round S and J respectively, 
and of a third closed branch round both S and J. The spaces within 
which the velocity of the planet is real are inside of either of the 
smaller ovals, and outside of the larger one. Since the larger oval 
shrinks and the hour-glass swells, as C declines, a stage will be reached 
when the two curves meet and coalesce. This first occurs at the end 
of the small bulb of the hour-glass which encloses J. The curve is 
then shaped like a horse-shoe, but is narrow at the toe and broad at 
the two points. 

For still smaller values of C, the horse-shoe narrows to nothing 
at the toe, and breaks into two elongated pieces. These elongated 
pieces, one on each side of SJ, then shrink quickly in length and 
slowly in breadth, until they contract to two points when C reaches 
its minimum. 

This sketch of the sequence of changes shows that there are four 
critical stages in the history of the curves, 

(a) when the internal ovals coalesce to a figure-of-8; 

(8) when the small end of the hour-glass coalesces with the ex- 

ternal oval; 

(y) when the horse-shoe breaks; 

(0) when the halves of the broken shoe shrink to points. 

The points of coalescence and rupture in («), (8), (vy) are obviously 
on the line SJ (produced either way), and the points in (0) are 
symmetrically situated on each side of SJ. 

We must now consider the physical meaning of the critical points, 
and show how to determine their positions. 

In the first three cases the condition which enables us to find 
the critical point is that a certain equation derived from 22 = C shali 
have equal roots. 

(a) The coalescence into a figure-of-8 must occur between S and J; 
hence r = 1 — 9, and 22 — C becomes 
(6) v[(a—ek + 2 J+e+2=0. 

This equation must have equal roots, and by differentiation we find 
that @ must satisfy, 


(v-+1)9° — (8v+2)0* + Bv+1)e5 — 9? + 29 —1=—0, 
An approximate solution for large values of v is given by 
(7) Q = re . 
39+1) +5 


Mathematische Annalen. LI, 34 
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If this value of @ be substituted in (6) we obtain the approximate result 
(8) Cm 34 7 + 38041). 

In this paper the value adopted for v is 10, and the solution of the 
quintic equation gives, 

(9) @ = 28249, r= 71751, C= 40°1821. 

For even so small a value of v as 10, the approximation is not far 


from the truth, and for such cases as actually occur in the solar system 
it would be accurate enough for every purpose. 


The formula from which @ has been derived is equivalent to 02 =, 


and since y=, we have also a= 0. Hence the point is one of 
zero effective force at which the planet may revolve without motion 
relatively to the Sun and Jove. 

This position of conjunction between the two larger bodies is 
obviously one of dynamical instability. 

(8) The coalescence of the hour-glass with the external oval must 
occur at a point in SJ produced beyond J; hence r = 1 -+ @, and 
2Q = C becomes 


v[i+er+p|te+ =. 


This equation must have equal roots, and by differentiation we find 
that @ must satisfy 


(v-+1)9 + (3v-+2)e! + (3v-+1) 9? — p? — 29 —1=0. 


An approximate solution, for large values of v, is 





(10) @=——_—, 
(ao + 1h = 
3 
2” 
(11) C=—3v— Sei 
When y is 10, 
(12) @ ='34700, r+ = 134700, C = 388760. 


The approximate solution would again be found to be near the truth, 
and in such cases as actually occur in the solar system the approximate 
formulae (10), (11) would lead to a high degree of accuracy. 

This second critical point is another one at which the planet may 
revolve without motion relatively to the Sun and Jove, and such a 
motion is dynamically unstable. 

(y) The thinning of the toe of the horse-shoe to nothing must 
occur at a point in JS produced beyond S; hence g=r +1, and 
2Q = C becomes 
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v(r?+2)4+ 41 +73, =0. 
This equation must have equal roots, and r must satisfy 
(v+1)r5 + (2v-+3)r4 + (v+-3)r9 — o(7?-42r-41) =O, 

a quintic for finding r. 

If we put r = 1 — &, the equation becomes 

(v-+1)&° — (Tv +8)§* + (197+ 25) & — (24-437) é? 
' + (12v¥+26)§ —T7—0. 

This equation may be solved by approximation, and the first approxi- 
mation, which is all that I shall consider, gives 


(13) E=—1l—r= 





_— 
12y + 26 


Thus the approximate solution is r= 1 — awrR and 


(14) C=3v4+5— 24 (3n4 =)%. 
The solution of the quintic equation gives 
(15) r —='94693, @ — 1:94693, C= 34-9054 


This critical point is another one at which the three bodies may move 
round without relative motion, but as before the motion is dynamically 
unstable. 


(0) The fourth and last critical position occurs when C is a 

minimum so that ec =—0, oO whence r = 1, 9 = 1, and 
C=3v+53. 

If an equilateral triangle be drawn on SJ, its vertex is at this 
fourth critical point; and since this vertex may be on either the 
positive or negative side of SJ, there are two points of this kind. 

lt is well known tbat there is an exact solution of the problem of 
the three bodies in which they stand at the corners of an equilateral 
triangle, which revolves with a uniform angular velocity. The motion 
is stable provided that v is sufficiently large. Mt Hough has however 
pointed out to me that if » be less than 24-96, it is unstable. 

Thus all the five critical points correspond with particular exact 
solutions of the problem, and of these solutions three are unstable and 
the symmetrical pair is generally stable, 

Fig. 1 represents the critical curves of the family 2Q — C, for 
the case vy = 10. The points in the curves were determined by 
solutions of a cubic equation. I have only drawn the critical curves, 
because the addition of other members of the family would merely 
complicate the figure. 


34* 
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An important classification of orbits may be derived from this 
figure. When C is greater than 40°1821 the third body must be 
either a superior planet moving outside of the large oval, or an in- 
ferior planet moving inside of the larger internal oval, or a satellite 
moving inside of the smaller internal oval; and it can never exchange 
one of these parts for either of the other two. The limiting case 
C = 40°1821 gives superior limits to the radii vectores of inferior 
planets and of satellites, which cannot sever their connections with 
their primaries. 

When C is less than 401821 but greater than 38°8760, the 
third body may be a superior planet, or an inferior planet or satellite, 
or a body which moves in an orbit which partakes of the two latter 
characteristics; but it can never pass from the first condition to any 
of the latter ones. 

When C is less than 38:8760 and greater than 34-9054, the 
body may move anywhere save inside of a region shaped like a 
horse-shoe. The distinction between the two sorts of planetary motion 
and the motion as a satellite ceases to exist, and if the body is started 
in any one of these three ways it is possible for it to exchange the 
characteristics of its motion for either of the two other modes. 

When C is less than 34'9054 and greater than 33, the forbidden re- 
gion consists of two strangely shaped portions of space on each side of SJ. 

Lastly when C is equal to 33, the forbidden regions have shrunk 
to a pair of infinitely small closed curves enclosing the third angles 
of a pair of equilateral triangles erected on SJ as a base. When C 
is less than 33 no portion of space is prohibited. 
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g 4. 


A certain partition of space according to the nature of the curvature 
of the orbit. 


It appears from (4) of § 2 that the curvature of an orbit is 

given by 

ve = P—2nV, 
where 
P= — © cos » — sing. 

Now if V, denotes any constant velocity, the equation 22—C+V? 
defines a curve of constant velocity; it is one of the family of curves 
considered in § 3. We have seen that this family consists of a large 
oval enclosing two smaller ones, or of curves arising from the coa- 
lescence of ovals. In the mathematical sense of the term the ‘interior’ 
of the curve of constant velocity consists of the space inside of either 
of the smaller ovals or outside of the large one, or of the correspon- 
ding spaces when there is coalescence of ovals. It is a convenient 
and ordinary convention that when the circuit of a closed curve is 
described in a positive direction, the ‘interior’ of the curve is on the 
left-hand side. According to this convention the meaning of the 
‘inward’ normal of one of these curves of constant velocity is clear, 
for it is directed towards the ‘interior’. Similarly the inward normal 
of an orbit is towards the left-hand side, as the body moves along 
its path. 

It is clear then that P is the component of effective force esti- 
mated along the inward normal of the orbit. Also if 7 be the resul- 


tant effective force T? = (2) + (= - and if yx be the angle 


between 7 and the inward normal to the orbit, P = T cos x. 

Hence - 

2 
R — TF cos x — 2nV. 

If we consider curvature as a quantity which may range from infinite 
positive to infinite negative, it may be stated that of all the orbits 
passing through a given point the curvature is greatest for that orbit 
which is tangential to the curve of constant velocity, when the motion 
takes place in a positive direction along that curve. 


If x lies between +- y%, where cos y= > the orbit has posi- 
tive curvature; if y—-+ y%, there is a point of contrary flexure in 
the orbit; and if x lies outside of the limits + 4, the curvature is 


negative. 
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If however 7 be less than 2”V, there are no orbits, passing 
through the point under consideration, which have positive curvature. 
Hence the equation 7’ = 2nV defines a family of curves which sepa- 
rate the regions in which the curvature of orbits is necessarily nega- 
tive, from those in which it may be positive. These curves are very 
complicated, and as they have not been traced I omit the discussion 
of them from this abridgement. 


§ 5. 
Formulae of interpolation and quadrature. 


The object of this paper is to search for periodic orbits, but no 
general method has been as yet discovered by which they may be 
traced. I have therefore been compelled to employ a laborious method 
of tracing orbits by quadratures, and of finding the periodic orbits 
by trial. 

According to the usual notation of the calculus of finite diffe- 
rences, U, is to denote a function of x, and the operator A is 
defined by 


Atiz = Urq — Uz. 
Then the formula of integration, is 


(24) fu da = A" tag — = Un — a Auva-1 — x LAeun—s 


— Foy A¥tin—s — 755 AM tna — gous APttn—s. 
This is a convenient form when only the integral from m to 0 is 
wanted, and the integrals from » — 1 to 0, nm — 2 to 0, ete. are not 
also wanted. But in the greater part of the work the intermediate 
integrals are also required. Now on applying the operator A to (24), 
we have 
a+1 


(25) f ude = Usti1 — ‘ Aut, — 5 A?u,—1 — ai AP un—2 

19 

~~ 720 

If this be added to the integral from » to 0 we have the integral 
from % +1 to 0. 

When the successive values of « depend on their precursors, it 

is necessary at the first stage of the integration to take Az small, 

because it is only possible to take the first difference into account. 


At the second stage the second difference may be included, and at 
the third the third difference. 


Atun—s oe ee 
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But in almost every case I begin integration with such a value 
of the independent variable (say 2 =), that we either have uw, an 
even function of x, or an odd function of «; in the first case u, = u_z, 
in the second u,—= — u_,z. Both these cases present special advan- 
tages for the commencement of integration, for in the first integra- 
tion we may take second differences into account. Thus when wu, is 
an even function, the second difference involved in the table of inte- 
gration from 1 to 0 is 2Au,; and when wu, is an odd function it is 
zero. In both cases third differences may be included in the second 
integration. 

It is of course desirable to use the largest value of the increment 
of the independent variable consistent with adequate accuracy. If at 
any stage of the work it appears by the smallness of the second and 
third differences involved in the integrals, that longer steps may safely 
be employed, it is easy to double the value of Aw, by forming a 
new difference table with omission of alternate entries amongst the 
values already computed. 

When on the other hand it appears by the growth of the second 
and third differences that Az is becoming too large, Az can be hal- 
ved, and the new difference table must be formed by interpolation, 
The value of «1 can be found from ty, Un—1, Ua—2,... With 


sufficient accuracy for the purpose of obtaining the differences of 
U8) Un-1, Uy Un. The process of halving the value of Az is 
2 


therefore similar to that of doubling it. 

In some of the curves which I have to trace there are sharp 
bends or quasi-cusps, and in these cases the process is very tedious, 
as it is sometimes necessary to repeatedly halve the increments of the 
independent variable, which is the are s of the curve. 

But the chief difficulty about these quasi-cusps arises when they 
are past, and when it is time to double the are again. For the fact 
that the earlier values of the function to be used in the more open 
ranked difference tables are thrown back nearly to the cusp or even 
beyond it, makes the higher differences very large. Now the cor- 
rectness of the formula of integration depends on the correctness of 
the hypothesis that an algebraic curve will give a good approximation 
to actuality. But in the neighbourhood of a quasi-cusp, and with 
increasing arcs this is far from correct. I have found then that in 
these cases of doubling the arc, a better result is obtained in the fivst 
and second integration by only including the second difference in the 
table of integration. 

If we are tracing one member of a family of curves which are 
widely spaced throughout the greater part of their courses, but in one 
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region are closely crowded into quasi-cusps, it is difficult to follow 
one member of the family through the crowded region, and on emer- 
ging from the region we shall probably find ourselves tracing a closely 
neighbouring member, and not the original one. I have applied the 
method to trace the curve drawn by a point attached to a circle at 
nine tenths of its radius from the centre, as the circle rolls along a 
straight line. After the passage of the quasi-cusp | found that I was 
no longer exactly pursuing the correct line; nevertheless on a figure 
of the size of this page the difference between the two lines would 
be barely discernible. But the orbits which it is my object to trace 
do not quite resemble this case, since their cusps do not lie crowded 
together in one region of space. I believe therefore that these cases 
have been treated with substantial accuracy. 


8 6. 


On the method of tracing a curve from its curvature. 


It will be supposed that the curve to be traced is symmetrical 
with respect to the x axis, and starts at right angles to it so that 
L=t%,y¥=—0, p=—0,5s=—0. This is not a necessary condition for 
the use of the method, but it appears from § 5 that the start is thus 
rendered somewhat easier than would be the case otherwise. The 
curvature at each point of the curve is supposed to be a known 
function of the coordinates x, y of the point, and of the direction of 
the normal defined by the angle ». 


The first step is to compute the initial curvature x it is then 
0 


necessary to choose such a value for the increment of are ds as will 
give the requisite degree of accuracy. 

I have found that it is well to take, as a rule, ds of such a size 
that = shall not be greater than about 8°; but later, when all the 
differences in the tables of integration have come into use, I| allow 
the increments of gm to increase to about 12°. 

It is obvious that the curvature is even, when considered as a 
function of s. When nothing further is known of the nature of the 
curve, it is necessary to assume that the curvature is constant throughout 
the first are ds, but it is often possible to make a conjecture that the 


curvature at the end of the are ds will be say _ - By the formula 
1 


of integration with first and second differences we then compute go = 9, 
at the end of the arc, by the first of equations (5) in § 2. 

With this value of p we find sin g,, cos g,, and observing that 
sin ~, = 0, cos gp = 1, we compute z,, y, by means of the second 
and third of (5), using first and second differences. 
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We next compute Fi with these values of z, y, and if it agrees 


with the conjecture the work is done; and if not so, the work is 
repeated until there is agreement between the initial and final values 
of the curvature. 

After the first arc, a second is computed, and higher differences 
are introduced into the tables of integration. We thus proceed by 
steps along the curve. 

The approximation to the final result is usually so rapid, that in 
the recalculation it commonly suffices to note the changes in the last 
significant figure of the numbers involved in the original computation, 
without rewriting the whole. 

The correction of the tables of integration is also very simple; 
for suppose that the first assumed value of the function to be inte- 
grated is w, and that the second approximation shows that it should 
have been u-+ du; then all the differences in the column of the 
table have to be augmented by dw, and therefore the integral has to 
be augmented by 


If we stop with third differences, this gives the simple rule that the 
integral is to augmented by = duds. 


It has been shown in § 5 how the chosen are ds is to be increased 
or diminished according to the requirements of the case. 

This method is the numerical counterpart of the graphical process 
described by Lord Kelvin in his Popular Lectures*), but it is very 
much more accurate, and when the formula for the curvature is com- 
plex it is hardly if at all more laborious. In the present investigation 
it would have been far more troublesome to use the graphical method, 
with such care as to attain the requisite accuracy, than to follow the 


numerical method. 


In order to trace orbits I first computed auxiliary tables of r? +- ., 


and of log (4 — 1) for r <1, and of log (r — 4) for r >1; the 


tables extend from r = 0 to 1°5 at intervals of ‘001, but they will 
ultimately require further extension. 

The auxiliary tables of logarithms are computed to 5 figures, but 
the last figure is not always correct to unity, and the fifth figure is 
principally of use in order to make correct interpolation possible. 


*) Popular Lectures, vol. 1, 2" ed, pp. 31—42; Phil. Mag. vol. 34, 1892, 
pp. 443— 448, 
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The conversion of @ from circular measure to degrees and the 
values of sin m and cos m are obtained from Bottomley’s four-figured 
table. 

Most of the work has been done with these tables, but as it 
appears that the principal source of error lies in the determination 
of r and @, five figured logarithms have generally been used in this 
part of the work, and the values of 6 and y are written down to (1. 

In order to test the method, I computed an unperturbed elliptic 
orbit by means of the curvature, and found that the results were far 
more accurate than I should have expected. 

In some cases, where the orbits have very sharp curvature or 
cusps, it was found necessary to calculate the coordinates by means 
of series proceeding by powers of the time. The series show that 
where an orbit has a cusp, its form is that of a semi-cubical parabola. 


§ 7. 
Variation of orbit. 


Our object is not only to discover periodic orbits but also to 
consider their stability. 

Now the stability of a periodic orbit is determinable by discovering 
whether the motion is oscillatory or not, when the path varies by 
infinitely little from that of the periodic orbit. The variation of an 
orbit may be of two kinds, for the constant of relative energy may be 
varied, or the planet may be displaced from the periodic orbit. 

Suppose that the constant C undergoes a small variation and 
becomes C + dC; then there must be a periodic orbit, corresponding 
to C+ dC, which differs by very little from that corresponding to C. 

Now if a planet be moving in a periodic orbit, and if C suddenly 
becomes C+ dC, we may henceforth refer the motion to the varied 
periodic orbit, and may consider the constant of relative energy as 
C+ dC and invariable. The periodic orbit of reference then varies 
per saltum, but the instantaneous position of the planet is unvaried, 
and therefore the planet is now displaced from its orbit of reference. 
Hence the result of a variation of C will virtually be determined by 
regarding C as constant, and by supposing the planet to be displaced 
from the periodic orbit. This subject is considered in the present 
section. 

The whole of the following investigation is founded on the work 
of M Hill*), but it is presented in a different form. 


*) On the part of the motion of the moon’s perigee etc. Acta Mathem. Vol. 8, 
pp. 1—36, 
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If the Jacobian integral (2) be differentiated with respect to the 
time, and if the equations oF as — ¥ tle 2, 49 __ V cos gy be used 


dt dt 
in the result, we obtain 
‘ Te a2 02. 
(28) 77 sn 9 5, + 8 HT, 


Again if the first of the equations of motion (1) be multiplied by 
— cos g, and the second by — sin g, and if the two be added together, 
the result may be written 


ad Q ° OQ 
(29) V (92 + 2n) = — cos p So — sin p F 
Let s be the are of the orbit, and p the are of an orthogonal trajectory 
of the orbit, estimated in the direction of the outward normal of the 
orbit; then , 
() : 0 
je — SD 5, + OSH Z, 
7] . 7] 
ho cos po + sin go - 
Accordingly (28), (29) and the Jacobian integral become 


(30) 


av OQ 
dt ~ ds? 
30 d aQ 
V2 = 2Q—C. 


The equations (30) are equivalent to (1) and (2). 

Now suppose that x, y are the coordinates of a point on an orbit, 
and that «+ 0x, y+ dy are the coordinates of a point on an ad- 
jacent orbit. Then if we put 


p= dxcosp+dysing, 
ds = — dz sin p+ dy cos g, 


dp, Os are the distances, measured along the outward normal and 
along the are of the unvaried orbit, from the original point x, y to 
the adjacent point «+ da, y+ dy. 

If, with 2, y as origin, rectangular axes be drawn along the out- 
ward normal and along the are of the unvaried orbit, we may regard 
dp, Os as the coordinates of the new point relatively to the old one. 


The new axes rotate with angular velocity ck +n, the first term 


representing the angular velocity of the normal and the second that 
of our original axes of a and y. 

The well-known formulae for the component accelerations of a 
point along two directions, which instantaneously coincide with a pair 
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of rotating rectangular axes by reference to which the position of the 
point is determined, give the accelerations 


a dq dds (dq ad 

qe 8p — Op( Ge +n) — 2 (G2 +n) — 8s SB, 
(31) ‘s along seme 

qa os — 68(5? +n) +297 at +n) + dp Fe, 


along the tangent. 


These are the accelerations of the new point relatively to the old, 
estimated along lines fixed in space which coincide instantaneously 
with the normal and tangent of the unvaried orbit. 

The function Q includes the potential of the rotation m of the 
original axes of « and y. Hence Q — =n ry? is the true potential of 


the forces under which the body moves in the unvaried orbit, and 


@ —, e Bde 
ap (2@ — 5 ”*P*), £(Q— jn?) 
are the components of force in the unvaried orbit along the normal 
and along the are. 


Therefore the excess of the forces in the varied orbit above those 
in the unvaried orbit are 


(09 2, +05, ,2,)(0 — Ewe) 
and 


(sp % pos + ds AY(2 —>; 5 nr). 


Now by considering the meaning (30) of the operations i ' Sa? it is 
easy to prove that 

1 er? 
2 op 


_ 
= 


mn. 
=5 5s 


Hence the excess of the forces in the varied orbit above those in the 
unvaried orbit are 


BQ BS 
pe 4 8s dpos ~ * OP: 
and 


poo + 8s SS 2 nds, 


along the normal and along the arc of the unvaried orbit, 

But these are necessarily equal to the accelerations (31) of which 
they are the cause. Then transferring — n?dp, — n? ds to the left 
hand sides of the equations, we have 
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2 + Op + dp|n?— (42 +n) |—24 a o? +5) — 82 ait 


BQ 
Opds’ 


ju 28 + 88 [nt — (Gen) ]+2 GPE +H) + bp Ge 


@Q 
~~ teat 8855 


These are the equations of motion in the varied orbit. 
The variation of the last of — the Jacobian integral, gives 


(33) VIV = dpe 2+ 08S 


— dp +8 s 





(32) 








Now 0V is the tangential velocity of the it x+dx2,y+dy in 
the varied orbit, relatively to the original point z,y. But as we only 
want to consider a velocity relatively to the axes of x and y, which 
themselves rotate with angular velocity es our p, $s “= must be 


regarded as rotating with angular velocity “ s 4 » instead of 4 t+ n. 
Accordingly 
(34) dV—= 2554 pO 


The formula (34) enables us to get rid of 0 V in (33), but we may 
also get rid of “ and a by means of the equations of motion (30), 


Thus the variation of the Jacobian integral leads to 


V(S as + dp 9%) = — V (42 + 2n) dp + Fos. 
Therefore “ 
d » P 1 
# ds + 2dp (22 +n)— 7 FZ os—0, 
(35) or 


v ECG) + 200 (i +9) —0, 


The equations (35) are two forms of the varied Jacobian integral. 
A great simplication of the equations of motion (32) is possible 
by reference to the unvaried motion. 
Let us suppose then that dp, ds are no longer displacements to 
a varied orbit, but are the actual displacements occurring in time d¢ 
in the unvaried orbit, Thus dp =—0, ds = Vot. 
The equations (32) then give 
2< oe GQ 
(36) +9) — Vie Vapee 
aV AQ 
s+ re —Cp+a)]- 08 
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The first of (36) may be written 





@e 4 22 __ 2 av(dg 
at + dpos ~~ V at\ae +” n): 


These two terms, multiplied by ds, occur in the first of (32), which 
may therefore be written 


dp 


ae + op [nw — etn Tl need 2+ n) 
4.288 a7 ae ids ane 


The terms in this which involve ds may now be eliminated by the first 
of (35) and we have 


a dp 


ae + Op [n? — (SP +n) + 4(42 + nl — ZS] = 0. 
If then we put 


(37) © =n? + 3(9% 4 n)— 


we have 





2 





a 


aod 
ae + Odp=—0, 


é op(d 
ZF) +2 52 (42 + n) = 0. 
The differential equation for dp is Mt Hill’s well-known result 
We have now to — - — of = function 0. 


Let us write V? = ‘ a mo a a 4 then adding ve opt 2 to 
each side of the second of (36), we have 


v ae tm — (GF +n) + 28 — v9, 





(37) 


so that 


n -i- x (vad) + (ra) — (@ + n) + 2n? — V?Q. 
Substituting in (37), 


O = 2n? — VQ + 2(2% +n ny +4 va + Ga 


If we putbu=a2+yr, s=a2—yt, ¢=D, where 1 =j//— 1, it 


is easy to show that Du = Vev', Ds = — Ve-#', and 


2 2 
9 49 Dru D*s 


dg __ Diu D's 9 aV _ 
dt Du ~ Ds’ 


Vai (5 + Ds 


M' Hill’s form for the function © follows as once from these trans- 
formations. 


o 





O= 


whe! 


char 
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Another form for ©, deducible directly from (37), is 


1 1/22 FQ 1 @Q 
O=—n?— SVQ --5 Fat — Fy) 829 — 5 Fagyhin 29+3(G Pin), 


whence 


=ata — $F cos? (p — )—5 cos? (p—y) +3 7? Gaet+y): 


§ 8. 
Change of independent variable from time to are of orbit. 


For the purpose of future developments it is now necessary to 
change the independent variable from the time ¢ to the are s. 


Let 
(38) dq = dp Vt. 
Then 
a? Sp d d dq $ddq 1 dV. 
ae Vi("a())= vi V ae — — 3 *ta) 
§ 04 1 dV 
"ea — 394 Via ils ia): 
But 
dji dav d/l a 3 /dV\2 1 &V 
rE, a) a(4 a) nity saa) + Ty ae 
3 (dV\2, 1 &V 
~~ yale) + j4 a 
Hence 
&dp 3 dq 3 (aV\2 dq a&V 
ae VG + 2 (Ge) 89 — hy ae 
Also 
dp om» 228 


If these two be added together, and divided by V?, we obtain 


ad 
‘de + ¥oq=0, 


(39) wey" 
dV \2 1 @&@V 
Y= yt i(pas) — ovs ae 
It remains to obtain the expression for the function Y. 
Since 
dg 1 
=F 


O=v+14+3(p +n) —S. 


and n#—v-+1, 
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Now from the first of (30) and the second of (36), 


av _ ag 
8 os’ 
1 &V V 2 AQ 
yar (gt) +3 —*—!- 


Then by substitution in the second of (39); 
5 2Q 1 Q 
wri s+ tien +i) —--32. 


: 2 as? 
Also 
#2Q , 1FQ_ ley 1#Q. 
ap tao alt 3 op 
Now 
22—o(2+)+(+ 9: 
and 
1 3 3 
Smet Laat Bees pcos, 
+ helt ene 
sg —Ut1—-5-S oz sin? 6 + = sin® p. 
Hence 
VQ=Aw+)N+544, 
and 
a?Q 


@Q : aQ : FQ 
= cos’ @ a + 2 sin C08 } Fa5y + sin’ 5a? 


=rv+1— a —at ar cos? (p—0) + 5 cos* (p—¥). 


Therefore 
5/1 2 3 1 
(40) w= S(F4 2) — 3, [5 cos? (p—e) + e cos? (p—¥) | 
38(davV~ 
’ + ia) 
Also since 
V av @Q @Q 


, hod toon sin y + cosy a, 
dV vy (1 
(40) Vas = Vi = —r) sin (p—9) + pe(@—e) sin (p—y). 
This completes the formula for ¥ in terms of the coordinates, the 


velocity, the curvature and of ». 


It may be useful to obtain the expressions for ds and d@ in terms 
of the new independent variable s. 


The second of (37) may be written down at once, namely 


(41) b n= a f+ 7 
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Also it is clear from geometrical considerations that, 


d é 
9 =— de dp + R° 
whence 
¢ a a AG . 
(42) p= ~ 5 a(yas)| + 
§ 9. 


The solution of the differential equation for dq. 


The function Y has a definite value at each point of a periodic 
orbit whose complete are is S. Therefore ¥ is a function of the are s 
of the orbit, measured from any point therein, and when s has in- 
creased from zero to S, ¥ has returned to its initial value. Also since 
a periodic orbit is symmetrical with respect to the z-axis, Y is an 
even function of the are s, when s is measured from an orthogonal 
intersection of the orbit with the z-axis, If the periodic orbit only 
goes once round S or J, or round both, all the intersections with the 
z-axis are necessarily orthogonal. I call such an orbit simply periodic, 
but the term must have its meaning extended so as to embrace the 
possibility of loops. But when there are loops the intersections with 
the a-axis are not necessarily orthogonal, and if the orbit is only 
periodic after several revolutions some of the intersections cannot be 
orthogonal. 

With the understanding that s is measured from an orthogonal 
intersection with the z-axis, Y is an even function of s and is ex- 
pressible by the Fourier series 


YW = ¥, + 2¥, cos “7° + 2¥, cos “ZF 4. 
Now multiply the differential equation (39) for dq by ae write 6 for 
a and put o= Sy, and we have 
(43) oq + 05q=0. 
Also if ®; = a W;, 

. a 

® = D, + 29, cos 26 + 29, cos 46+ - 

If then we write = eV—!, 


23 7s oft 
dg Y—1 de’ 


Mathematische Aunalen, LI. 35 
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and the equation (43) becomes 
d\2 
(44) (¢ 55) 6g = 084, 


where ® = J, ; £/, the summation being taken from j = + o to 
j = — oo, and O_, being equal to 9;. 
Let us assume as the solution of (44) 


3q = S;[(b;-+ e;) cos (c+-2j)6 + (be) —I sin (c+ 24)] 
= 3 [bt + ef-et¥], 


The equation (44) must be separately satisfied for the terms involving b 
and for those involving e; hence we need only regard one series 
of terms, 

On substituting in (44) the assumed expression for dq, and equating 
to zero the coefficients of the several powers of €, we have 


b; (¢ + 29)? = 2, b;_:9; ,*) 
written in extenso this is 


ee -— b;_-2®,.—};_19,+-); [(e+2))? a ®,| se bj419; — bj42P,— -e = Q), 
There are an infinite number of equations like the above, but the in- 
finity must be regarded as an odd number. 

If from these equations the b’s be eliminated, we have an infinite 
determinantal equation for determining c. If we write 


(¢+2j)? —% = {J}, 


the equation is 
| 
|: — {0}, —O,---|=0. 


This is the same in form as M' Hill’s determinantal equation. 
As much has been written on the subject, it is unnecessary to 
reproduce the arguments by which it may be shown that if 
Li] = — 477, 
and 





*) The equation of condition for the e’s is easily shown to be 
e_y (e-+29)* = 2, ¢;_,9_;; 
and since ®,=9%_,, this is exactly the same as that for the b’s save that e_y 
corresponds with b,. 
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+ Oy Sy Bee 


nm mo 

; or oe 

(45) A= [o}? 1 [0] P 
% % 4. 





ap i 
the solution of the determinantal equation is given by 


(45) sin? 5 ac = A sin? ; xV. 


§ 10. 
On the stability or instability of an orbit, 


When ¢ is real, dq is expressible by a series of sines and cosines 
of multiples of the arc. Since V is an even function of the arc, it 
is expressible by a series of cosines of the same form as that for 9: 
hence 0p, which is equal to vioq, is expressible in a series, similar 
in form to that for dq. 

But dp denotes normal displacement from the periodic orbit, and 
therefore the motion in the varied orbit is oscillatory with reference 
to the periodic orbit. In other words the periodic orbit is stable. 

If c, be any one value of ¢, all its infinite values are comprised 
in the formula +- ¢) + 2i, where é is an integer. It is however con- 
venient to choose one value of ¢ as fundamental. When the choice 
has been made we may refer to the terms in the series for dq of 
which the argument is c, as the principal terms, although it does not 
appear to be necessary that these terms should have the largest coef- 
ficients. In fact since two arbitrary constants are involved in the 
specification of a definite variation of orbit, it is probable that the 
terms which are numerically the most important in one variation, wili 
not be so in another. 

If the body be considered as moving in an elliptic orbit, it will 
be at its pericentre or apocentre, when dp is a negative or positive 
maximum, respectively, The principal terms of dq, and therefore also 
of dp, have the argument co or a3 hence if we may assume that 
the principal term is also the most important, the body has passed 
through a complete anomalistic circuit when s has increased from zero 
to 2 =. Since S is the synodic are in the relative orbit, ze is the 
ratio of the synodic to the anomalistic arc, both arcs being measured 
on the orbit as drawn with reference to the moving axes. 


35* 
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Now | propose to adopt as a convention that the fundamental 


value of ¢ shall be that value which lies nearest to Y,, where , 
denotes the mean value of ®. This convention certainly attributes to 


1 ° P . ° ° . 
5c a physical meaning, which is correct in all those cases which have 


any resemblance to the motion of an actual satellite in the solar system. 
I shall accordingly use the value of ¢ which lies nearest to /®, as 
fundamental. 

We have just arrived at a physical meaning for ¢ by considering 
the principal term in the series; now in so doing we were in effect 
considering only the mean motion of the body with reference to the 


moving axes; therefore ze is also the ratio of the synodie to the 
anomalistic period *). 

If Z denotes the synodic period, the mean motion of the body 
referred to axes fixed in space is a +n; and if “ denotes the 


mean angular velocity of the pericentre with reference to axes fixed in 
space, the mean motion of the body with reference to the pericentre is 


2 d = ner z 
—* +n—<=*. Then, since angular velocities vary inversely as periods 
T dt g y y as } ’ 


Qa da 
1 ¥t*?-@ 
ci ? 
EJ 
where 
ny + i. 
Therefore 
da Qa fli 
tom n—F(e—0) 
(46) or 


T(n — %° = 2xa(F¢—1)- 


M Hill’s ¢ is equal to one half of my c, and accordingly the first 
of (46) is identical with the formula from which M* Hill derives ‘a 
part of the motion of the lunar perigee’**). 
, . ‘ i . d 
The angular velocity of regression of the pericentre being n -- a7 
it follows from (46) that 2x (5c — 1) is the amount of that regression 
with respect to the moving axes in the synodic period. 

*) It may be observed that when V is constant (as is the case when we 
only consider mean motion) V?¥ = 0, and M' Hill’s equation for dp becomes 
identical with the present one for dq. It is well to remark that what I denote 
by ¢ is 2c of Mt Hill’s notation. 

**) Acta Mathem. vol. 8. 
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Whilst the pericentre regredes with reference to the moving axes, 
it advances with reference to fixed axes; the advance in the synodic 


period is nT — 2u(te— 1), and in the sidereal period the advance is 


In the numerical treatment of stable periodic orbits I tabulate the 


apparent regression 2 2 (= c— 1), and the actual advance n7'—2z ¢ c— 1) 


1 
= 
in the synodic period; also 2x | 1 — : aq | the advance in the 
1+ 


22 





sidereal period. 

Let us now consider the case where ¢ is imaginary, so that the 
motion is no longer oscillatory with respect to the periodic orbit, and 
the periodic orbit is unstable. 

The form of (45) shows that c becomes imaginary either when 
A sin? 5 x /®, is negative, or when it is greater than unity; this 
function will therefore be described below as the criterion of stability. 

If &, were negative it would indicate that the mean force of 
restitution towards the periodic orbit was negative. Hence it seems 
obvious that the body would then depart from the periodic orbit, 
which would therefore be unstable. If however A were negative as 
well as ,, it would seem as if it were possible to have a real value 
for c; but it is not easy to see how this condition could lead to a 
stable orbit. 

I have not yet come on any case where ®, is negative and 
accordingly that condition is left out of consideration for the present. 


We are left then with the two conditions, A negative or A sin? > x Y%, 


greater than unity; these lead to two kinds of instability. 

In instability of the first kind A is negative; for reasons which 
will appear below, I shall call this ‘even instability’. 

In this case let us put 


A sin? 52/0, = — D’, 
so that (45) becomes sin ; ac=+Dy—1. 
The sine in this case is hyperbolic, and if we write 
c= 2i+ky—1, 


where ¢ is an integer, the equation for k becomes sinh ; ak = -+ D. 
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Since the values of ¢ occur in pairs, equal in magnitude and 
opposite in sign, it is only necessary to consider the upper sign and 
the result may be written 


1 
(47) e™* —Y(DF+1) + D. 
I shall return in § 11 to the form of solution adapted to the case of 
‘even instability’. 
Turning to the instability of the second kind, which | shall call 
‘uneven instability’, we have 


n@ a? > 
sin? 5 ae = Asin? 52 /%, = D®, 


where D? is greater than unity, so that c is imaginary. 
The sine in this case also becomes a hyperbolic function, and if 


we write c= 2i-+ 1+ k/— 1, where i is an integer: we have 


— , 1 
sin 5 7c = (—)f cosh ; ak, 
a hyperbolic cosine. 

Hence 


cosh ; ak=—=-+ D. 
Taking only the upper sign as before, this may be written 


(18) at V1) + D. 


I shall return in § 11 to the form of solution adapted to the case of 
‘uneven instability’, but I wish now to consider the nature of the 
transitions from instability to stability. 

Suppose that we are considering a family of periodic orbits, the 
members of which are determined by the continuous increase or 
decrease of the constant C of relative energy; and let us suppose 


that A sin? ; a Y%,, being at first negative, increases and reaches the 


value zero. At the moment of the transition of this function from 
negative to positive, there is transition from even instability to stability. 
If on the other hand this function were positive and less than unity, 
and were to increase up to and beyond unity there would be a transi- 
tion from stability to uneven instability. 

In all the cases of stability which I have investigated, except 
one*), the fundamental value of ¢ lies between 2 and 3, and the 
apparent regression of pericentre in the synodic period, namely 


2a(5¢— 1), lies between 0 and 180°, these extreme values corre- 
sponding with transitional stages. 





*) The orbit in question is C = 40°0, a = 1.0334, 
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It will now conduce to brevity to regard c as lying between 2 
and 3, instead of regarding it as a multiple-valued quantity. 

If we refer back to the form of solution assumed for the equation 
(41), we see that when c = 2, the solution is 


Og = (b-1 + &|) + (by + & + 0-2 + €,) cos “7° aT 
+ (by — & — b- 2+) /—1 sin *3.. 


and that when c = 3, it is 
Og = (b, +e1+b_2+ €,) cos = e+ (by +) + b_s+ €) cos * 
+ (b, — e-1—b_2+e,)/— 1 sin 5 se 
+ (by — & — b-s-+¢,) /—I sin 225... 


In the first case it is clear that when s = S, dq has gone through a 
complete period and has returned to its initial value; but in the second 
case whilst dq is equal in value, it is opposite in sign to what it 
was at first. 

Consider then the first case where c= 2, and suppose that the 
body is displaced from the periodic orbit along the normal, at a con- 
junction. Then the body starts moving at right angles to the line of 
syzygies, and when s=S it has again returned to the same point, 
and is again moving at right angles to the line of syzygies. 

Hence it follows that we have found a new periodic orbit differing 
by infinitely little from the original one. Thus the original orbit is 
a double solution of the problem, and the interpretation to be put 
on the result ¢ = 2 is, that we have found a periodic orbit which is 
a member of two distinct families. 


The A sin? . x, corresponding to our family of orbits has been 


supposed to be increasing from a negative to a positive value; at the 
instant of transition the same function for the other family must also 
be passing through the value zero. 

If C be the value of the constant of relative energy for the 
critical orbit which gives c= 2, there must be two orbits, infinitely 
near to one another, for which the constant is C— dC. 

If the orbits were classified according to values of the parameter 


A sin? * x Y/®,, instead of according to values of C, these two families 


would have to be regarded as a single family, and the critical stage 

would be that in which C reached a maximum or minimum value. 
But when the classification is according to values of C, we say 

that there are two families which coalesce at the critical value of C; 
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it is also clear that, as the orbit we were following was unstable up 
to this critical value, the other must have been stable. 

An interesting example of this will be found below, where the 
families of orbits B and C spring from a single orbit. 

Now reverting again to the question of the transition from in- 
stability to stability, let us suppose that as the constant C varies, 
A sin? : xYV%,, being at first greater than unity, diminishes, passes 
through the value unity and continues diminishing. Then the orbit was 
at first unstable with uneven instability and c of the form 3+-k/—1; 
it becomes stable at the critical stage with c less than 3. But there 
is now no real double solution at the moment of transition and no 
coalescence of families*), It is probable that there is coalescence with 
another family of imaginary orbits at this crisis, but I do not discuss 
this, since I am not looking at the subject from the point of view of 
the theory of differential equations. Accordingly in our figures of 
orbits there will be nothing to mark the transition from uneven in- 
stability to stability, and it will only be by the consideration of the 


function A sin? 5 aV, that we shall be aware of the change. 


The conclusions arrived at in this section seem to accord with 
those of M. Poincaré in his Mécanique Céleste, who remarks that 
periodic orbits will disappear in pairs. 

It is clear from this discussion that uneven instability can never 
graduate directly into even instability, but the transition must take 
place through a range of stability. 


§ 11. 
Modulus of instability, and form of solution. 


The cases of instability will now be considered. 
When the instability is of the first or even kind, we have 


e=2i+ky—1, 
and . 
(0) oF =D? +1) + D, 
¢ #* _Y(D' +i) — D, 
where D? = — A sin? ; xV®, 


*) When I explained the results at which 1 have arrived to M. Poincaré, 
he suggested that there may be coalescence between a doubly periodic orbit and 
a singly periodic one, when the two circuits of the former become identical with 
one another and with the latter. 
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The solution of (44) was 
dg = 5 [(b+e_;) cos (¢+2/)6 + (b; —e_;)V—1 sin (c+ 2/)o]. 
Now if we take the integer ¢ involved in the expression for ¢ as zero, 
cos(e+2j)6 = cosh ke cos 2j6 —Y— 1 sinh ko sin 2jo, 
VY — 1 sin (¢ +2;) 6 = — sinh ko cos 2j6 + Y— 1 coshke sin 2jo. 
Therefore when the sign of summation only runs from oo to 0, instead 
of to — oo, and when 0, and e, are supposed to be the halves of their 


values when the summation ran from +- co to — oo, the solution may 
be written 


dq =>! {cosh ko[(bj + e_)-+b_,+-4) cos 2jo 
0 
+ (bj —e_j—b_j+6)) /—1 sin 2jo] 
+ sinh ko [—/—1 (6; + e_; —b_; — @) sin 2j6 
— (b; — e_j-+ b_; —&) cos 2j6]}. 
b; + b-; = B;, esto=F,, 
b, —b-;=—BV—1, e-5;-g=yy—l, 


and writing the hyperbolic functions as exponentials, we have 


Putting 


(50) dg =>) {e*(E; cos 26 + & sin 2jo) 
0 
+ e-**(B; cos 2j6 — B; sin 2jo)}. 
By means of (49) this may be written 


fe) 20 
(50) dg— >) { (V(D?+1) + D)* (Ecos 2j0 + g sin 2jo) 
+ (V(D?+1) — D)* (B; cos 2j6 — B; sin 2j6)}. 


In (50) it is not safe to assume that the most important term is that 
for which j = 0; indeed this will usually not be the case. All that 
we know is that the series contains sines and cosines of even multiples 
of 6, that one set of terms increases without limit and that the other 
set diminishes. 

In the numerical treatment of unstable periodic orbits it will be 
well to have a modulus of the degree of instability; and these con- 
siderations afford a convenient means of obtaining such a modulus. 

This modulus may be taken to be the number of synodic revolu- 
tions in which the augmentiug factor doubles its initial value; thei is 
to say we are to put 
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20 
ee = [/(D? +1) + D]* =2. 
Therefore 
[Pe ___ log V2 ae 
es 5 ~ = ~ jog VF +) 4D) 


This is the modulus of instability, when it is of the even kind. 

A consideration of the form of the series for dq shows that it 
increases without limit, and that the planet or satellite crosses and 
recrosses the periodic orbit an even number of times in a single circuit; 
it is on this account that I have called this ‘even instability’. 

When the instability is of the second or uneven kind, we have 


e=2i+1+k/—1, or if we take i as zero, c—1+/—1; also 


(52) e= ” =D + V(D?—1), 


1 
e *™* —=D—y@-}), 
where D? = A sin? + x/®,. 

Then by a series of transformations, similar to those followed 
before, we find 


@ 


(53) at (D +=) 


0 


alg 


(E; cos (2j)+-1)6 + ¢; sin (2j+1)6) 

= 

+ (D—y(D?—1))* (B;cos (2/+1)6 — Bsin(2j+1)6)}. 
In this case again the terms for which 7 —0 are not usually the 
most important ones, but we see that the series contains sines and 
cosines of odd multiples of 6; and that one set of terms increases 
without limit and that the other diminishes. As in the first sort of 
instability, a convenient modulus is the number of synodic revolutions 


in which the amplitude of the increasing oscillation doubles its initial 
value; that is to say we put 


26 
cto — (D+/(DF—1)* =2. 
Therefore 
54 s_ 6 ___—idog 2 
e*) 8 - log [D+ V(D*—1)]’ 
where 


D? = A sin? : tV%. 


This is the modulus of instability. when it is of the uneven kind. 
A consideration of the principal term has shown us that there is an 
oscillation, whose amplitude increases without limit. The planet or 
satellite crosses and recrosses the periodic orbit an odd number of 
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times in a single circuit, making ever increasing excursions on each 
side; it is on this account that I have called this ‘uneven instability’. 

It is easy to write down the forms which the equations of con- 
dition assume in the two sorts of instability, but 1 do not reproduce 
them here. 


§ 12. 
Numerical determination of stability. 


When a periodic orbit has been found by quadratures, it is not 
obvious by mere inspection whether it is stable or not, and we must 
consider the numerical processes requisite to obtain an answer to the 
question. 

The points which are determined by quadratures in a periodic 
orbit do not divide the arc S into a number of equal parts, The 
distance along the are from the first orthogonal crossing of the a axis 


to the second orthogonal crossing is +8 ; this may be determined by 


interpolation, for we may find what value of s makes y vanish. 
In general there are two orbits computed, which differ from exact 


periodicity in opposite directions by small amounts. The are +8 ‘ 


measured from the first orthogonal crossing to the second, which is 
not exactly orthogonal, is determined in each of these cases. The 
subsequent proceedings are then carried out in duplicate, and the final 
step is an interpolation between the two results to obtain the result 
for the exactly periodic orbit. In many cases however the computed 
orbit differs from a truly periodic one by an amount which is so small, 
that it may be attributed to the errors inherent to the method of cal- 
culation. In such cases the duplicate computation is unnecessary, and 
since the operations on the approximately periodic orbits are exactly 
like those on the truly periodic ones, we may henceforth speak as if 
the true orbit had been found. 

The work already carried out in the quadratures affords many of 
the data requisite for the computation of ®, and the next step is the 
computation of ® corresponding to each computed point of the orbit. 

It would be tedious to find the Fourier’s series for ® from its 
computed values, and it is best to find interpolated values of ® at 
exact submultiples of the arc S. I therefore interpolate ® at the 


: , - - 2 12 ‘ . 
points for which the are is 7S, 7S... S, 13 values in all. 


The next step is the harmonic analysis of these 13 values of 9, 
which is an even function of the arc, and the work may be con- 
veniently arranged in the form of a schedule. I have usually pro- 
ceeded as far as the term of the eighth order, 
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It may be remarked that if the harmonic expansion of ® is con- 
vergent, the determinant from which the stability is determinable is 
also convergent. 

But if the representation of ® by the harmonic expansion up to 
the 8 harmonic is very imperfect, it is necessary to give up the 
attempt to determine the stability numerically. In such cases however 
it is nearly always possible to see that the orbit is unstable, although 
it may not sometimes be so easy to perceive whether the instability 
is even or uneven. 

We next have to calculate the several members of the determinant 
A by the formula ‘ 

O— 47 
This is the entry for the 7 row above or below the centre of the 
determinant, and it is the 7" member to the right and to the left of 
the leading diagonal, all the members on the diagonal being unity. 
The values of ®; computed to the eighth order suffice to enable us to 
write down 17 columns and rows of A. The method of computing A 
will be considered in the next section. 


§ 13. 
The calculation of a determinant of many columns and rows. 


The following transformation contains the principle by which the 
number of columns and rows of a determinant may be diminished 
by unity; 


1 Oe as | 
? a ? a e eee] 
Ay» By, Ag, - oe 4 . 
a a, 
A a| Pir Bar Bas ++] 9 10, be — 0,8, DB, 8, ...| 


c c Coy oe | 
19 “go “gs A a, 
O, Cy — Gas Os — aie 





har 8 Ree 


=a bas} as ° 
1 ae a ital 


Now if we write b, = b, — b, < and so on, and then extract 
1 


the factor 6,', another column and row may be removed, and the 
process may be repeated until the determinant is reduced to a single 
member, say Z,; then 

A = a,b,c,” ... Bq. 
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If the determinant is convergent and if the rows and columns be 
removed in proper succession, the factors tend to unity. 

By interchanges of columns and rows any member of a determi- 
nant may be brought to stand at a corner, but if the number of 
interchanges is odd the sign of the determinant is changed. 

It is not therefore necessary to work from a corner, as in the 
above example, but any column and any row may be chosen for eli- 
mination. The member which stands at the intersection of the chosen 
column and row may be called the centre of elimination. Then if the 
centre of elimination be at an odd or even number of moves from a 
corner, the sign of the whole is or is not changed. 

In the determinants which arise in this investigation the centre 
of elimination is always taken on the diagonal, and thus no change 
of sign is introduced, 

Let us suppose that the determinant to be evaluated is a symme- 
trical one, and that the columns and rows are numbered as in the 
following example: 

—2-—10 1 2 


¢ J 
—21C, G, C, Gy, & 


| 
' 
iT 
| 
| 


— 
Pw 
ew 
~ 
Bg 
o 
nw 
~ 
> 


3 
0|a,, @, A, @, @ 
1/5, %, 5, B, 3, 
© ’ 

2 Cy, C35 C25 Cy, C | 





Let (— 1, — 1) be the first centre of elimination, and (1, 1) the 
second; then if the double elimination be carried out and algebraic 
reductions effected, it will be found that the result is 

—2 0 2 
be B > b,, b,’ — 2 
B (1 —; :) a, A, a 0 
», &s © 2 





Where 
’ bse, + bye, (b, — by) (, — es) , by (C+ €5) 
iii: ie a. So Fee 
~ ZB 
’ byC, + dgcy (b, — bs) (C1 — ¢5) r__ (4 +5) 
b, = & — ~B+), ae — "9 Goma, B+b,? 
a | 


raat 2a,b, 
Am 4 3% 


If the determinant is convergent, with an odd number of columns and 
rows, (0,0) is the heart of the determinant; if the elimination pro- 
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ceeds away from the heart, at any stage of the process the approxi- 
mation consists of the product of all the factors extracted, multiplied 
by (0,0), the heart of the remaining determinant. 

Thus in the above example after one double elimination the ap- 


proximation is 
b3 2a,b, 
B (1— 3g) (4— 34): 
This is in fact the full expression for the determinant 


|B, b, by | 
| ay, A, a 


|b, b, B 


I have found it most convenient in practice first to extract a squared 

factor, such as B? (thus reducing (— 1, — 1) and (1, 1) to unity), and 
2 

afterwards to extract a single factor, such as 1 — 2. 

This process cannot of course be applied with advantage, when 
the work is algebraical, but some process of the kind seems to be 
practically necessary, when the approximate numerical value is to be 
found of a determinant of a large number of columns and rows. 

It will be noticed that after each pair of eliminations the primi- 
tive symmetry is restored; but the work might equally well be arranged 
otherwise. For we might first eliminate from the centre (0,0), which 
would not affect the symmetry, and we might then take the pair 
(—1,—1) and (1,1). This variation of procedure would afford a 
valuable check on the arithmetic. 

Where the outer fringe of the determinant obviously has but little 
influence on the final result, and where we are in any case going to 
use all the members in the original determinant, | have found it best 
to begin from the outside. In such a case four or five columns and 
rows may, as it were, be shelled off the outside, with scarcely any 
alteration of the central entries. 

The actual numerical work of evaluating a determinant may be 
arranged as follows: 

The number of decimal places to be retained is first fixed on. A 
paper is then marked with a gridiron of columns and rows, numbered 
from zero at the centre upwards and downwards. Each square should 
be large enough to contain four or five rows of figures. The original 
determinant is then written in the squares, the numbers being put as 
near the top of each square as possible. I have found it convenient 
to omit decimal points, and to express the numbers in units of the 
last decimal place retained. In most of my work, where only a rough 
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result was required, I have adopted three places of decimals; thus the 
unit in which the entries are expressed is ‘001, and the diagonal 
members are all written as 1000. 

The pair of symmetrical diagonal members, which is to form the 
first pair of centres, is then chosen. As stated above, I have in my 
later work usually worked from the outside. In the first pair of eli- 
minations these diagonals are already unity, but this is not so sub- 
sequently, and we first reduce them to unity by dividing the rows on 
which they stand by their values, and by extracting a squared factor. 

It will be found convenient to run a red line through the column 
and row to be removed. If the red lines be regarded as coordinate 
axes, the row being x and the column y, any member of the deter- 
minant may be specified by its x and y. If the member of the deter- 
minant whose coordinates are x, y be a; and if the member whose 
coordinates are z, 0 be b; and if the member whose coordinates are 
0, y be c; then the number which has to be substituted for a is 
a — be. 

In other words each number on the horizontal red line has to be 
multiplied by each number on the vertical red line, and the products 
have to be subtracted from the numbers which stand at the remote 
corners of the rectangles. 

In effecting this process I form a separate table of the subtrahends, 
and write down the differences immediately under the numbers which 
they displace. 

After the first elimination, which has rendered the determinant 
unsymmetrical, a single factor corresponding to the other chosen dia- 
gonal member is extracted, its row is correspondingly altered, red lines 
are drawn to mark the column and row to be removed, and the similar 
process is repeated. The symmetry of the determinant should now be 
restored, but any pair of numbers which should agree are arrived at 
by different numerical processes, 

The restoration of symmetry affords a very valuable check on 
arithmetical processes which I have found singularly difficult to work 
correctly. 

As only a limited number of decimal places are employed there is 
often a discrepancy of unity in the last significant figure between two 
numbers which ought to agree. It is sometimes possible to determine 
by inspection which of the two numbers is arrived at by the less risky 
series of operations, and I then adopt that number to represent both 
entries, But where there is no obvious reason for choosing one result 
more than the other, I choose one or other at hasard, and restore the 
perfect symmetry. 

The process of elimination is continued until the determinant is 
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reduced to (0,0), but in the last two or three stages it is well to 
increase the number of decimals retained. 

If at any stage the factor to be extracted becomes small, the 
whole row to which it belongs becomes large, and the symmetry may 
perhaps be seriously affected. In this case it is well not to choose 
this pair of centres of elimination, but to take another pair, leaving 
this pair to a later stage in the calculation. 

If the determinant is negative, a negative factor will be extracted 
at some stage. In all the cases which have been worked out it is easy 
to see that no other negative factor will ever arise, and thus the 
determinant will remain clearly negative. Most of the determinants 
have been written with 17 columns and rows; then beginning with 
(— 8, — 8) and (8, 8) I find that it is often possible to erase 8 columns 
and 8 rows on a single sheet of paper, with scarcely any modification 
of the central part of the determinant. Thus the determinant which 
at first had 289 spaces (although many only contain zeros) is reduced 
to 81 spaces, with but little labour. 

The multiplications have been done with Crelle’s table, but a 
specially computed auxiliary table of products, from -000 >< -000 up 
to *040 >< +040 to three places of decimals, has rendered the work 
much more rapid. 

I believe that the values obtained by this process are correct to 
within about one per cent. For the same determinant when reduced 
with different order of elimination agrees with its previous determi- 
nation within less than that amount of discrepancy. 


Part. II. 
§ 14. 
Periodic Orbits. 


An orbit in which the third body can continually revolve, so as 
always to present the same character relatively to the two other bodies, 
is said to be periodic. If the motion is referred to a plane which is 
carried round with Jove and revolves about the Sun as a centre, any 
re-entrant orbit of the third body is periodic. Periodic orbits may 
consist of any number of revolutions round either of the primaries, or 
round other points in space. Periodic orbits, which are only re-entrant 
after several circuits, are much more difficult to discover than those 
which only make a single one; as hardly anything is known up to 
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the present time about this subject, I determined to confine my atten- 
tion to ‘simple periodic orbits’, which are re-entrant after a single 
circuit. This definition of a simply periodic orbit must not preclude 
the consideration of orbits with loops, for the inclusion of such loops 
is necessary to the comprehension of the subject. 

It appears from the differential equation of motion that periodic 
orbits must in general be symmetrical with respect to the line of 
syzygy; or if any periodic orbit consists of a closed circuit round a 
point which does not lie on this line, there must be a similar closed 
circuit round a symmetrical point on the other side of it. 

Periodic orbits are critical cases which separate the orbits of one 
class from those of another, and the chief difficulty in tracing them 
consists in the fact that it is necessary to trace the gradual change of 
an orbit, as its parameters change, and to discover its form at the 
instant of its transformation into an orbit of a different character. 

The partition of space derived from the Jacobian integral (§ 3) 
shows that the constant of relative energy C is of primary importance 
in the classification of orbits, The work of this investigation being 
numerical, I was compelled to assume a definite ratio for the mass 
of the Sun in terms of that of Jove; this ratio is taken as 10. The 
mass of the actual Sun in terms of that of the actual planet Jupiter 
is about 1000, and accordingly all the phenomena of perturbation are 
greatly exaggerated in our figures as compared with the real solar 
system. This exaggeration appeared to me advantageous for the pur- 
pose of giving a clear view of the phenomena. 

The mass of the Sun being 10, that of Jove being unity and the 
distance between them being unity, we found in (9) that when C is 
greater than 40-1821 the third body must be either a superior planet, 
or an inferior planet, or a satellite, but cannot change from one of 
these conditions to another. 

These larger values of C then bring us to those cases which are 
treated in the Planetary and Lunar Theories; I therefore cease my 
consideration of the problem for all values of C which are greater 
than 40°5. Hence the field to be treated is covered by values of C 
less than 40°5, and the problem is to obtain a complete synopsis of 
simply periodic orbits and of their stabilities*). 

The field of investigation is however so large that in the present 
paper I am compelled to make further restrictions. In the first place, 
the case of superior planets has not been touched at all; although, at 


*) In the original paper | inadvertently stated that C could not be less 
than 33. I should of course have said that C = 33 is the limiting value of C for 
which any portion of space is prohibited. This inadvertence has caused no error, 
since the smaller values of C have not yet been considered. 
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the point at which I have now arrived, they must soon be taken into 
account. 

Secondly all the orbits considered are direct; the retrograde orbits 
would afford an interesting field of research. 

Lastly the present paper only covers the field from C equal to 38 
to 40°5; and even this has occupied me for three years. 

The slowness with which results are attained by arithmetical pro- 
cesses has been very tantalising, but the interest of the work has been 
sustained by the fact that the results have presented a succession of 
surprises. I have, over and over again, been deceived when I imagined 
I could foresee the shape which would be assumed by the next orbit 
to be treated, and thus the subject was continually presenting itself 
under a new light. Nevertheless a point has, I think, been now 
reached at which some forecasts are possible, and I shall venture to 
say something hereafter in § 18 on this head, with the full knowledge 
however that the conjectures may prove erroneous. 

Being ignorant of the nature of the orbits of which I was in 
search, | determined to begin by a thorough examination of one ease. 
It seemed likely that the most instructive results would be obtained 
from cases in which it should be possible for an inferior planet and 
satellite to interchange their parts. Now when C is greater than 
38-8760 but less than 40°1821, the two interior ovals of the curve 
of zero velocity coalesce into the shape of an hour-glass, and thus 
interchange of parts is possible. I therefore began by the consideration 
of the case where C is 39, and traced a large number of orbits which 
start at right angles to SJ, and in some cases I also traced the orbit 
with reference to axes fixed in space. 

The two curves, which represent the orbit in space and with refe- 
rence to the moving plane, contain a complete solution of the problem. 
For if the curve on the moving plane be drawn as a transparency, 
and if the Sun in the two figures be made to coincide, and if the 
transparent figure be made to revolve uniformly about the sun, the 
intersection of the two curves will give the position of the body both 
in time and place. 

In order to exhibit this I show in fig. 2 a certain orbit with 
reference to axes fixed in space and also the same orbit referred to 
rotating axes. In the former figure the simultaneous positious of the 
planet and of Jove are joined by dotted lines. It is interesting to 
observe how the body hangs in the balance between the two centres, 
before the elliptic form of the orbit asserts itself, as the body ap- 
proaches the Sun. 

This figure, and others of the same sort, are instructive as illus- 
trating the usual sequence of events in orbits of this class, 
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If a planet be started to move about the Sun in an orbit of a 
certain degree of eccentricity, it will at first move with more or less 
exactness in an ellipse with advancing perihelion. But as the aphelion 
approaches conjunction with Jove the perturbations will augment at 
each passage of the aphelion. At length the perturbation becomes so 
extreme that the elliptic form of the orbit is entirely lost for a time, 
and the body will either revert to the Sun, or it will be drawn off 
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and begin a circuit round Jove. In either case after the approximate 
concurrence of aphelion with conjunction, the orbit will have lost all 
resemblance to its previous form. 
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The figure 2 exhibits the special case in which the body only 
makes a single circuit round Jove, and where the heliocentric elliptic 
orbit before and after the crisis has the same form; the perihelion has 
however advanced through twice the angle marked @ on the figure. 
In general the body would, after parting from the Sun, move several 
times round Jove until a concurrence of apojove with conjunction 
produced a severance of the connection, but in the figure this con- 
currence happens after the first circuit. If the neck of the hour-glass 
defining the curve of zero velocity be narrow, the body may move 
hundreds of times round one of the centres before its removal to 
the other. 

It seems likely that a body of this kind would in course of time 
find itself in every part of the space within which its motion is con- 
fined. Sooner or later it must pass indefinitely near either to the Sun 
or to Jove, and as in an actual planetary system those bodies must 
have finite dimensions, the wanderer would at last collide with one of 
them and be absorbed. We thus gain some idea of the process by 
which stray bodies are gradually swept up by the Sun and planets. 

It might be supposed that all possible orbits for any value of C 
will pass through a similar series of changes and that the bodies 
which move in them will be thus finally absorbed. Lord Kelvin is 
of opinion that this must be the case, and that all orbits are essentially 
unstable*), This may be so when sufficient time is allowed to elapse, 
but we shall see later that, even when the hour-glass has an open 
neck, there are still stable orbits, as far as our approximation goes. 
The only approximation permitted in this investigation is the neglect 
of the perturbation of Jove by the planet. For a very small planet 
the instability must accordingly be a very slow process, and I cannot 
but believe that the whole history of a planetary system may be com- 
prised in the interval required for the instability to render itself mani- 
fest. Henceforward then I shall speak as though the stability of 
stable orbits were absolute, instead of being, as it probably is, only 
approximate, 

§ 15. 
Non-periodic orbits; C = 39-0. 

(a) Orbits round Jove. Fig. 3. 

The Sun S is outside of the figure towards the left. A small 
portion of the curve 2Q2 — 39 is shown to the right of J, and another 


*) Sir William Thomson, On the Instability of Periodic Motion, Philo- 
sophical Magazine, vol. 82, 1891, p. 555. M. Poincaré also considers that orbits 


may have a temporary, but not a secular stability. Acta Mathem. T. 13, 1890, 
p. 101. 
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portion at the narrowing of the neck of the hour-glass, The two 


points of zero force given by se == 0), oy =) (see § 3) are also 


marked. 

The complete circuits are shown in order to obtain a better idea 
of the nature of the orbits, although this is unnecessary for the search 
for periodic orbits. 

The satellite is supposed to be started at right angles to SJ at 
the conjunction remote from the sun, and enough of the orbits are 
shown to obtain a synopsis of the class. Here and elsewhere I de- 
fine the orbits by the initial value of x, which is denoted by 2; 
in this case the final value of x after the complete circuit may be 
called 2,. 

The first on the right (dotted-line) starts with 2 —1°3, and z, 
is much less than 2). The second (chain-dotted) has 7 — 1:26, and 
x, has considerably increased so as to approach 2,. The third 
(broken-line) has 2 = 1:22, and xz, has now become greater than 2,; 
therefore we have passed an orbit for which x, was equal to z,, and 
such an orbit is periodic. 

In the fourth (full-line) with x —1:18, x, exceeds 2 by more 
than it did in the third orbit. But in the fifth (dotted) with 2, =1'14, 
x, has again become less than x); therefore we have passed another 
periodic orbit. 

In the sixth orbit, (broken-line) z, = 1-12, x, has decreased very 
much, and in the seventh (full-line) z= 1°10, x, has become quite 
small, This last has very nearly a cusp. It is not so accurately com- 
puted as the preceding ones, having been the first difficult orbit under- 
taken, and my methods at that time were not quite so satisfactory as 
they became subsequently. In this seventh orbit at the final inter- 
section m has just passed through the value zero, and I think it is 
probable that there is an orbit of very nearly this form, with the 
final gm exactly zero. Such an orbit would be periodic, but as it would 
not be simply periodic, it falls outside the scope of this paper. 

The first part of the eighth orbit (chain-dot) was derived by inter- 
polation between x, = 11 and xz, — 1-09 (shown in a future figure); 
the beginning of this orbit, which I call 2 = 1-095, is not shown. 
It is a very remarkable curve, for after the loop, the body recrosses 
SJ, and going directly towards J, passes so close to it that it is 
impossible without more accurate computation to say what would 
happen subsequently. This orbit was so unexpected that I have thought 
it well to show in Fig. 4 its form with respect to axes fixed in space; 
in this figure (which does not claim close accuracy) the interpolated 
portion bas been inserted. I do not think that any one could 
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have conjectured how the body should have been projected so as to 
fall into Jove, 


For smaller values of x, the bodies are no longer simple satellites 
as they part company with Jove and pass away towards the Sun. 





xe 





Fig.4 
- a 


Orbit round Jove referred to axes fixed in space (x, = 1-095, C= 89-0) 


(B) Orbits passing from Jove to Sun. Fig. 5. 


The curve of zero velocity for C= 39 having been computed, it is 
shown in this figure, although it is not necessary. 

The starting points are again from conjunction remote from the 
Sun. The first orbit (broken-line) is the one with which we ended in 
Figure 3, viz. 2, = 1-095; the interpolated portion is however now 
drawn, as well as the computed portion. The body in this case does 
not pass away to the Sun. 
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We next come to an orbit (dotted) of which the first part was 
found by interpolation and which I call x = 109375; the earlier 
portion of the curve is not drawn. 

Where the orbit 2, — 1:095 crosses SJ for the third time, is 
clearly negative, but where the orbit 7) — 1:09375 crosses for the 
third time @ is positive. There must therefore be an intermediate 
case for which m vanishes, and this will give us a third periodic orbit 
round J, The orbit x, = 1:09375 passes away to the sun; and we 
then come to four more orbits 7, = 1°09, 1:08, 1:06, 104 which follow 
a similar course, but with diminishing depression towards the negative 
side of SJ. The next orbit is 2 — 1:02, in which the depression 
has disappeared. This curve has a slight hump in the place of the 
depression; it is the sort of feature which would present itself in a 
computed curve, when there has been an arithmetical error in the 
calculation, but we shall soon see that this hump is not explicable 
in this way. 

The next curve which is traced (although others have been com- 
puted) starts with 2, = 1:001 (chain-dot); in a figure of this scale, it 
apparently starts actually from J. It will be observed that we now 
have a remarkable cusp, and it becomes obvious that the hump referred 
to above was an incipient elevation towards the cusp. 

Passing now to the other end of the figure where the body passes 
round the Sun, we see from the incidence of the perihelia (which are 
indicated by radii from the Sun) that there can be no periodic orbit 
which is partly the path of a satellite and partly that of a planet; for 
such an orbit must have the longitude of the perihelion 180°. 

The positions of the perihelia and the perihelion-distances seem 
to be almost chaotic in the figure, but I believe that the calculations 
are substantially correct. But as each one of these curves represents 
three or four weeks hard work, I have not thought it good economy 
of labour to pursue the inquiry further in this respect. 

(y) orbits round the Sun; C = 39-0. Fig. 6. 

These curves are drawn with less accuracy than the others, being 
computed with three-figured logarithms. I thought that sufficient 
accuracy would be attainable with this degree of approximation, but 
when I found that the saving of labour was not considerable, whilst 
the loss of accuracy was very great, I returned to the use of four- 
figured tables. It did not however seem necessary to recompute these 
curves. 

The complete circuit is drawn for four of the curves, but the rest 
are only carried half way round. 

The orbits start to the left of the Sun at the conjunction remote 
from Jove. The first orbit is a, — — °6 (full-line), and at the second 
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crossing; hence there is a periodic orbit for a value of x, a little less 
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crossing of the line of conjunction the angle is negative. The second 
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All the succeeding orbits viz. 7, = —-‘337, —°3, — ‘2, —*1, —°04, 
— ‘001 have @ positive and successively increasing at the second 
crossing; and thus there is no other periodic orbit. The last two of 
these orbits have loops. 

The orbit 2) = — ‘337 was found in part by interpolation. It 
has been inserted because the third crossing of the line SJ appears 
to be orthogonal, and therefore the orbit is periodic, but not simply 


periodic. No search was being made for this sort of orbit, and the 
discovery was accidental. 


§ 16. 
Periodic Orbits classified according to values of C. 


Plate. 

Plate, fig. 1. C= 40-0. 

When C is greater than 40°18, the inner branch of the curve of 
zero velocity, 22 —C, consist of two ovals, as seen in fig. 1; the 
periodic orbits then consist of two approximately circular orbits round 
S and J respectively. These cases may be treated by the methods of 
the Planetary and Lunar Theories, and fall outside the scope of this 
paper. 

When C = 40°18 there is a third periodic orbit consisting of the 
point «= -°7175, y=0. At this point a body is in unstable equi- 
librium, and this point is the beginning of a family of orbits; for, 
whilst in general periodic orbits begin in pairs, a single orbit may 
begin at a point. 

In discussing these figures I shall denote the initial value of any 
function by the suffix 0; the suffix 1 will denote the value after the 
completion of a half circuit, and the suffix 2 the value on the completion 
of the whole circuit. 

The planet A starts from 7 = — ‘414, gy, = a, and @ increases. 

When «G—°414, 9, $0, x, 2x (a < —°414 of course denotes 
a starting point more remote from S, with x, numerically greater 
than °414). 

This orbit is stable with ¢ = 2°81. 

The satellite A starts from 7 = 1°03341, p, = 0, and increases. 

This orbit changes its shape rapidly with changes of C, as will 
appear below in the classification by families. Great care was bestowed 
on this case, and it was very troublesome to compute, since a con- 
siderable variation of x, corresponded with a small variation of g,. 


When z, Zz 1:03341, gp, — a S$ 0, 2 S$ Le. 
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The orbit is stable, but borders closely on instability, with c= 3-7. 

The third orbit is the oscillating satellite a, moving slowly with a 
retrograde revolution round the point of zero force = °7175, y=0, 
which was described above as the commencement of a series of orbits. 

The orbit a starts from x, = °705, go, = 0, and » diminishes. 

When ty 2°705, 9, — x20. That is to say if the body starts 
too near to Jove the change of direction at the sharp turn is not 
quite sufficient for periodicity; and if it starts too near the Sun the 
converse is true. In the first case after one or more circuits the body 
passes away towards J, and in the second case towards S. 

This orbit is very unstable, and the instability is almost certainly 
of the even type. 

Plate, fig. 2. C = 395 and 39:3. 

The planetary orbit A(C—39°5) differs little from the proceeding 
case. 

It starts from x, = — *424, m, = 2, and @ increases. 

When 2, S$ — 424, o, $ 0, x, Zz Ly. 

The orbit is stable with c = 2-90; but it is less stable than when 
C = 40. 

The classification by families below shows that as C falls below 
40-0, the orbit of the satellite A stretches out rapidly towards S, and 


at the same time the oval a expands. The manner in which the figure- . 


of-8 orbit takes its origin from the orbits A and a is still obscure, 
as I shall point out below. 

When C has diminished to 39°5 the orbit A is a figure-of-8, whilst 
the orbit @ remains a closed oval. 

The satellite A starts from 2 = 1:0650, mp, = 0, and » begins 
increasing. When the body has passed half round J so that y vanishes, 
g is equal to a -- 15°37’; shortly after this m diminishes and continues 
doing so until when y again vanishes m, = 0. 

We have ty 2 10650, Q; $0. When the body starts too far from 
J, it will move in some orbit round J, and when it starts too near J 
it will pass away to 8S. 

This orbit is very unstable with even instability. 

The oscillating orbit a was not computed for C = 39°5*); during 
one part of its course it would be indistinguishable from part of A, 
and the rest is shown conjecturally by a dotted line. 

This orbit is very unstable, with even instability. 

It has already been remarked that after the first half circuit of 
satellite A m was s— 15°37’, or as we may now write it ~— g, = 15°37’. 








*) At least the computation was not completed , for it was found to be so 
troublesome, that it appeared that the work could be better bestowed elsewhere. 
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Now when 2 is made to increase from 1:0650 until it reaches the 
curve 22 = C, gy, — 2 will always be negative, or x — g, positive. 
It appears however that x — g, has a minimum value, which very 
nearly reaches zero. In fact when 2 = 1:140, o, = x — 0°20’. 

Since z — g, is large when x, approaches 2Q2—C, and is 15°37’ 
when 2, =1-0650, it follows that if it vanishes at all, it must vanish 
twice. That is to say if there is another periodic orbit, there must 
be two. 

As C diminishes the minimum value of x — gq, falls, and I found 
that when C = 39:4 the minimum is reached when 2, is about 1°15; 
for this value of 2, x — g, is 0°9', and there is still no value of 2, 
for which 2 — qg, vanishes. 

But when C = 39:3 I computed the four orbits 2, = 1:18, 1°17, 
1:16, 1:15 and found that for the two middle ones x — g, was negative. 
By interpolation the pair of periodic orbits B and C were found. 

The orbit B is given by 

%y = 1:1575, % = 0; 
and the orbit C by 

y= 1:1751, Py = 0. 
In both cases @ increases. 

The relationship to the neighbouring orbits is given by the in- 

equalities 

%y>11751, 9 —x7< 90, &< XH, 

< 11751 

Xo > 11575’ Q, — 2 > 0, A) > X» 

% < 11575, go, —t7< 0, &< ay. 
The orbit B is slightly unstable, with even instability, and 

¢=— 156/—1; 

the orbit C is stable, but approaches instability, and c = 2°163. 

Plate, fig. 3. C — 39-0 

These are the periodic orbits which belong to the families of non- 
periodic orbits shown in figs. 3, 4, 6 above. 

The planetary orbit A starts from 7 — — ‘434, gm, = 2, and » 
increases. The incidence amongst the neighbouring orbits is shown 
by the inequalities 

ty S — 434, 9, $0, 2, 2%. 
This orbit is unstable with slight uneven instability and 
c= 1 aL 10Y— 1. 
Is thus appears that for some value of C between 39:5 and 39:0 we 
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should find the passage of the planetary orbit A from stability to in- 
stability. It is certainly surprising to find that the instability of the 
planet sets in when the planet is a little less than half way to Jove 
at conjunction. 

The satellite A starts from 2 = 10941, mo, = 0, and » increases 
until when y vanishes it is equal to about a — 13°30’; it then 
diminishes to zero, 

lts incidence among neighbouring orbits (figs. 3 and 4) is given 
by the inequalities 

Le Zz 1:0941, , S$ 0. 


When it starts too far from Jove it will move in some orbit round J, 
and when it starts too near Jove it will pass away towards S. 

This orbit is very unstable, with even instability and c—-46/—1. 
The orbit of the oscillating satellite @ is indistinguishable from A 
throughout part of its course, but falls more remote from J on the 
side towards S. It starts from 2 = °687, mo, = 0, and » diminishes. 

When 2, Z 687, Q; =120; thus if the body starts too near Jove 
the total change of direction is insufficient for periodicity; and if it 
starts too near the Sun the converse in true. In the first case it passes 
away towards Jove, and in the second towards the Sun. 

This orbit is very unstable with even instability, and ¢ is about 
2V—1. 

The satellite B starts with x — 1:1500, p= 0, and increases. 
When « 21:1500, y, — 220, 4,22). 

This orbit is unstable, with even instability, and ¢ = ‘38 //— 1. 

The satellite C starts with 2, = 1:2338, p, = 0, and increases. 
When «, 2 12338, gy, —* $0, a, Fa%. 

This orbit is stable, with c — 2-46. 

Plate, fig.4. C — 38°5. 

The planet A starts from 2 —— °444, m, = 2, and @ increases. 
When % S— 444, g, $0, Ly J hy. 

The orbit is unstable, with uneven instability and e=1-+--18/—1. 

The satellite A starts from x, — 1°1164, m = 0, and @ increases 
until when y vanishes it is equal to about 2 — 12°; it then diminishes 
to zero. It will be observed that at the first vanishing of y, the curve 
cuts the axis more nearly at right angles than was the case when 


C = 39-0 and 39°5. When at 21-1164, 91 $0. When it starts too 


far from Jove it will move in some orbit round J, and when its starts 
too near Jove it will pass away to the Sun. The orbit is very unstable, 
with even instability. 
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The oscillating satellite a starts with 7 — ‘6814, go, — 0, and 


diminishes. When a 26814, Y;, — x20, In the first case it passes 


away towards Jove, in the second towards the Sun. The orbit is very 
unstable with even instability. 

The satellite B starts with x, = 1:1497, m, = 0 and » increases. 
When 2 21°1497, gy, —2%720, 42%. 

The orbit is unstable with even instability, and ¢ = -70 /— 1. 

The satellite C starts with xz) = 1:2760, go, = 0, and @ increases. 
When %, 21-2760, Q, — xS0, &, Sx. 

This orbit is very unstable, and as will appear below the instability 
is uneven. There has in fact been a passage from stability to uneven 
instability for some value of C between 39-0 and 38°75. 

This orbit is interesting because it corresponds almost exactly to 
the cusped orbit described by Mt Hill as the moon of greatest lunation. 
It would seem however that this description is incorrect, for the satellite 
C moves with a still longer period when the cusp is replaced by a 
loop. M Hill’s orbit was, on the account of his approximation, 
necessarily a symmetrical one with reference to the line of quadratures, 
but it will be observed that when the solar parallax is taken into 
account the orbit is very unsymmetrical. 

When C=38'88 a new periodic orbit arises in the point 7) = 1°3470, 
y = 0 marked in the figure. This is the beginning of a second family 
of oscillating satellites, referred to here as b. 

When C = 38°5 this orbit begins with 2) = 12919, go, =, and 
gy diminishes. When % Z 12919, Y, — x20. That is to say if the 
body starts too far from Jove for periodicity, it will pass away in an 
orbit as a superior planet; if on the other hand it starts too near 


Jove for periodicity, it will pass to some orbit about Jove. This orbit 
is very unstable. 


Plate, fig. 5. C= 38-0. 


The planet A starts from 7 — — °455, gy) = a, and @ increases. 
When x S— ‘455, %1 S09, X_yZ My. 


The orbit is unstable, with uneven instability, and 
c=—14-193/—1. 
The satellite A starts from x, = 1:1305, yp = 0, and increases. 
When ay Z 11305, %, $0. The remarks concerning this orbit in 
previous cases apply again here. 


At the point where the orbit crosses the axis of x for the second 
time x — @ is less than it was in the preceding case. 
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The oscillating satellite a starts from xz) — ‘6760, gp, = 0 and » 
decreases. When %yZ “6760, Q.— aZ 0. It is very unstable, with 
even instability. 

The satellite B starts from x2, = 1:1470, m, = 0, and @ increases. 
When 221-1470, 9, — 220, 4,22). The orbit is very unstable 
with even instability, and ¢ = -96 /— 1. 

The orbit Bis rapidly approaching to a close resemblance to part 
of the orbit A, for the crossing point of the figure-of-8 in A is tending 


to become nearly perpendicular to SJ, and the two curves nearly 
coincide. 

The satellite C starts from x, = 12480, o,= 0, and @ increases. 
When a 21-2480, 9, — a0, Ly Sty. 

This orbit was very troublesome, and is not computed with a high 
degree of accuracy. A very small variation of C would make a large 
change in the size of the loops in the curve. 

The orbit is very unstable with uneven instability. 

The oscillating satellite b starts with x, = 1:2595, mp, = 0, and » 
decreases. When 2, Z 1'2595, 9, — Z 0. The remarks made con- 
cerning this curve for C = 385 apply again here. 

This orbit is very unstable. 

The orbit C seems to be gaining a close resemblance, in part of 
its course, with the loop b. 


§ 17. 
Classification of orbits by families. 


Several orbits are given in this classification which were not in- 
cluded in § 16. 
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Although the above table gives most of the facts, it will be well 
to draw attention to a few important points. 


The passage of the family A of satellites into the figure-of-8 form 
is interesting. When my paper was published, I imagined that the 
oval A might advance until it touched the oval a, and that a figure- 
of-8 would chen ensue. But M* Hough has pointed out to me that 
two orbits can never touch — as should have been obvious to me. He 
has shown me arguments which lead us to believe that the genesis 
of the figure-of-8 is only explicable through the intervention of retro- 
grade orbits*), There is undoubtedly at this point something wanting 
in my synopsis of orbits, and it will unfortunately need much com- 
putation to make good the omission. It seems probable that my 
lettering of the orbits by families will need to be amended. 


I think it is certain that a more complex sort of figure-of-8 also 
exists, for we may imagine a body which describes two, three or 
more circuits round the point of zero force in an oval like a, before 
passing off into the branch round Jove. However these orbits can 
hardly be described as simply periodic, and I have not considered them 
in detail. 

lt appears from our table that the satellite orbit A is stable, but 
with only a very small margin of stability when C = 40. It is worthy 
of note that the criterion of stability after passing a minimum value 
of :063, is rapidly increasing, so that the orbit is tending towards 
uneven instability. 1 do not know whether or not that instability has 
set in before the formation of the figure-of-8 orbit A. 

M Hill has drawn an interesting family of orbits of satellites, 
beginning with the orbit of the moon and ending with a cusped orbit. 
Now our moon undoubtedly belongs to the family A, whilst the cusped 
and looped orbits belong to the family C. He neglects the solar 
parallax, and this approximatiou has in fact led to the absorption of 
two families into one another. It appears now that it is not possible 
to comprehend the part played by this class of orbit without the in- 
clusion of the solar parallax, for the asymmetry of the family C with 
regard to the line of quadratures is an essential feature in it. 

M' Hill draws attention to the minimum of distance at syzygies 
in the orbits of satellites, and this is observable in our family C, but 
we also find a maximum of distance in the family A at the superior 
syzygy- 


*) M. Poincaré has, on other grounds, arrived at the conclusion that the A 
orbits and the figure-of-8 orbits are not algebraically continuous. See Méc, Cél. 
T.III, p. 354. 
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The periods of some of the satellites are extraordinarily long, that 


of the last figure-of-8 A being pd or 2 of that of Jove, and that of 


the last looped orbit C being = or nearly ; of that of Jove 


§ 18. 
On the probable forms of periodic orbits for values of C less than 38. 


It is obvious from fig. 5 in the Plate that a portion of the figure-of-8 
orbit A and the orbit B are tending to a closer and closer resemblance. 
The same difficulties that present themselves, in respect to the genesis 
of the figure-of-8, are here repeated. I believe however that the orbit 
B and the figure-of-8 A are both on the point of disappearance, but 
that the oval a will continue to exist and to expand. 

The planetary orbit A will continue to expand, but the heliocentric 
distance at the conjunction remote from J will shortly reach a maxi- 
mum and will then diminish, whilst the heliocentric distance at the 
other conjunction will increase rapidly. This will continue until the 
planetary orbit A has advanced to near the oval a; a new series of 
figure-of-8 planetary orbits will then arise, and the heliocentric distance 
at the remote conjunction will then increase, 

At some stage a pair of new planetary orbits B and C will arise 
from a single orbit; of these B will be evenly unstable and C stable. 

The orbit B will expand, approach to close resemblance with a 
portion of A, and then both will disappear. 

Reverting now to the satellite C, we are able to conjecture its 
future course. The figures 4 and 5, or fig. 10, in the Plate, show 
the growth of the two loops from two cusps. In order to throw 
light on the future development of these curves I have drawn 
Plate, fig. 2, which shows a non-periodic orbit for C — 385*); in 
it we see that the upper loop has descended below the line of con- 
junction, and the lower loop has risen above. For some value of C 
a little less than 38 there must be a periodic orbit of this general 
form. We shall thus have a periodic orbit with five full moons in 
the month. In this sort of orbit the crossing point P will be at first 
a point of contact; the distance JP will then diminish to a minimum 
and afterwards increase. It seems possible that P may move outwards 
and @Q inwards, so as to meet; the upper loop will perhaps then have 
spread so as to nearly coincide with the lower, and the lower with 
the upper, and both will closely resemble the oval 6. I think that 





*) It would have been better to have drawn the similar curve for C=38°0. 
but this one suffices for the present purpose. 
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after this stage the orbit C will disappear, but the manner of the 
dissappearance remains obscure; the oval b will continue to exist. It 
is probable that the discussion of retrograde orbits will be necessary 
for the elucidation of this point. 

The form of this orbit C is interesting when taken in connection 
with the looped orbit to which M. Poincaré*) drew attention, and 
which has been traced by Lord Kelvin**), They both neglected the 
solar parallax, and with the degree of approximation adopted by them, 
the central space might be made as small and the loops as large as 
we like. But the inclusion of the solar parallax now appears to be 
essential to the proper consideration of these orbits. 


It appears from fig. 1 that when C = 34-91, there is a new periodic 
orbit consisting of the point « = — ‘9469, y=0. This point is the 
origin of a new family of oscillating planets, say c, which describe 
ovals with retrograde revolution round the point of zero force, for 
values of C less than 34°91. 


Turning now to our conjectural planetary orbit C, we see that 
whilst initially it will be nearly circular, it will ultimately produce 
two excrescences near the ends of the oval c. These excrescences 
will become cusps, and then loops; the loops will cross one another, 
become nearly identical with one another and nearly coincident with 
the oval c, and the orbit C will probably then disappear. 


The case of the superior planets has not yet been considered, 
and there is not much concerning them of which I feel confident***), 
It is obvious however that they are described with an apparently 
retrograde revolution, and that they contract as C falls in value. The 
orbits will be nearly circular, but will bulge inwards in the neigh- 
bourhood of Jove. At some stage the inward depression of the orbit 
will draw near to the oval b. At this stage there will probably arise 
a new family of orbits, having the form of a sort of inverted figure-of-8. 
If the old figure-of-8 be likened to two circles touching one another 
externally, the new figure may be compared with a small circle touching 
a large one internally. A similar series of changes must ultimately 
take place with the oval c, and probably we may have an orbit with 
loops at both ends of the line of conjunctions. 

I will not hasard detailed conjectures as to the future of the 
three ovals a, b, c. I think however that it is probable that they 
will stretch out towards the vertices of the two equilateral triangles 


*) Méc. Cél., p. 109. 
**) Phil. Mag., Nov. 1892. 
***) T have now (1898) traced some of them. 
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which may be erected on SJ as base. These vertices must be them- 
selves the origins of a pair of similar ovals, and perhaps the extremities 
of a, b, ¢ will stretch out towards this fourth system of ovals. 


§ 19. 
Classification of stable orbits of satellites. 


We have seen that amongst satellites there are two classes of 
stable orbits, namely those of the A and C families. The Plate, fig. 7 
exhibits the limits of the orbits which have been shown to be stable, 
The exact orbits which possess limiting stability would of course differ 
slightly from those drawn in this figure. 

When C is large the stable orbits of the A family are ap- 
proximate circles of small radius.. As C decreases the orbits swell, 
but when C reaches 40°25 the radius vector at superior syzygy reaches 
a maximum. Hence the orbit 

% = 11150, C— 4025 
gives one limit of the stable orbits of this family. The orbit 

%y = 10334, C= 400 
gives approximately another limit as regards the inferior syzygy. The 
shaded space between these two orbits is filled with stable orbits. 

The stable orbits of the C family begin when C is a little 
greater than 39:3, and the first one traced is that for which 

Z = 1°:1751, and C = 393. 
The stability of these orbits still subsists when C = 39-0, but this 
orbit is already very unstable when C has fallen to 38°75. Accordingly 
I take for the other limit of orbits of this kind 
%y = 1:2338, C= 39-0. 
The shaded space between these two is filled with stable orbits. 

It will be observed that there remains an unshaded tract within 
which no stable orbit can exist. I think moreover that it is probable 
that with a smaller mass for Jove we should have found a complete 
annulus within which stability is impossible. 

This conclusion is interesting when viewed in connection with the 
distribution of the satellites and planets of our system, and it appears 
to me to be the first exact result, which throws any light on Bode’s 
empirical law as to the mean distances of planets and satellites from 
their primaries. 

It is as yet too soon to make a similar classification of stable 
planetary orbits, but this will follow in due course, 

We have seen in an earlier section that unstable orbits are such 
as ultimately to lead to the absorption of bodies moving, in them 
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into one or other of the perturbing centres. If there were a large 
number of perturbing centres, as in our planetary system, the problem 
would become incomparably more difficult, but I think that the 
present investigation affords evidence that if we were to have a system 
consisting of a large planet moving round the sun, and of a cloud 
of infinitesimal bodies circling about them, a system would ultimately 
be evolved where there would be inferior and superior planets and 
a pair of satellites moving in certain zones indicated by our figures. 

In the paper in the Acta Mathematica the numerical results, 
which are exhibited here only in the form of figures, are given in 
an appendix. 














Ueber die Erniedrigung der Anzahl der unabhingigen Parameter 
Lagrange’scher Bewegungsgleichungen durch Erhéhung der 
Ordnung des kinetischen Potentials. 


Von 


Leo KornicsBerGer in Heidelberg. 


Helmholtz hat fiir kinetische Potentiale der Form 
H=—T— U, 
worin 7 als actuelle Energie, in den unabhingigen Parametern 
Pi> Po» +++ Pu des Systemes ausgedriickt, eine homogene Function 
zweiten Grades von p,’, p,,.--p, darstellt, deren Coefficienten von 
P1> Po,-++~, abhingen, wihrend die potentielle Energie U eine reine 
Function eben dieser Parameter ist, gezeigt, dass, wenn einzelne 
Parameter selbst im kinetischen Potentiale H nicht vorkommen, sich 
mit Hiilfe der entsprechenden Lagrange’schen Gleichungen vermige 
einer Elimination der dazu gehérigen Ableitungen dieser Parameter 
fiir die tibrigen Bewegungsgleichungen wiederum die Lagrange’ sche 
Form ergiebt, der jedoch ein kinetisches Potential zu Grunde liegt, 
welches nicht mehr eine homogene Function zweiten Grades der Ab- 
leitungen der iibrig gebliebenen Parameter ist sondern noch eine lineare 
Function derselben mit constanten Coefficienten enthilt, und diese 
Fille als Formen der verborgenen Bewegung definirt. Ich habe in 
meiner Arbeit*) ,,Ueber die Principien der Mechanik“ einige einfache 
Anwendungen dieser Helmholtz’ schen Darstellung gemacht und unter 
anderem gezeigt, dass man die Bewegung zweier nach dem Ne wton’- 
schen Gesetze sich anziehender Punkte dadurch, dass man einen dritten, 
auf den nur seine Tragheit wirkt, in passender Weise mit diesen 
verbindet, so abaindern kann, dass die Bewegung dieser beiden Punkte 
nach dem Weber’schen Gesetze vor sich geht, ferner allgemein die 
Falle der verborgenen Bewegung und unvollstindigen Probleme fiir 
kinetische Potentiale erster Ordnung, also fiir solche, welche beliebige 


*) Journal fiir reine und angewandte Mathematik Bd. 118 und 119, und 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1896 und 1897. 
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Functionen der Parameter und ihrer ersten Ableitungen sind, ermittelt. 
Kine Betrachtung vdéllig anderer Natur soll aber im Folgenden an- 
gestellt werden. Es soll die Frage aufgeworfen werden, in welchen 
Fallen die Lagrange’schen Gleichungen fiir kinetische Potentiale 
Ke Ordnung sich durch Elimination von Parametern auf Lag range’sche 
Gleichungen von weniger Parametern aber mit einem kinetischen 
Potentiale von héherer als der ke" Ordnung zuriickfiihren lassen, im 
einfachsten Falle, wann Bewegungsgleichungen mit einem kinetischen 
Potentiale, welches von w Parametern und deren ersten Ableitungen 
abhingt, sich reduciren lassen auf Lagrange’sche Gleichungen von 
weniger Parametern mit einem kinetischen Potentiale, welches eben 
diese mit ihren ersten und zweiten Ableitungen enthilt. Das Problem, 
in der Sprache der Mechanik ausgedriickt, wiirde sich dahin zusammen- 
fassen lassen, die Fiille anzugeben, in denen fiir die Bewegung eines 
Systemes, dessen unabhiingige Parameter von Kriften angegriffen 
werden, welche von diesen und deren ersten Ableitungen abhingen, 
die Verainderungen einer geringeren Anzahl von Parametern als durch 
solehe Krifte hervorgebracht dargestellt werden kénnen, welche von 
den Coordinaten und deren héheren Ableitungen abhiingen, oder, als 
eine Frage rein analytischer Natur aufgefasst, wiirde es sich um die 
Discussion der Form des Eliminationsresultates handeln, welches durch 
die Elimination von Variabeln aus den Lagrange’schen Gleichungen, 
die zu einem kinetischen Potential irgend welcher Ordnung gehéren, 
entsteht, und festzustellen, wann dasselbe wieder die Lagrange’ sche 
Form und zwar fiir ein kinetisches Potential héherer Ordnung annimmt. 

Betrachten wir zunichst den einfachsten Fall nur zweier von 
einander unabhingiger Parameter p, und p,, fiir welche die beiden 
Lagrange’schen Gleichungen 


oH d 0H oH d 0H 


in toe thm = hon t mo 


worin H ein kinetisches Potential erster Ordnung, also von p,, p, und 
deren ersten Ableitungen abhiingen soll, wihrend P, und P, nur 
Functionen der Parameter sind, die Form annehmen mégen 


(1) Pi’ =F, (21, Po), 


(2) Pp _ fo (Pi, Pr)» 
was stets der Fall sein wird, wenn das kinetische Potential die Ge- 


* stalt hat 


H = ap,? + 2bp,'py + cp,? + F(p,, pr), 

worin a, b,c Constanten bedeuten. 
Die Elimination des Parameters p, aus den beiden Gleichungen (1) 
und (2) wird dadurch bewerkstelligt werden kénnen, dass man durch 
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zweimalige Differentiation der Gleichung (2) nach ¢ die Beziehungen 
bildet 


we a 7) 
(3) Dy — fh Py + ak Pos 


td é , ’ iad e ad 
(4) p,”” — Fp p,?+2 oe P; Po + rit ps’? +3 fe ~~ + ole Pe 


und durch Elimination von p,’ und p,” aus den Gleichungen (1), (3), 
(4) die Gleichung herleitet 





he Oh Of Gh Oh 
5 me Ope v9 9 OP)? OP, OpyOPe Op OP » , oh » 
(5) = = Ch x Py ohy of op.” 
OP OP 
he “I 9 Of, Ofe Of , Phe aD) 
4 oPt \Op2 __ OPEPs OP; CPs Ops" \ OP! » +2 +f, ; oh, 
ohy '@ 
OP, 


in welche nur noch der aus (2) zu entnehmende Werth von p,, durch 
PY. und p,” ausgedriickt, einzusetzen ist, wobei zu bemerken, dass die 
Grosse p,”” nicht mehr von Neuem eintritt, sondern allein in den 
Posten, in denen sie die Gleichung (5) enthilt, bestehen bleibt. Soll 
sich nun, wie wir verlangen, das Eliminationsresultat wiederum in 
die Lagrange’sche Form und zwar, wie es aus der Natur des 
Resultates ersichtlich, mit einem kinetischen Potential § von der 
zweiten Ordnung bringen lassen, also wenn § eine Function von p,, 
Po, P. ist, die Form annehmen 


oH _ 4 @ e 0D 
op, at dp, © + Fp Op.’ +3e9 
oder 
#D 29 » 
(8) gpyePe + gpraPe* + 2(Gre "2Op,P2 + apie: “Papi Pt ")p.” 








"9 a 
+ opr ier a. Ps G2 "Oh, P) Be P2 “+2 


_ PH FD 
+ Ope’ Op.” P2? ~~ Ops Os Py + 28 as $ cea 0, 


eH 
OP.0P: Op,’ ?? Py 


worin $$ eine Function von p, sein soll, so wird die Identificirung 
von (5) und (6), wenn in erstere aus (2) der Werth von p,, durch 
p, und p,” ausgedriickt, eingesetzt worden, und die sich ergebenden 
Ausdriicke durch Klammern bezeichnet werden, zunichst fiir die Coef- 
ficienten von p,.””? und p,” die Beziehungen liefern 





een Calle 








yp = VS 
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AH *he') 
Ope”? _ _ Nope? 
eh = 
(7) op,”* OP: 
aS aH fe) (Ofs Oh, \ (ah 
Ops’ *0p,”* + dp"? ope? _Ge G)- - Gone | 2p.) 
eH oh) - 
Ope ? OP, 


Bezeichnet man nun den aus der Gleichung (2) entnommenen 
Werth von p, durch 


(8) P; = P(P2, Po’); 
so wird sich aus der in p, und p,” identischen Gleichung 


Do" = fs (9 (Des Po”), Po) 
durch Differentiation nach p, und p,” 


Ofe oo 6he Ofe 09 _ 
OP, Op, + = * . 


Op, Ope” 
ergeben, und hieraus, weil 


0 (oh: he P 
an, = it ) x Ope + Ga. ; 





i 1 @hy 
ay; 7) = Grom) or ap, + ; eh) 
ist, wiederum durch Differentiation nach p, und p,” 
Got) Ga) +2 Gare) bes + Gad ops + Ga) =o 
Go = re + Goon) 3 oe + = = mm, 
Ge) Gee) + Gp) apes = © 


folgen. Berechnet man hieraus die Werthe von 
Ofe\ (Of) (@h: Phe O* fe 
bp? op)? Op: )» (snap j aps) 
durch die partiellen Differentialquotienten der g-Functionen ausgedriickt 


und substituirt diese Werthe in die Gleichungen (7), so nehmen diese 
die einfache Form an 





OD &y 
OP, * __ Op, * 
(9) OH ap ’ 
Op," Ops" 
_ #9 aH eo 
OP, 2 OP. . + Oe 2OP, | Ope 0 , 
(10) os 2 . 4. oe po" = — —" Dr. 


OP: * Op,” * Op,” 
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Setzt man zur Abkiirzung 


- oo 
Se eee 
so folgt aus (9) 
V = @(p,, p,’)W 
und hieraus nach (10), da W von p,’ unabhingig ist, 
, Oleg V » @ log at , dlog W 
2 “Gp, +P “ope 2 Pa 
oder 
+ Glog (Per Pe) 4 4,» Glog w( Ps, Pe) 
° aL OP: 
also, da diese Gleichung identisch stattfinden soll, 


=0, 


Glog @(Ps, Pe’) _ - Gloga(Pe, Pr) __ 4 
OPe , Ope 

oder @ eine Constante c, so dass sich als nothwendige Bedingung 
ergiebt 

PS 4 ¢ 2% 
(11) yi “On” 
und vermége (5) und (6) mit Hiilfe der oben angegebenen Beziehungen 
noch identisch zu erfiillen bleibt 


ea: a. ee. ao 
(1 ) Ops Cpe? Pe + Gee iene” + -_ Sanborn Po Po 


# S$ ' eg 0D 





ye ope? dp, Om” ap. * 
—cf? py eee — ¢(f,)- 
Da aber nach (11) 
(13) £8, = 0.9 + Q(pr, Pr); 
und somit (12) in 
a9 "2 8H Can) aH ARQ 19 
Op,’ "Op,? Pe +2 OP.OPs OP.” 7 Po D>” — bp Pa” — Op, op, ?2 i+ ptt? 


+5 p.” + 2+ B=—c(f) 


iibergeht, so wird man, da die rechte Seite dieser Gleichung von p, 
unabhingig ist, annehmen diirfen, dass §, also auch Q die erste 
Ableitung dieses Parameters nicht enthalten und somit nur noch die 
Gleichungen zu befriedigen haben 

arQ 


dp, == () 


und 


” 0g XY 
Fe Ps + 2 + B= — c(h), 
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aus denen 
= —acp, +b, 

worin @ und b beliebige Constanten bedeuten, und 

é ” 
(14) ie =—c(f,)+acp,, —$ 
folgen, wihrend vie in 

0 _ = 
(15) dpe” = P — BCP, +b 


iibergeht, 


Die durch die Gleichungen (14) und (15) gegebenen nothwendigen 
Bedingungen fiir die Transformation des Eliminationsresultates in die 
Lagrange’sche Form erfordern offenbar, dass 


a( hi) 
' = =* Ope” ie 

oder dass, weil 
ah) _ (2h) o9 
Op: Op,/ OP: 


Cr) ef) 9 __9 
Pr > dp! op,“ 


ist, die Beziehung 


oder nach Friiherem 


116) afi) _ (ef) — 24 (2) 


identisch in p, und p,” amis wird, oder dass die in p, und p, identische 
Beziehung besteht 


of, _ of _ 9. Oh. 
(17) OM aa OPe == 36 OM 


Umgekehrt folgt aber auch aus (17) oder (16), dass fiir den ver- 
mittels (14) und (15) hergeleiteten Werth des kinetischen Potentials 


(18) $= ef oan." - ef [(f) +f3 7 Ap,’ ‘Jan, + acp,p,” 
+ bp,” — [Bap 


worin ¢ eine willkiirliche Constante und § eine beliebige Function 
von p, bedeutet, die ae Gleichung 


Ze ad? 
die Form annimmt 
OT) we eg mre ay 


es — =. 2 , OD n _ &y 9 
dp," P2 ap,”2P2 . Op, Op.’ 22 P2 ap,’ 2? — ap, P2 + (A); 





oder mit Hiilfe der oben aufgestellten Beziehungen zwischen der 
Function /, und ihrer inversen Function g, die Gestalt des Eliminations- 
resultates (5). 
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Wir finden somit, 

dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Elimination eines Parameters p, zwischen zwei fiir ein kinetisches Potential 
erster Ordnung in der Gestalt 


Pi =F, (i> Po)» Po = fo (Pr Po) 
gegebene Lagrange’sche Gleichungen auf eine Lagrange’sche Glei- 
chung mit einem kinetischen Potential zweiter Ordnung, also auf die 
—_ 0g d 6H @ 0H 
Sp, ~ dt pe + att op + BHO | 
fiihrt, worin $f eine beliebig vorgelegte Function von p, bedeutet, durch | 
die in p, und p, identische Gleichung dargestellt ist 
é 7] 9, 2 
sh — fh —a0 
worin a eine Constante bedeutet, und zwar lautet dann das von p, 
unabhingige kinetische Potential 


s) cf gpdp,"—e¢ f [(A) + f in dp," | dp, + acpyp,.” 
+ bp,” — fs dp, 


worin c und b willkiirliche Constanten darstellen wnd 


P; = P( Po, Pr’) 
die inverse Function der zweiten gegebenen Differentialgleichung ist. 
Haben die beiden Bewegungsgleichungen die Form 


« ov «  9U 
P, = op,’ P2 = Op,’ 





so geht die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
Eliminationsresultat die Lagrange’sche Form fir ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung annimmt, nach (17) in 

eu #U _ aU 

cp Op *: OP: OP. 
iiber, und es ist somit nothwendig und hinreichend, dass U die Form hat 


U = @, (py+% 2) + (p+ %P»); 


worin @, und @, willkiirliche Functionen bedeuten, und x,, x, die 
Lésungen der Gleichung 

w+ 2ax—1 
sind, ausser wenn a=-++7 ist, in welchem Falle das allgemeine Integral 
der obigen Differentialgleichung durch 


U = a, (p, ip.) + p, @.(p, ip.) 








al 











Lagrange’sche Gleichungen fiir Kriifte verschiedener Ordnung. 591 


dargestellt wird. So werden z. B. fiir 
U =p,* + 3p,p," 
die beiden Differentialgleichungen 
DP) = 3p, + 3p,", py’ = 6p, p, 
durch Elimination von p, die Differentialgleichung 


2 py" po” — 4p. po po” + 4p, * py” — 3pap,"* — 36p,° = 0 
liefern, welche sich fiir 
"2 
9 = tip, — 


in die Form setzen lisst 


7] d 0 a® 0§ 

aie ~ at ope + av ape = O- 

Ebenso bedarf es keiner weiteren Ausfiihrung, um z. B. zu zeigen, 
dass, wenn ein Punkt von einer Kraft beeinflusst wird, welche die 
Kriiftefunction U besitzt, und derselbe gezwungen ist, sich auf einer 
Ebene 

e=ax-+by+e 
zu bewegen, sich aus den Bewegungsgleichungen in x und y durch 
Elimination einer Variabeln eine Lagrange’sche Gleichung mit 
einem kinetischen Potential zweiter Ordnung in der anderen Variabeln 
ergeben wird, wenn die Kriftefunction nach Elimination von z die 
Form annimmt 


(U) =o, [Vi-a-a+Vi+b?-y] 
+o,[Vi+a-c—y1+b?-y], 
worin @, und @, beliebige Functionen bedeuten, also wie leicht zu 
sehen, wenn der Punkt nach einem festen Punkte mit einer von der 
Entfernung abhiingigen Kraft angezogen wird, und diese der Ent- 
fernung proportional ist. 

Ich lasse nun die Annahme fallen, dass fiir zwei von einander 
unabhingige Parameter p, und p, die Lagrange’schen Gleichungen 
die Formen (1) und (2) annehmen, und lege der nachfolgenden Unter- 
suchung den allgemeinen Fall zu Grunde, dass das kinetische Potential 


erster Ordnung durch Kinfiihrung der unabhangigen Parameter p, und 
p, durch den Ausdruck gegeben ist 


(19) H = apy? + 2042p) Po’ + 2p? + 2, 

WOriD @;;, @9, @., & Functionen von p, und p, sind; wir werfen 
wieder die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen dafiir auf, dass die Elimination eines der Parameter auf eine 


Lagrange’sche Gleichung mit einem kinetischen Potential zweiter 
Ordnung fiihrt. 
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Zunichst kénnen wir durch Einfiihrung zweier anderer unab- 
hangiger Parameter g, und g, vermége der Gleichungen 


Py = O1(G> G2)» Po = Po (Qs YM) 
das in die Form 
H = (Qy, 9, + Qip»') (251 94’ + QM.) + Q 
gesetzte kinetische Potential in 


Hm (QFE + Qe 0) a + (Qn GE + Qe én) a 


~< [ (Qa cory Qo, a) q '+(Q., ot Qo 0% O91) q ‘|+ 


transformiren, wobei in Qa und Q die g-Functionen statt der Variabeln 
p, und p, zu substituiren sind, und erhalten, wenn die Functionen g, 


und g, durch die beiden partiellen Differentialgleichungen definirt 
werden 


‘ 7) 7) a 
(20) Qi, - + a, 2 0% *=0, Qs, = +2 22 van = 0, 
das kinetische Potential in der Form 


é é 7] bai 
H= (2, e+ Qi oA o) (21,4 + Qyo oo) GG +2 
oder vermége (20) 


0 Og, @ — 
HE = (244 Qe — Qo Qa1) (GEES — SE SP) gg,’ 4+ 9 
oder endlich 


= OM OV: as OM Og: ue 
Solr oe 6 de aa.) % antadines 
Legen wir somit das kinetische Potential in der eben erhaltenen 
allgemeinen Form 
(21) H = @(p;,p.)p;'p.’ + 2( p15 Po) 
zu Grunde, so werden die zugehérigen Lagrange’schen Gleichungen 


eH a a @H_ 4 aH 
op, at aa a+ P, 0, OP, at dp,’ + P,=—0 


die Form annehmen 


da 
‘ ” ’ 1 @Q P. 
(22) p= — Bete 4 2, 
do 
ow 1 EQ 
(23) Po = — OP pit = Oe, 


worin P, und P, Functionen von p, und p, sind, und zwischen diesen 
der Parameter p, zu eliminiren sein. 
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Setzt man zur Abkiirzung die Gleichung (23) in die Form 


(24) Po = f(P1, Pes Pr’); 
so folgt durch Differentiation derselben nach ¢ 


(25) Pp." = xf ln, ‘4 gf Fp! + JE 9" ? 
woraus sich 
96 , Pp,” — : Po — xf, Pe” 
(26) pie Pt 
Ops 

und nach (22) 

do 2 
; . Ap, Dt *—2P2 aye) + (GE mP* + oP) 
at pr —— on GR a 

“ay 
éQ 
a; 
+ Oe 


ergiebt, und durch nochmalige Differentiation von (25) nach Sub- 
stitution der Ausdriicke (26) und (27) die Gleichung 


¢ we sie ) ” 7) ’ 0 o z 
(28) p, |p. — 2p” (2F py + 2h pi’) + (FF vy + Zh», | 
6a 
Of op, of 
_ Op o oY 
of 
@ 
or , of ‘i 
9 trap” t apap” (at of 
- ap — Cee” — og, Be — ape) 
OP 


+ 5h Po” + ZF py” + £6 py? +2 in fe Py Po 


EQ 
2 OP: 4 Ps 
+ +t(4 +2), 
Eliminirt man nunmehr aus dieser vermittelst der Gleichung (24) 
die Grésse p,, so wird man das gesuchte Eliminationsresultat erhalten, 
und es wird zu untersuchen sein, unter welchen Bedingungen sich 


dasselbe mit der Gleichung (6) identificiren lisst. Setzt man die aus 
(24) sich ergebende inverse Function 


(29) ' P; = P (Poy Pos De’), 
so werden fhnlich wie oben in dem einfacheren Falle fir Gleichung 
(8) sich die Beziehungen ergeben 
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(30) 
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op dg 
(2f »,O--. OPe (2f) —— a 
OM Op. Op ' ‘Ops og ’ 
Op.” Op," 
i 
of ——— OPe ? 
ap; 4g 
OD,’ 
09 @yp dp 
oy — Oe Op”* OPe” OPr,0P.” 
OP: OPs 09 y . 
Po 
aay &p +2 0p 0p @@ o> — (Se 2 ap 
(2 __ — OPr! Op,"* * "Ops Ops" oe Ope Oe 7 Op,” 
Op," (2%) 
OP.” 
ep ey ap = @&@ 
(=, a A — OPs Ops" mae OPe” Op, OP.” 
Op, OP (2 2)" , 
Ope’ 
op ep ee * op op ee ba h 4 me _ 09 Or) am) 
(=F _ 2P2 OP." Opry OP: " Ope Oe" Op.dpy OP: inte ~ Pe Oy Om»? 
OP2OP2 =) ; 
OP. 
eet ao 09 0p By apy @o 
Ory & en Nop Op, * © OP: Ops" OD: OP: ~— \Ops" Op, * 
Op, ?/ oo 
Ope" 
und ahnlich 
(22) eal 2(@) a ee d(@) 1 
Ps OP, 09 Op, dy’ 
OPe Ope” 
(31) 4 a9 ay 
(= o = 5o) Op, O(e) _ O(a) __ OP, O(w) | 
~~ re OP” OPe OQ Op: 
Op." Op, 





Da nun die Substitution (29) in (28) p,” nicht von Neuem ein- 
fiihrt, so ergiebt sich als Coefficient von p,”’? 


(a) B iby 


‘O 


oder mit Benutzung der Gleichungen (30) und (31) 


a ee 











eg 


ap" 


i- 











é OE) 
_ ap we) 








oo 
(a) op,” 
so dass die Identificirung von i mit sy die eN nach sich zieht 
ad wos ane 
(32) e@ PH hy 
dp," "ew 2, 


Ferner ergiebt sich als Coefficient von p,”” in (28) 


[2 (35) Gpd- 2 »(SOIGR) i+ Gar) 


co) (ALY 


+ . aptn) +? Ge o) Pr +n) Ce) 
ik 


ia) 





oder wiederum mit Benutzung der Beziehungen (50), ferner der aus 


(23) und (24) sich ergebenden Identitit 





do 
fe P OPs 1 AQ 
(33) fo — Bette + 
und also der durch Differentiation nach p,’ entspringenden Relation 
da 
Of ee ’ Ope 
(34) Pf — — 2p; % 
oder 
(=) 09 
35 + SOP? __ OPe 
(35) —(f6 )= in eo 
OP.” 
der Coefficient von p,” 
os Ao 52 Af, 
ee =. in — $2," oe : 
(@) = as, (@) oe. 
OPs Ope 


so dass die Identificirung der Coefficienten von p,’ 
verlangt, dass 


op 
af) op.” a(( 5) ap) 09. 2 (#9 
BYA ’ OP. — OP: =a OMe Op.” ” OPe \OP_"* 
(36) P2 a 9 + 2 () cry 2 eH —-+ 2 # | 
Ope Ope’ Ope ® Op. * 


38* 
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” in (28) und (6) 
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in P,P.) Po identisch befriedigt wird. Setzt man ahnlich wie oben 
eH 

Op.” = J, (@) £8, — W, 

so ergiebt sich zunichst aus (32) 


V=W. (pe, Pe) 
und durch Einsetzen in (36) 

+ 010g (Pe Pe) 4 95 8108 W Pas Pe) 
OPe . OP: 
woraus sich wie oben w als eine Constante c ergiebt, und somit als 

eine nothwendig zu erfiillende niente? 


aH 
(37) ont = c(@) ie 
resultirt. 


Bemerkt man ferner noch, dass der Coefficient der explicite vor- 
kommenden Grésse p,”? in der Gleichung (28) nach Substitution des 
Werthes von p, aus (29) durch den Ausdruck gegeben ist 


9 


=, 





(ins) (at) — ay? CD, (#ry_ 2 Gand) ( af 





(= (= (o) Op,” "(at OP,0p2' 7’ 
OP: OP Op, 
oder mit Benutzung der Beziehungen (30) und (31) durch 
ao; (@o 2 
__ Ope aT # 
> 
“ oa 


so lautet die zum Zwecke der Identificirung der Gleichungen (6) und 
(28) nach Substitution von (29) zu erfiillende Gleichung mit Benutzung 
der Beziehungen (30), (31) und (35) 


we 8H nf &S ao a att aH 
—_— 2 — —_— _—— —— — - _ -_— 
(38) Po” Opry ops® ~ P2 \p,” op, — ope? 222 Pa OP20 Pe OP2 
2 @H + FH 0g 1. 
_ oe +p a ¥ 
Po” Open,” * 2 Op.dpy -& ) 


og y 





oo 0 
= — pe 52> |(@); £2, | — y"e (w) 4 a, ) is 
OP: 
ey op 
Ope OP: 
— 2p,’ p,"c < [(@) 3 |- Pye OD e |(a)é @) 5 © \ +5 pea) aPs “7 
op” 


OQ 
ape) + (Pa), 
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welche mit 


#9 ao. 
(39) ape? = c(@) Bp,” 


zusammenzustellen ist, und es wiirde sich somit ergeben, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
Eliminationsresultat zwischen den beiden Gleichungen (22) und (23) 
wiederum die Lagrange’sche Form und zwar fiir ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung annimmt, die ist, dass die beiden Differential- 
gleichungen (38) und (39) ein gemeinsames Integral besitzen. 

Identificiert man, um zuniichst hinreichende Bedingungen zu er- 
halten, die einzelnen Posten der beiden Seiten der Gleichung (38), 
wie es sich in dem oben behandelten einfacheren Falle als nothwendig 
ergab, so dass 








*o a 2t.. _* .. 
Op, on) op,” dp"op, ~ ° °) % ? Ope" Ops (0) § apa 
Ay op oO” 
eH _ NOP, 7 ao _ 1 OP, Oe 
Op.” ¢(@) op > Opop, 2 c(@) 69 ’ 
OPe Op," 
oF 8: Oe ws ce 
OP: T= . (or o(P,) 
wird, so folgt aus der Gleichung 
som, 2 4 FD 
Op, \ OP, * Op2” \Ope” OP 
‘nach (31) die Beziehung 
ep O(a) Op Fo G(o) 6p (ee) 29 
a Ops OP, ' ° Op, opr’ ed OP2OP2” + ¢ Gp, aps” ~ ° Nap.) op,” 


und daher, da die g-Function von p,” nicht unabhingig sein kann, 


GR) -° 


und somit nach (35) 


Aber dieser Fall bietet nichts Neues; denn da nach (21) das 
kinetische Potential erster Ordnung H die Form haben wiirde 


H = @(p,)p; Po + 2(P;; Pe), 
so ginge dasselbe durch die Substitution 


focnap, — > Po = 
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in i> 
H = qd: + 24 (% > %) 


iiber, und die Bewegungsgleichungen niaihmen die oben behandelte 
Form (1) an. 


Setzt man nun, wie sich aus (39) ergiebt, 


=e {(o) 2% ap’. 
also 


(41) =e fap,” {(o 2% an’, 


so folgt nach (31) 

42) 8 me f(o) 2% ap, 

(43) 82 me fw) 28 ap + fap, f (22) 2% ap,” 
mofie 32 dp,” safer fs A, dp,”, 


wenn man beachtet, dass 
é Qo) 09 | _ @ do ao 
CP. [ Op2/ Ope | OP: ae OP: + Ge OPe pd 


ep Gp ea 
OP: OPe” ee, + (Fe) ax Ope oe" 


es is o> (Ge | 


ist, und es ist somit zunichst ersichtlich, dass 


Io 


(40) an 








_8D 29, 
(44) OP: Op.” e(@ 9 
also 

~~ en 

aint —° Gee L) oe] 
und 

aH 
(45) C20, Op.” oe [(@ 3 sn 
ist; ferner wird 

re ” 

(46) dp.dp,” e(@) 5% = +3 ef (42 rt ¥,- Ap» 
und 


*) was in Gleichung (13) der Annahme 2 = 0 oder a = b = 0 entsprechen 
wiirde, 
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(47) 2% =f? (@) 5% dp,” + ef 3) o(@) ae dp,” 


" adiedind safe BD dp,’ 




















(2s) 
—_ e fo 23 Op. 72 dp,” + c(@) — aoP 
i 
oo ¥ 
a (Ge) a 
—@¢ J (@) op,” | 30 dp, 
OPe 
ap y 
= ¢(a) - opi S 
cna ‘ 


(2) Ee. , 2p 0p oy + 2 (29 Ys, 
Pe? Ope 78? 5p,” Ope’ OP, Op, ' + 59,7 OP. 




















og ¥* 
in) 
Nun folgt aber aus der in p,, p,, p, identischen Gleichung 
0a 
es om ey 1 02 1 Py 
f= Po + @ OM + © 
durch zweimalige Differentiation nach p, 
do 
Of 9 Om 
i . o ? 
und daher auch in p,, p., p, identisch 
CT) 
of OP, 
£h)—— 2 
oder nach (30) 
op fo _, op 0p &@ + ep Ze) 
Ope / opr" GPs he inh an” * Op, & * 9 Om : 
(a) 
aie Be) 
so dass sich aus (47) 











' eg y 
2 (52 ¢ 0 7) ” 
(48) . = ¢(@) oe + 2¢ f = op dp,”, 


Op.” 
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und somit aus (46) und (48) 








eg a 
So 6 _ Op ope : ” 
(49) Sp.0n.” ~ apt ° (©) 5 = of () ae ap, 
oa 
ergiebt. Endlich we aus (46) 
Fas 7 
(50) OpeeP, ODe *[(@ w) S% | + ) ae dp,’ 





und da nach (35) 


OP2/ Ope” 2D Ope 


Ga op 1 (@) ao 
ist, 
oo @ */éo Ce) ” Pe Po eH 
?.S. —_ ae 
P, 2 f Op./ Ops” dp, 2 Ops of (o) ? pe eB" 2¢ Op,dp,”’ 


und es geht somit die in p,, p,, p,” identisch zu _befriedigende 
Gleichung st in 


” a. + CO i 0h _ 


ls 





OPrO Pe OP. c 
ep Om 
=} py(o) 2 4 (2) 4 (P,) 
any 


liber, so dass sich durch Differentiation nach p,” mit Hiilfe der Aus- 


driicke (45) und (46) als die in p,, p,’, p,” identisch zu befriedigende 
Gleichung 





r ” og 
(52) rr” (Fe) oe + Pr 2% [(@) 2%] 
Op oo 
1 , OPe P 
Pape | (0) BP | — (oF 


nd 
é 6(P2) 
. ~~ Ope () ° Op.” 
ergiebt. 


Beachtet man nun, dass nach den — (30) 








Gy a-- Gy 8 @ 


ist, so wird die Gleichung (52) mit Hiilfe von (31) und durch Sub- 
stitution. der aus 
6a 
‘7 22 , P, 
pm Beare t By 


a 
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hervorgehenden — 


P= FP! (oor) + Gey ap,) + CO) 


in die mit Weglassung der Klammern in p,, p,, p,' identische Glei- 
chung sara 


" P. 
(63) — ot Fo = #2, OP 7 oh éo 


2 y PY . Pt OPOP, | Op, o Op, Op,’ 


also, wie aus der Form von f hervorgeht, 


‘ —@ A [122 4 AP 
(54) © op, le ap, + alta Spin + Op 
1 6Q 
* aaQ 
@ OP, +% \ie 


oder, wie unmittelbar zu sehen, 


. oP. oP. 
55 i OR 
( ) OPe OP, 


identisch in p, und p, erfiillt sein miissen. 
Da nun aber die Gleichungen (22) und (23) die Form haben 


To) 
” OP , 
= —_s + x (22 4 P,) 
do 
” r,) 19 
aS Pep 4 = ee + PB), 


und vermége der Gleichung (55) eine Function Q, von p, und p, 
existirt, fiir welche 


a2, @Q a% _ a2 

op op, t Pt) op, = a mt Ps 
ist, so wird man bei der Untersuchung der nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fiir die geforderte Form des Eliminations- 
resultates gleich von vornherein von den Lagrange’ schen Gleichungen 





Ca 
ou  _— OMm ny 1 BQ 
: ia » + @ OD 
do 
ee of 1 OQ 
Po Pr” Py 24 o Op, 


oder von dem kinetischen Potential 


H = ap,'p,' + Q, 
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ausgehen kénuen, und es nahme sodann die durch die Gleichung (53) 
ausgedriickte Bedingung die Form an 





_ eee . ae OF me FU __ 1 AM Ow 
2 P2 open, + Op,” ~ dp,dm @ OP Or’ 
welche vermége 
do 
OPe 2 1 @Q 
ives e * + @ On 
und somit 
do 
. _——= . 
Ope — o Po 


identisch befriedigt wird. 


Fassen wir nunmehr die im Obigen erhaltenen Resultate zusam- 
men, so ergiebt sich der folgende Satz: 


Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir dass die 
dem kinetischen Potentiale 


H = @(p, P2)Py Px + 2(P;, Pe) 
— auf welche Form sich, wie gezeigt worden, jedes kinetische Potential 


erster Ordnung bringen liisst — zugehdrigen Lagrange’ schen Glei- 
chungen 

oH ad 0H 

Or, ~ at Op + P, iia 0, 

Ha 0H 


in welchen P, und P, Functionen von p, und p, bedeuten, durch 
Elimination der Variabeln p, auf ein Eliminationsresultat in p, fihren, 
welches die erweiterte Lagrange’ sche Form fiir ein kinetisches Potential 
zweiter Ordnung hat, also die Gestalt besitat 


BL B+ Bt 9—o, 
worin JS eine Function von p, sein soll, ist im Allgemeinen die, dass 
oP, - OP, 
OPe OM, 
ist, und zwar hat dann das kinetische Potential $ die Form 


¥ ” ¥ r7) ” 
H -{ dp, Joo) op,” dp," 


wenn der Parameter p, aus der sweiten Lagrange’ schen Gleichung 





doa 
” 0 , 1 @2 
p,” =— +cat 4 





ie 


~ 


h 
Ny 
ul 





Lagrange’sche Gleichungen fiir Krifte verschiedener Ordnung. 603 
als Function von p., po, p.” ausgedriickt in der Form 


Py = P( P25 Do's Po”) 

dargestellt wird und 
(@) = © (p( P25 Po’; Po”), P2) 
ist, 

Da das oben behandelte Problem aber nicht nur vom Standpunkte 
der Mechanik ein gewisses Interesse darbietet sondern vor allem die 
Frage nach der Elimination von Variabeln zwischen Differentialglei- 
chungen betrifft, so will ich noch einen anderen Weg zur Liésung der 
oben behandelten Aufgabe bezeichnen, der von der Anzahl der Para- 
meter und der oben gewahlten Normalform des kinetischen Potentials 
unabhingig ist, der Kirze halber hier jedoch nur fiir zwei Parameter 
dargestellt wird. 

Sei also H wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung und 
somit die Lagrange’schen Gleichungen, wenn der Kiirze halber die 
fiussern Krifte gleich Null gesetzt werden, 


(56) oH ad 0H oH d oH 


op, atop, ? Op, dt dp, ane, 
so wird nach den friiheren Auseinandersetzungen die Form der Elimi- 
nationsgleichung vierter Ordnung in p, 
(57) P=0 
zu untersuchen sein, welche durch Elimination der Gréssen 


Pris Pa's Pas Bis Dr” 

aus den Gleichungen (56) und den durch Differentiation nach ¢ aus 
diesen erhaltenen 
d@ 0H @ 0H _ ad @H_ @ @H_, 
dt 0p, at dp, §-? dt Ope atop,  ~’ 
#38 FOR £98 eS 
dt op, = at Op 7 dt Op, at? Op, 
hervorgeht. 

Da aber, wie leicht zu sehen, 


(58) 


d 0H _ 6H @ 0H _ 6H" 


dt Op, 0m,’ GP op, Om’ 
d oH _ 0H 0H @ oH _ 0H" aH’ 


dt Op, ~ op, Op,’ at? dp)” Op,  ~ dr* 
@ 0H _ 0H" _ 30H’ 
dt} Op, apy Or 


ist, so kénnen die 6 Gleichungen (56) und (58) in der Form dar- 
gestellt werden 
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oH _ 2H’ _» 92H _ @H’ _g 





OP, OM ODs OP: 
a H’ oH” E oH’ oH” 

59 eee, SS = See ee 

( ) Ory Orn . ore OP , 
aH” _@H” _y 40H" _ aH” _y 
Ory Op . OP» Ope ; 


fiir welche wiederum (57) das Eliminationsresultat darstellen soll, von 
welchem wir also verlangen, dass sich dasselbe in der Form 


C 2 
(60) $6 _ £ 4S HO 


OPe ~ dt OPe Op.” 
ergebe, wenn § ein kinetisches Potential zweiter Ordnung, also eine 
Function von p,, p,’, p.” bedeutet. 
Soll aber eine solche Function § existiren, dass 
@ a 

— dp. — at dpe at bp,” 
identisch befriedigt ist, so geben die bekannten*) nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines kinetischen Poten- 
tials die beiden identisch zu befriedigenden Gleichungen 


@P 4d @P , @ aP 


in. 5, 2 5 = A 

61) OM dt Ope + ae CPr ®, 
. oP 24 eo oF 0 
Ope” dt C De” — > 


oder mit Hiilfe einer einfachen Umformung 


sa Emo 
(62) Fk 
eo oP 9 OP ; 
3 aw — 2 oon waz (), 
OPe OP2 ‘ 


und die Darstellung dieser Bedingungen in dem kinetischen Potential H 
wird die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir ergeben, 
dass die Elimination des einen Parameters auf eine Lagrange’ sche 
Gleichung mit einem kinetischen Potential zweiter Ordnung § in dem 
andern Parameter fiihrt. 

Wie nun die Transformation der Gleichungen (62) in das urspriing- 
liche kinetische Potential H und dessen Differentialquotienten zu voll- 
ziehen ist, lisst sich unmittelbar einsehen. Setzt man namlich zunichst 
zur Abkiirzung die 6 Gleichungen (59) in die Form 


*) Vergl. Hirsch ,,Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen 
Potentials“* Mathem. Annalen Bd. 50, K. Boehm ,,Die Existenzbedingungen eines 
von den ersten und zweiten Differentialquotienten der Coordinaten abhingigen 
kinetischen Potentials‘ Journ. fiir Mathem, Bd. 120. 
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(63) G,=0, G,=0, G,=0, G, = 0, G, = 0, G, = 0, 


deren Eliminationsresultat P dadurch erhalten werden soll, dass ein 
Werthsystem von p,, p,', 2", p;", p,"” aus den finf ersten Gleichungen 
IN Po, Poy Po’, Po” ausgedriickt in G, eingesetzt wird, so ist unmittelbar 
ersichtlich, dass, wenn die eingeklammerten Gréssen die Werthe der- 
selben fiir das betreffende Werthsystem darstellen, und 


| (2G) (2G:\ (G1) (0G,\ (OG, >) 
(Sp) (Sp) (55°) (g-" (anr*) Op.) 


| (8G,\ (8G2\ (8G: (2G2\ (8G:\ ( 2G. \ | 
(8) Dy —| (exe) Cant) (en) Cent) (ear*) (ent) | 


(52) (22) 22) a6) 2G, 8G, 
Op, ) \Opy (on° (spr (x ) Gn 






































und 
| (G1) (0G1) (0G) (0G,) (0G, 
6 an) ins) Gy aus z al 2 
(65) A= 
oa) ac, oes) | | 
ap) ap) Cn 
gesetzt wird, da P= (G,) und 
aa) _ Ds 
op.) A 
ist, 
op  D 
(66) ap 


wird, wurin # die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 bedeutet. 

Da sich nun aus den durch (63) dargestellten Gleichungen (59), 
weil das kinetische Potential H nur von den ersten Ableitungen ab- 
hingen sollte, 


0G) _9(@H\_(#H') (0G))_o9/ #H)_ (aH 
(G)— fea Te (ap. om)? (on) ” (ap, apr) (Sp, :) ; 
1) —— (G8), (E)—0, (BA) —0 
(an: )~ Om Op, )? OP P in”) . 
(3) =? Gapian) — (Govan) 
op aridr”) \ap; ap,®)’ 
0G, = eH’ eH OG, =3 @H oH” 
Gn)— pt) — (sea) (ane) (ap, in) (Gp) 
@G,\_9(_@H\  (_@H”_ 
(on ‘= (a3 Op, °) Op, Op, }’ 


| ey (a) = 0 
(co. pron”)? OM . 
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(55:0) — 9 (saps) — (Span) 
ap.) apap,” ap,’ dp,”))’ 


a 4 (22 eH” OG)\ 4 (,@H \_ (#2 
(5) 4 (Fp, r)- (60, ap) . op) (ap, ap) (Spe) 
0G) 4(@H \_ (_@H” 
OP, ’) OM on) (anran) ; 
0G,\_4(@H" \_(_@H"_ 
(a5,") (<>, in”) (anvan”) 
oe) = _?H” 0G,\_4(/(_@H eH” 
i (3p; 7 “)) G0) wr (= on) ; 

und die analogen Differentialquotienten von G,, G,, G, sich aus eben 
diesen Formen ergeben, wenn nur die ersten partiellen Differential- 
quotienten von H nach p, genommen werden, so werden die Glei- 
chungen (62) mit Hiilfe der Beziehungen (66) die beiden nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen ergeben, welche erfiillt sein miissen, 
wenn das Eliminationsresultat eine Lagrange’sche Gleichung fiir die 
Variable p, und fir ein kinetisches Potential § von der zweiten Ord- 
nung liefern soll. Diese Bedingungen sind in einfacher Form zuniichst 
noch ausgedriickt in den eingeklammerten partiellen Differential- 
quotienten von H nach p,, p, und deren nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten bis zur 4'** Ordnung hin und liefern in p,, p,, 
Po", P.” identische Beziehungen; setzt man nun die aus den 5 ersten 
Gleichungen (59) sich ergebenden inversen Werthe von p,”, p,”, p,"", 
Po", Po” durch p,, p;', Po, P. ausgedriickt in die eben gefundenen Be- 


dingungsgleichungen ein, so fiihrt man die eingeklammerten Ausdriicke 
leicht wieder in die urspriinglichen Werthe iiber, indem z. B. 


Gran) ts = 7 (ran) (pr ) + Ox OPe op) Pe +675 Op, ® ) (p 1) 


OH. pa 
+ Gia tnx) P2 


ist und durch die inverse Substitution die rechte Seite in 
eH a eH , oH ” OH ” 
apt + onsen,” + dproptos P+ apap 01 + app apy 2 
iibergeht, worin [p,”] und [p,”] zu ersetzen sind durch die aus den 
beiden in p,” und p,” linearen Gleichungen 

g@H_ oH oH_ oH 

Tn) ann) an. 

hervorgehenden Werthe dieser Gréssen in p,, p., p;', p. ausgedriickt, 
und wir erhalten somit unmittelbar durch Weglassen der Klammern 
und durch Substitution der Werthe von p,”, po", 91") Do's Py 's Po” 
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aus den Gleichungen (59) als Functionen von p,, p., p;, P, aus den 
beiden oben gefundenen, in p,, p,', P.", Po", po” identischen Gleichungen 
nunmehr zwei in p,, ~), P;, P. identische Gleichungen als noth- 
wendige und hinreichende Bedingungen in dem kinetischen Potential H 
und dessen partiellen Differentialquotienten ausgedriickt dafiir, dass die 
Eliminationsgleichung in p, wiederum eine Lagrange’ sche Gleichung 
fiir ein kinetisches Potential zweiter Ordnung ist. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in der vorliegen- 
den Arbeit aufgestellten nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, dass die Elimination von Parametern zwischen Lagrange’ schen 
Gleichungen wieder zu Lagrange’schen Gleichungen mit weniger 
Parametern, aber fiir ein kinetisches Potential § hdherer Ordnung 
fiihrt, zugleich dadurch, dass die allgemeine Form des Potentiales § 
gefunden worden, die fiir die Anwendungen vielleicht nicht unwesent- 
liche Frage beantwortet, wann ein auf ein kinetisches Potential hdherer 
Ordnung oder auf Krifte héherer Gattung fiihrendes Problem reducirt 
werden kann auf ein Problem mit mehr unabhiingigen Parametern 
oder mit mehr gegebenen oder verborgenen Punkten, aber mit einem 
kinetischen Potentiale niederer Ordnung oder Kriiften niederer Gattung. 


Heidelberg 25, Juni 1898. 
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Zum Aufsatz: Schilling,symmetrische S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt. 
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DARWIN , Periodic Orbits. 













































| Planet 
} Oscillating Satellite a, x»=~705; nT =188°; unstable, ae a, 
stable, ¢= 3-7. 
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FIG. 3. 
PERIODIC ORBITS. 
Cc=89°0. 


Planet A, z= —°484; nT=177°; unstable, ont: OY 
Oscillt, satell. a, x="6871; nT=146; unstadl 

Satellite A, z,=1°0941; nT =240°; unstabl 
Satellite B, z,=1°1500; nT=97°; unstable. 
Satellite C, z,=1°2338; nJ=114°; stable, 
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FIG. %. 
PERIODIC ORBITS. 
C=88'5. 
Planet 4, a nT=191°; unstable, c=1+-18/ ~-1. 
Oseills. 6814; nT = 160°; unstable, ¢ he 1. 
Satellite 4, ptt 1164; nT = 258°; ce Sa 
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, p= 19919; nT'=Z14°; unstable, c= undet. 















































FIG. 5. 
PERIODIC ORBITS. ae 
C=86-0. ee 
| Planet 4, a= - 455; nT =207°; wantin cud: yj-1 
Oscills. satell. a, = “676; aT= is i unstable, ¢ -1 
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Vorwort. 





Abgesehen von der Theologie ist im dritten Bande meines Verzeich- 
nisses die Gliederung nach den einzelnen Fachern im wesentlichen die 
gleiche geblieben wie in den vorangegangenen Binden. Doch bin ich noch 
mehr als friiher bemtht gewesen, miglichste Vollstindigkeit zu erzielen, 
und habe daher auch die Abhandlungen der am Tauschverkehr teilneh- 
menden Anstalten, die nicht allgemein versendet worden sind — es kénnen 
mir in der That nur wenige entgangen sein —, verzeichnet, gelegentlich 
wie friiher auch vor dem Jahre 1891 erschienene Schriften aufgenommen. 
Martin Hertz hat in seiner wohlwollenden Rezension meiner bibliographischen 
Erstlingsarbeit ein in derselben getibtes ihnliches Verfahren eine dankenswerte 
Inkonsequenz genannt (Jahrb. fiir klass. Philol. 109, 1874, 8. 213); vielleicht 
triigt mir das gelegentliche Zuriickgreifen auf friihere Jahre seitens derer, 
die mein Buch benutzen, wie eines oder des anderen meiner Herren Rezen- 
senten, die sich ja iiber die beiden ersten Binde meines Werkes so iiberaus 
giinstig geiiufsert haben, ebenfalls wieder ein Wort des Dankes ein. Her- 
vorheben michte ich noch, dafs ich auch in der Eruierung und Vervoll- 
stiindigung der Vornamen (vgl. meine Bemerkungen im Centralblatt fir 
Bibliothekswesen XIII, 1896, S, 135; XIV, 1897, S. 137ff.; XV, 1898, 
8. 431ff.) weiter als sonst gegangen bin, doch wird dies wobl nur von 
Bibliothekaren und Bibliographen besonders gewiirdigt werden. 

Den Herren Dr. Hugo Gaudig, Direktor der héheren Tichterschule an 
den Franckeschen Stiftungen zu Halle, Professor Dr. Bernhard Hercher vom 
Gymnasium zu Jena, Oberlehrer Franz Blank von dem zu Gera, die mich 
freundlichst unterstiitzt haben, spreche ich auch an dieser Stelle meinen 
herzlichsten Dank aus. 


Gera, den 2. Januar 1899. Dr. Rudolf Klussmann. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 


Klussmann, Dr. Rudolf (Lehrer am Gymnasium zu Gera), syste- 
matisches Verzeichnis der Abhandlungen, welche in 
den Schulschriften simtlicher an dem Programmtausche 
teilnehmenden Lehranstalten erschienen sind. I. Band: 
1876— 1885. Nebst zwei Registern. [VIII u. 316S.] gr. 8. 1889. 

~  geh. M 6.— 

- Il. Band: 1886—1890. Nebst zwei Registern 
[VII u. 285 S.] gr. 8. 1893. geh. M5.— 

Ein derartiges Verzeichnis erscheint in Zukunft in Sjihrigen Zwischenriumen; 
dagegen erscheint alljihrlich eine systematische Zusammenstellung der in den Schul- 
programmen des vorhergehenden Jahres enthaltenen Abhandlungen. 

Verzeichnis von Programm-Abhandlungen, welche von Gym 
nasien, Realgymnasien, Real- und héheren Biirgerschulen Deutsch- 
lands und Osterreichs im Jahre 1897 verdffentlicht worden sind. 
(Sonder-Abdruck aus dem statistischen Jahrbuch der héheren 
Schulen Deutschlands. XIX. Jahrgang.) 16. geh. M —.60. 
(Desgl. 1876 —1896.) 

Dieses Verzeichnis ist nicht durch den Sortimentsbuchhandel, sondern lediglich 

von der Verlagsbuchhandlung gegen Einsendung von 60 X in Briefmarken zu beziehen. 
Einseitig bedruckt, zum Aus¢inand hneiden fiir 

den Bibliotheks-Katalog. 16. geh. . —.80. (Desgl. 1888—1896.) 
Dieses Verzeichnis ist nicht durch den Sortimentsbuchhandel, sondern ledig- 

lich von der Verlagsbuchhandlung, die durch Veranstaltung der einseitig bedruckten 

Ausgabe einem vielfach geiiufserten Wunsche nachkommt, gegen Einsendung von $0 4 

in Briefmarken zu bezichen. Beide Ausgaben werden auch in Zukunft erscheinen. 





Zeitschriften : 


Neue Jahrbicher fiir das klassische Altertum, Geschichte und 
deutsche Litteratur und fiir Pidagogik. erausgegeben von 
Dr. Jouannes Inperc, Gymnasial-Oberlehrer in Leipzig, und Dr. 
Ricuarp Kicurer, Rektor u. Professor in Leipzig. Zweiter Jahrgang. 
1899. IIL. u. IV. Band. Preis fiir den Jahrg. von 10 Heften . 28.— 

Die erste Abteilung der ,,Neuen Jahrbiicher“ soll fiir die drei im Titel ge- 
nannten Wissenschaftsgebiete, die durch zahllose Fiiden mit einander verbunden die 
Grundlage unserer historischen Bildung im weiteren und tieferen Sinne ausmachen, 
einem bei der zunechmenden Ausdehnung aller Forschungszweige immer dringender 
werdenden Bediirfnis dienen. Es soll dem Einzelnen, der tiberhaupt nicht oder nur auf 
kleinem Gebiete selbstforschend thitig sein kanu, die Méglichkeit erleichtert werden, 
den hauptsiichlichsten Fortschritten der Wissenschaft auf den ihm durch den Beruf und 
eigene Studien naheliegenden Gebieten zu folgen. 

Die zweite Abteilung, deren Leitung in den Hiinden des bisherigen Heraus- 
gebers der zweiten Abteilung der Neuen Jahrbicher fiir Philologie und Pidagogik bleibt, 
wird sich mehr als bisher auf die Pidagogik beschriinken, ohne ihren Veréffentlichungen 
aus diesem Gebiete zu enge Grenzen zu ziehen. 


Beitf[aprift fiir den deutfayen Unterridt. Begriindet unter Mitwirfung von 
Prof. Dr. Rudolf Hildebrand und herausgegeber von Dr. Otto 
Lyon. gr. 8. 13. Qabrgang. 1899. ‘Preis fiir den Qahrgang von 
12 Heften gu 4—5 Drucbogen M 1z.— 

- Generalregijter gu den Jahrgdngen 1—12. gr. 8. geb. 
| Jn Vorbeveiturng. | 

Beitfajrift fiir iateinlofe hohere Sajulen. Organ des Vereins gur Firderung 
deS lateinlojen hiheren Schulwejens, jowie de$ Vereins jachjijder Real- 
fehullehrer. Begriindet von Dr. Georg Weidner. Unter Mitwirfung 
gahlreicher Schulmiinner herausgegeben von Prof. Dr. G. Holgmiiller 

> in Hagen i. W., Mitglied der RKaij. Leop.-Carol. Wfademie der Natur: 
iM: forfeher. gr. 8. 10. Sahrgang. 1898/99. Preis fiir den Yahrgang von 
12 Monatsheften gu je 2 Bogen M 10.— 

Beitfrrift fiir weiblide Bildung in Scule und Haus. Organ de3 Deutjden 
Vereins fiir das Hihere Madcdhenjdhulwejen. Begriindet von Ricard 
Sdornftein, herausgegeben von Direftor a. D. Dr. Wilhelm Budner 
in Gijenad. gr. 8. 27. Jahrgang. 1899. Jahrlic) 24 Hefte. Preis 
halbjahilid) M 6.— 








| 
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Archiv fiir Papyrusforschung und verwandte Gebiete unter Mit- | 
wirkung von Otto Gradenwitz in Koénigsberg, Bernard P. 
Grenfell in Oxford, Arthur 8S. Hunt in Oxford, Pierre Jouguet 
in Lille, Frederic G. Kenyon in London, Fritz Krebs in | 
Berlin, Giacomo Lumbroso in Rom, John P. Mahaffy in 
Dublin, Ludwig Mitteis in Wien, Jules Nicole in Genf, Paul 
Viereck in Berlin herausgegeben von Utricu Witcken in Breslau. | 
gr. 8. geh. [In Vorbereitung.] 


Archiv fiir lateinische Lexikographie und Grammatik mit Ein- | 
schlufs des ilteren Mittellateins. Herausgegeben von Epuarp | 
Woitrruw. gr. 8. 12. Band. Preis fiir den Band von 4 Heften | 
A. 12.— #® Band 1—7 auf einmal bezogen M 42.— 


Byzantinische Zeitschrift. Herausgegeben von Kart Krumpacuer. gr. 8. | 
8. Band. 1899. Preis fiir den Band von jihrlich 4 Heften # 20.— 


Byzantinisches Archiv als Erginzung der Byzantinischen Zeit- | 
schrift in zwanglosen Heften herausgegeben von Kart Krumpacuer. 
Heft 1. Untersuchungen zur Geschichte der griechischen | 
Sprache von der hellenistischen Zeit bis zum 10. Jahr- | 
hundert n. Chr. von Kart Drerericn, Dr. phil. Mit einer Karte. | 
gr. 8. geh. & 10.— 


Historische Vierteljahrschrift. Herausgegeben von Dr. Geru. Szericer, 
o. Professor an der Universitit Leipzig. Neue Folge der Deutschen 
Zeitschrift fiir Geschichtswissenschaft. 2. Jahrgang. 1899. Der 
ganzen Folge 10. Jahrg. Preis fiir den Jahrgang von 4 Heften 4 20.— 

Geographische Zeitschrift. Herausgegeben von Dr. Aurrep Herrner, | 
a. 0. Professor an der Universitit Tiibingen. gr. 8. 5. Jahrgang. 
1899. Jihrlich 12 Monatshefte zu je 3'/,—4 Bogen. Preis halb- 
jabrlich M 9.— 

Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht. Ein Organ fiir Methodik, Bildungsgehalt und Organi- 
sation der exakten Unterrichtsfiicher an Gymnasien, Realschulen, 
Lehrerseminarien und gehobenen Biirgerschulen. (Zugleich Organ 
der Sektionen fiir math. und naturw. Unterricht in den Versamm- 
lungen der Philologen, Naturforscher, Seminar- und Volksschul- 
Lehrer ; giebt auch Mitteilungen tiber den ,,Verein zur Férderung 
des Unterrichts i. d. Mathematik und i. d. Naturw.‘“‘) Herausgegeben 
von J. C. V. Horrmann. gr.8. 30. Jahrgang. 1899. Preis fiir den 
Jahrgang von 8 Heften M 12.— 

- General - Register zu den Jahrgiingen 1 — 25 
(1870—1894). gr. 8. geh. [In Vorbereitung.] 


Mathematische Annalen. Begriindet 1868 durch A. Cresscuu. C, Neumann, 
Unter Mitwirkung der Herren Paut Gorpan, Davin Hirpesr, Cart 
Neumann, Max Noeruer, Kart VonperMiutt, Herrich Weser gegen- 
wirtig herausgegeben von Ferix Kuen in Gittings. , Watraer Dyck 
in Miinchen und Avotr Mayer in Leipzig. gr. 8. 51. Band. 1899. 
Preis fiir den Band (zu 36—38 Druckbogen) von 4 Heften M 20.— 

——— General Register zu den Banden 1—50 [XI und 
202 S.] gr. 8. 1898. geh. M 7.— 

Zeitschrift fir Mathematik und Physik. Begriindet 1856 durch 
O. Scutémincn. Friiher herausgegeben von O. Scutémitca (1856—1896), 
B. Wrrzscner (1856—1859), M. Canror (1859—1896), E. Kaur 
(1860—1892). Gegenwirtig herausgegeben von Dr. R. Meumxe und 
Dr. M. Cantor. gr. 8. 44. Band. 1899. Preis fiir den Band von 
6 Heften M 20.— 

. General- Register zu den Jahrgiingen 1—25 

(1856—1880). [123 S.] gr. 8 1881. geh. “ 3.60. 





